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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK XIV — CisSLO 6

MODELY SKUTECNOSTI A MODELY TEORII

KareL CuLik, Praha

Tento ptispévek je odpovédi na vyzvu v [1], aby byla poddna obecnéjsi definice
modelu, nez je u A. TARSKEHO, a soucasné je opravou nedopatieni a nedorozuméni,
které se v [1] vyskytly.

Je smutnym, nicméné vSak historickym faktem, Ze terminu model uzivaji ne-
matematici ve zcela jiném vyznamu neZ matematici ¢i vlastné logici. Pfitom misto
,,ve zcela jiném vyznamu‘‘ by bylo 1épe fici, Ze ,,v piesné opacném vyznamu®, nebot
oba vyznamy se skutecné maji k sobé tak jako dvouclenné vztahy ,,byti otcem*
a ,,byti synem‘ nebo vztahy ,,vlevo* a ,,vpravo‘ (tedy jde o konverzni bindrni relace).

,,V mnoha oblastech lidského pozndni (napf. v ekonomii, lingvistice, biologii
atd.) uZivame terminu model ve smyslu matematického (tj. symbolického) popisu
zkoumané skuteCnosti a nikoli ve smyslu zamérné sestrojeného zatizeni, s jehoZ
pomoci tuto skuteénost napodobujeme (napf. modely pfehrad, mostl, riznych
technickych zafizeni apod.). V obou ptipadech vSak jde o modely skutecnosti. Naproti
tomu jiz po celd desetileti se termin model uzZiva v matematice a logice ve smyslu
piikladu uvazované matematické discipliny nebo uvazované axiomatické teorie
(n€jaky priklad svazu nebo grupy neni nic jiného nez model teorie svazli nebo grup
atd.). ([2], 1'-8)

V piipadé, Ze ndm jde o jedinou konkrétni ¢dst skuteCnosti, napt. o prazskou
dopravni sit, je jejim modelem napf. jeji pldn a ten pro potieby zpracovdni na poci-
taci lze nahradit mnoZinovym modelem, tj. mnozinou symbold, které odpovidaji
stanicim, mnoZinou jinych symbolil, které odpovidaji jednotlivym trasdm mezi
stanicemi, mnoZzinou dvojic (stanice, trasa), které zachycuji, kterd trasa v které
stanici kon¢i, mnozinou dvojic (trasa, Cislo), které uddvaji délky tras v n&jakych
jednotkdch atd. Zkrdtka jde o mnozZinu néjakych prvkl, néjaké jeji podmnoziny,
bindrni relace, terndrni relace apod., tedy to, co se u N. BOURBAKIHO nazyvd mate-
matickou strukturou nebo u A. GRZEGOREZYKA matematickym oborem nebo to,
co se — patrné ve specidlngj§im pfipadé — nazyvd systémem (a to je op€t novy
mddni termin, v [1] objasnény zcela nedostateéné).

Matematickd teorie je mnozinou jistych formuli, napf. téch, které se daji podle
piedepsanych pravidel odvodit z nékolika pfedem danych a nazyvanych axiémy.
Vice o matematické teorii a jejich modelech si lze predist v kazdé logice (ostatné
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staci i to, co je ve [2] nebo [4]). Zde je pouze dilezZité to, Ze modely teorii jsou vZdy
pravé a jenom (matematické) struktury.

Tedy struktury mohou byt modelem skuteénosti i modelem teorie. ,,V pripadé, Ze
mame matematickou strukturu, kterd je na jedné strané modelem skuteCnosti a na
druhé strané je soucasné modelem néjaké teorie, je ovSem takovdto teorie se skutec-
nosti spojena velice t&sné, a my vime zczla presné jak, protoze je ziejmé mozné udat
jeji skuteénou sémantiku & interpretaci, takZe formdlni véty dokdzané v této teorii
budou samoziejmé platit ve skuteCnosti. To je ostatn€é smysl a cil kazdé teorie.
Z tohoto hlediska bychom mohli také fici, Ze dand teorie je modelem skutecnosti
(kdyzZ modelem skutecnosti rozumime jeji matematicky popis), ovSem kdyZ bychom
doplnili pfislu§nou sémantiku (Ci interpretaci), pckud se nepfedpokladd jako dobre
zndmd*“. [2], 8,5_4)- »,Jako priklad uvedené situace mlze poslouZit nejstar$i mate-
matickd teorie, totiz euklidovskd geometrie, jejiz axidmy zformuloval D. HILBERT.
Jejim nejznaméjsim modelem je kartezidnsky model a ten je dobic zndmou mate-
matickou strukturou pravothlé tfirozmérné analytické geometric. SkuteCnost, Ze
analytickd geometrie je modelem redlného prostoru, v némz Zijems, je zkuSenosti
rovnéZ dostate¢nd prokdzdna.* ([2], 9°~2.) ,,Priklad euklidovské geometrie vytvotené
b&hem 2500 let mnoha lidmi ukazuje dostateCné jasné, Ze §lo o to sestrojit teorii,
kterd by upln€ popsala prostor, v némz Zijeme, tj. teorii, kterd by byla modelem (ve
smyslu modelu skutecnosti) naSeho prostoru.

V Hitbertovych axiomech geometrie neni ani stopy po tom, Ze by mély odkazovat
ke skuteénosti, a Ze tedy by bylo tfeba axiomim a zdkladnim predikdtam (byti bo-
dem, pfimkou a rovinou, incidence mezi body, pfimkami a rovinami, shodnost Gse-
Cek a 0hld) prifadit jejich vyznam (Gi interpretaci) ve skutenosti. Tuto potiebu vsak
velice silné pocitoval EUKLEIDES ve svych Zédkladech, kdyZ se pokousel definovat bed,
primku, atd. Dne$ni matematik md pro to jen shovivavy tsmév, ale experimentalni
fyzik nebo stavitel mostl a tunelQ patrng nikoliv. ([2], 913~ %))

Uvedenym piikladem jo dostateéné jasné prokdzéno, Ze je nutno, a Ze to ma hlu-
boky smysl, rozlisovat oba vyznamy terminu model. To je zdkladni nedorozumeni
v [1]. K nému se vSak pfipojuje druhé, totiZ neporozuméni pojmu matematické
teorie ve smyslu A. TarRsKEHO. O tom sv&d¢i tato tvrzeni: ,,KdyZ se buduje urlitd
vé&deckd disciplina‘, ... ,,Primitivai pojmy... pouZivdme, aniZz vysvétlujeme jejich
vyznamy*“... ,Jejich vyznam se obvykle povaZuje za evidentni ([1], 127,,_14)
a ddle ,,Podobne... axiomy jsou takovd tvrzeni, kterd povaZujeme za platnd, aniZ
je dokazujeme. Jejich platnost se ndm obvykle jevi jako evidentni.* ([1], 1274 _4,.)

V matematické teorii ani individuové proménné ani predikdtové proménné nemaji
Zddny vyzram. KdyZ jim autor néjaky vyznam pfipisuje, nemd na mysli samotnou
teorii, ale jiz néjaky jeji model. RovnéZ u axidmul se v matematické teorii zZddnd
jejich platnost nepredpokiddd, jsou prosté vychozimi formulemi pro cdvozovdni.
Kdyz autor hovofi o jejich platnosti, a to i ddle, Ze ,,axiomy... zistdvaji pravdivymi
vyroky* ([1], 1275_,), pak to zase znamen4, ¢ md na mysli n&jaky model a nikoli
samotnou teorii.
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Koneéné tfeti zdkladni nedorozuméni se tykd terminu pojem a proménnd. Je
tfeba vskutku pfiznat, Ze vyznam terminu proménnd neni ani v samotné logice dosud
dostatedné objasnén a Ze termin pojem ze soucasné logiky viibec zmizel (a lze uvést
i diivody, Ze neprdvem). To vSak neospravedliiuje zptisob, jak téchto termind uzivd
autor v [1], kdyZ napft. ¥ikd, Ze ,,proménné pojmy... nemaji vyznamu** ([1], 1274_-),
Ze ,,redlné Cislo* je proménny pojem a Ze ,,\/2“ je neproménny pojem ([1], 1275)
apod. Pojem je vidy jazykovym vyrazem, ktery oznaduje — v nejjednodussim pfipa-
dé — mnoZinu predmétt majicich jistou vlastnost. Jind veéc je, Ze se Casto timto
jazykovym vyrazem oznacuje jen jediny z uvedené mnoZiny predméti. Ale v Zddném
ptipad€ nelze hovotit o proménnych pojmech. A ,,\/ 2 je vlastné term, ale jinak je to
individuovd konstanta.

Pfitom je zcela nepfipustné a matouci smeSovat jazyk a jeho vyrazy se skutecnosti
a jejimi predméty, o nichZ jazykem hovofime, napf. ,,ur€ité véci, tj. neproménné
pojmy* nebo Ze ,,primitivni pojmy nahradime vécmi* ([1], 127,_,), nebo se autor
tdze, zdali ,,by bylo moZné pfipustit existenci hypotetické teorie, kterou bychom
mohli v n&jakém smyslu ztotoZnit s materidlnim svétem** ([1], 129" ~2).

Vratme se vSak zpét k pojmu modelu skuteénosti, ktery ziejmé autor obhajuje
proti modelu teorie podle Tarského. Ale o tomto svém pojeti modelu by prece jen
mohl ¥ici vice, neZ Ze ,,model je realita ve vztahu k n&jaké jiné realit&* ([1], 126'3~14),
nebot takto neodlisi ani matematické modely od fyzikdlnich modelli skuteCnosti.

,»Studium redlnych systému (tj. redlnych struktur) simulaci zdleZi v nahrazeni
simulovaného systému jinym simulujim, ktery se (z jistého hlediska) podobd simu-
lovanému a ktery je pro studium pfihodnéjsi. Jsou-li stupeil a typ podobnosti po-
stacujici, 1ze nékteré vysledky ziskané na simulujicim systému prenést na plvodni
simulovany systém. Jsme-li oprdvnéni pfendset vysledky ze simulujiciho systému na
simulovany, nazyvd se simulujici systém modelem simulovaného.

Obecné je sotva mozné stanovit, kdy je néjaky simulujici systém modelem simu-
lovaného, tj. jaky stupeil a jaky typ podobnosti zarucuji oprdvnéni pfendset poza-
dované vysledky.

Naproti tomu jsou dobré zkusenosti se simulaci v mnoha jednotlivych pfipadech.
Otdzka, zdali dany simulujici systém je modelem simulovaného, musi byt velice
Casto zodpovédéna empiricky a induktivnim usuzovanim. AvSak nakonec kazdé
induktivni usuzovani se vlastné opird o obecnou metodologickou zdsadu, kterd
pfedpoklddd, Ze ,,podobné systémy maji i podobné vlastnosti‘. Tedy pojmy podob-
nosti, simulace a modelu jsou skuteéné fundamentdlni.

Existuji dalezité rozdily mezi typy podobnosti poZzadované po simulujicich systé-
mech.

Na jedné strané se tato podobnost mezi simulovanym a simulujicim systémem tykd
skoro vSech fyzikdlnich, chemickych a dalSich vlastnosti a soufasné i prostoro-
Casovych vztaht. Napf. malé piehrady nebo mosty, které jsou modely skutecnych
velikych prehrad nebo mosti, patii do této skupiny.
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Jediny rozdil mezi vySetfovanym systémem a jeho modelem je pouze v rozmérech
a vSechny jejich fyzikdlni vlastnosti nejen Ze jsou podobné, ale jsou pfimo totoZné.
Proto také simulujici systém musi byt vySetfovdn stejnym zpisobem jako s,stém
skuteény, tj. empiricky méfenim a zkouSkami.

S timto typem modeld tésné souvisi riizné druhy analogovych pocitact, protoZe
zde se opét pozaduje jistd podobnost (ale nikdy jiZ totoZnost, tj. stupeit podobnosti
je niz8i nez v prede§lém piipad€) fyzikdlnich vlastnosti a méfeni je rozhodujicim
zplsobem, jak vySetfovat model*. ([3], 234—235'-19))

,»,INa druhé strané se podobnost mezi simulovanym systémem a simulujicim nemusi
tykat Zddnych fyzikdlnich ani chemickych vlastnosti, ani prostorovych vztaht, ale
pouze rozliSitelnosti jednotlivych situaci v simulovaném systému pomoci odpovida-
jicich ,situaci v simulujicim systému. Je-li ¢as dulezity, je poZadovdna podobnost
v Casovém uspordddni také. Modely tohoto typu se Casto nazyvaji abstraktni nebo
symbolické, popt. matematické, ¢imZ se chce vyjddrit, Ze povaha modelu je zcela
nepodstatnd. Tyto rozliSovaci modely vidy sestdvaji z jistych jazykovych vyrazi
(odpovidajici ,,situace’* nejsou ni¢im jinym nez jednotlivymi vypovédmi o skutecnych
situacich), atkoliv samoziejmé i kazdy vyraz md svij fyzikdIni zdklad* ([3], 23'3~29).
,,Ceho sina redlném systému, tj. na zkoumané &dsti skute¢nosti vimame a &eho nikoli,
je jednoznaéné€ uréeno odpovidajicim rozliSovacim modelem, ktery neni ni¢im jinym
neZ vyCtem jmen vSech uvaZovanych predmétli (nazyvanych individuové konstanty),
vyCet jmen vSech uvazovanych vlastnosti a vztahli (nazyvanych predikdtové kon-
stanty) a konecné€ vyCet vSech primitivnich vyrokd, které vyjadiuji nejjednodussi
situace realného systému takovym zpisobem, Ze kazdé dvé riizné redlné situace nebo
dva predméty nebo vlastnosti ¢i vztahy jsou jednoznacné navzdjem rozliSitelné po-
moci odpovidajicich vyraz zvoleného jazyka.* ([3], 238;_,, 239'~7))

Pravé popsané pozadavky rozliSitelnosti jsou zfejmé tésné spjaty s pozadavkem
izomorfismu mezi redlnym systémem a rozliSovacim modelem. A samoziejmé, Ze
o izomorfismu se vZdy hovofi mezi dvéma (matematickymi) strukturami. Neni v§ak
jasné, co se vlastné mini, kdyZ se fikd, Ze ,,Zakladatel teorie systémil, von Berta-
lanffy, vySel ze strukturdlni analogie (izomorfismu) mezi zdkony rdznych védnich
disciplin. Teorie systému studuje abstraktni modely, abstraktni systémy, v nichZ by
méla byt obsaZena struktura problémi riznych védnich oboru®. ([1], 130,9_46.)

Na objasnéni autor popisuje jisté matematické feSeni jisté ulohy, kterd vede na
zndmy exponencidlni zdkon, ale o uvddénych analogiich nefikd nic, ackoliv prdvé
ty by mély byt objasiiovdny. Pfitom se zdd byt pfirozené popsat i tyto pfipady pomoci
Tarského pojeti, kdyZ zavedeme tzv. kvantitativni predikdty, coZ jsou predikdty spolu
s kvantitativnim udajem (takZe sem se zahrnou vSechny vysledky méfeni). Vyzna-
mem kvantitativniho predikdtu muZze byt jisty méfici postup uvaZované veliCiny.
Zékladnimi pojmy uvaZované teorie jsou tedy dva takovéto kvantitativni predikaty:
v modelech této teorie vzdy jeden z nich povaZujeme za Cas (me€feny néjak a v néja-
kych jednotkdch) a druhy méd v riiznych piipadech rizny vyznam, napf. to mizZe byt

~eror

pocet jedincit vymirajici populace nebo vdha hladovéjiciho zvifete atd. (rozumi se
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vZdy, Ze je ddn empiricky postup a jsou zvoleny jednotky méfeni). Kromé toho jsou
kvantitativni udaje ¢ a p, obou predikdtt vdzdny exponencidlnim zdkonem p, =
= exp (—At), kde 1 je n&jakd konstanta. Nejde tedy o nic jiného neZ o zndmou véc,
Ze touZ rovnici lze popsat pritbéhy nejrozmanitéjsich d&ji. Jinymi slovy, oba predi-
kdty mohou mit rtzné interpretace ¢i rizné vyznamy. OvSem takovéto modely
Tarski neuvaZoval, nebot ptipoustél jen modely extenziondlni, tj. vlastnosti byly
interpretovdny jako podmnoziny pfedmétll, dvouclenné vztahy jako mnoZiny uspo-
fddanych dvojic pfedmétl atd., zatimco v predchozim pfipad€ se uvazuji modely
intenziondlni, kdy se jako vyznamy vlastnostem a vztahiim pfifazuji rozhodovaci ¢i
pozndvaci postupy. Teprve intenziondlnimi vyznamy jsou (v pfedepsané oblasti)
uréeny i vyznamy extenziondlni, nebof pomoci pfisluSnych rozhodovacich postupt
se dd o kazdém predmétu rozhodnout, zdali rozhodovacimu postupu vyhovuje, ¢i
nikoliv (Cili zdali néjakou vlastnost md nebo nema).

Rozhodujici zde je, ze v poslednim pfipadé naznalené teorie exponencidlniho
zdkona je mozno uvést fadu riiznych modeld, a to riznych intenziondlné (protoZe se
tykaji riiznych Cdsti a stranek skuteénosti), ackoliv ve vSech téchto pfipadech plati
matematicky tyZ exponencidlni zdkon, a tedy popfipadé vSechny tyto modely jsou
extenziondlné izomorfni.

Jinymi slovy, bylo by prizraénéj§i neuvddét jen ryze matematické znéni expo-
nencidlniho zdkona, kdyZz ob& proménné ¢ a p, jsou prosté jen redlné proménné, ale
uvadét vyslovné rtznd fyzikalni znéni tohoto zakona, kdyZ doplnime u obou pro-
ménnych piisluSny fyzikdlni rozmér nebo vyse uvedenou interpretaci, co kterd pro-
ménnd znamend. ,,Vlastni empirické pozndvdni zdlezi v aplikaci jednotlivych rozho-
dovacich a méficich postupl (odpovidajicich vlastnostem a vztahim) na zvolené
pfedméty a v zjisfovani situaci. Vysledkem tohoto pozndni je zjiSténi, zda postup
vedl k ocekdvanému (obecné feknéme pozitivnimu) vysledku nebo nikoli (tedy
vedl k negativnimu vysledku).

To je v ptipadé rozhodovacich postupl, tj. u kvalitativniho poznéni, zatimco u meé-
ficich postupd, tj. u kvantitativniho pozndni, je vysledkem ¢&islo. ([4], 539,7-1,.)
Zda se tedy, Ze toto rozliSeni extenziondlnich a intenziondlnich modelli dovoluje
zcela uspokojivé objasnit otdzku fyzikdlnich analogii, aniZ se co ménilo na Tarského
pojeti.

Nakonec je tfeba jesté pfipomenout jednu dulezitou okolnost, kterd snad byla
pii¢inou nedorozuméni: totiz matematickd teorie se nazyvd Kkategorickd, kdyz
vSechny jeji modely jsou izomorfni. Napt. ani teorie grup ani teorie cyklickych grup
nejsou kategorické, protoze existuji neizomorfni cyklické grupy, ale naproti tomu
Hilbertova teorie eukleidovské geometrie kategorickd je. A prdveé v pfipadech kate-
gorickych teorii se stdvd, Ze se samotnd teorie zaméiuje s néjakym svym vyznaénym
modelem.
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FAKTOROVE PROSTORY

STANISLAV TRAVNICEK, Olomouc

Tento &ldnek se zabyvd prenesenim zdkladnich pojmi teorie faktorovych grup
(viz [1]) do teorie linedrnich prostorii (viz napf. [5]) a studiem n&kterych vlastnosti
faktorovych prostoril. Prvni ¢dst ¢lanku je rdzu teoretického, ve druhé ¢dsti je uvedeno
praktické pouZziti pojmu faktorovy prostor v nékterych matematickych disciplindch.

FAKTOROVE PROSTORY

Uvazujme linearni prostor £ nad Ciselnym télesem T koeficientl a zvolme libo-
volny jeho podprostor 2. Na £ nyni definujeme relaci R.

Definice 1. Dva prvky x, y € € jsou v relaci R, jestliZe (x — y) e U, tj. xRy <
< (x —y)e.
Lemma 1. Relace R je ekvivalenci, tj. je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Diukaz: (R): (x — x) = 0 (nulovy prvek prostoru £)e U = xRx pro kaZdé x;
(S): je-li xRy, pak (x — y)e U, ale pondvadZ U je linedrni prostor, je
rovndz (y — x) e U, tj. yRx;
(T): je-li xRy, yRz, pak (x — y)e U, (y — z) e A, tedy (x — z) = [(x —
— ) + (y — 2)] e U, takZe xRz.
Definice 2. Dva prvky x, y € 8, které jsou v relaci R podle definice 1, nazyvdme
ekvivalentni vzhledem k podprostoru .

Lemma 2. Ekvivalence prvki vzhledem k podprostoru 2 definuje rozklad prostoru
£ na tfidy vzdjemné& ekvivalentnich prvka.

Dtkaz: MnoZinu vSech téch prvkd z € £, pro néZ zRx, nazveme tfidou prvku
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