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Padesat let
metody koneénych prvki

Michal K¥ifek, Praha

Metoda koneénych prvki (MKP) je v sou¢asné dobé povaZovana za nejefektivnéjsi
numerickou metodu pro feseni problémii matematické fyziky, tj. problémi popsanych
diferencialnimi & integralnimi rovnicemi nejrizné&jsich typu, systémy téchto rovnic,
varia¢nimi nerovnicemi apod. Typickym pt¥ikladem jsou parcialni diferencialni rovnice
popisujici elektricky, magneticky nebo gravitaéni potencidl, Schrédingerova rovnice,
rovnice vedeni tepla, Navierovy-Stokesovy rovnice proudéni, systém Maxwellovych
rovnic, nerovnice pro kontakt dvou pruzné plastickych téles atd.

Za objevitele MKP*) je povaZovan prof. Richard Courant, némeckého plivodu, jehoz
prace [4] byla dne 16. éervna 1942 podana v redakci Bulletin of American Mathematical
Society. Na str. 21 zminéné prace se nad triangulovanou dvojrozmérnou oblasti hleda
pfibliZné feseni jistého variaéniho problému ve tvaru spojité po &astech linearni funkce.
V té dobé se oviem jesté nepouzivaly samoéinné pocitale, takie se na tuto novou
a poétaisky naroénou metodu pozapomnélo. Asi o 10 let pozdéji byla MKP znovu
objevena americkymi inZenyry pii provadéni pevnostnich vypoéti leteckych konstrukei
na prvnich komerénich potitaéich.

Za prvni monografii o MKP lze patrné povaZovat Syngeho knihu [18] z roku 1957,
kde jsou jiZ vysSetfeny aproximaéni vlastnosti spojitych po &astech linearnich funkeci
nad triangulovanou oblasti. Od té doby vzniklo alespoii 100 knih a 10000 ¢lankd
o MKP, jejichz ¢asteény prehled lze nalézt v [13, 19, 21]. Za nejlepsi jsou povazovany
monografie [1, 3, 9, 17, 22].

Aplikaéni moznosti MKP vedly k bouflivému vyvoji software pro feseni pestrého
spektra technickych i védeckych iloh. Cely vypoéeni proces totiz muze byt podstatné
automatizovan, tj. generovani triangulaci, sestavovini matic tuhosti, feSeni vzniklych
soustav algebraickych rovnic, grafické znazornéni vysledku apod. lze svéfit pocitaci.
Dalsi velkou prednosti MKP je to, Ze umoziiuje dokonale popsat vysetfovanou oblast,
coz nebylo mo#né u klasickych metod (jako napf. u metody kolokaci & metody siti).
Pro teoretickou numerickou analyzu (existence feseni, dikazy konvergence, odhady
chyb atd.) je vyhodné, ze se MKP vétsinou opird o fyzikalni variaéni principy. To
jednak umoziiuje vyuzivat efektivnich ndstroju funkciondlni analyzy a také nevyzaduje
dodateénych pfedpokladi na vyssi hladkost fedeni jako u klasickych metod.

*) Potitky rozvoje MKP jsou podrobné popsany v [15].

RNDr. MicHAL KiiZEK, CSc. (1952) je samostatnym védeckym pracovnikem Matematic-
kého tdstavu CSAV, Zitna 25, 115 67 Praha 1.
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Zékladni my3lenka metody kone&nych prvki
Pro jednoduchost se omezime pouze na hledani feseni Poissonovy rovnice
1) -Au=f vQ
s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou
(2) u=0 na 0Q,

kde Q je polyedricka oblast v R? (d 2 1) s hranici 0Q, Au = 8%u/8z? +. ..+ 0%u/0z3
a f € L%(Q) je zadana funkce. Analytické Feseni této iilohy neni obecné znamo, a tak
nam nezbyva, neZ ji feSit pouze pfiblizné. MKP pro piiblizné feSeni problému (1)-
(2) vychazi z jeho slabé (variaéni) formulace. K tomuto déelu si zavedeme Soboleviiv
prostor testovacich funkci V, ktery lze formdalné zapsat takto:

3) V = {v e L¥Q) | grad v € (L}(Q))%, v =0na dQ}.

Poznamenejme, Ze pokud prvni ,zobecnéné“ parcidlni derivace funkce v patii do
L%(Q), pak mé smysl uvazovat i hodnoty funkce v na hranici 2 (podrobnosti viz
[3, 12]). '
Vynasobime-li rovnici (1) libovolnou funkei v € V a zintegrujeme-li obé strany
vzniklé rovnice pfes €2, pak pomoci integrace per partes (Greenovy formule) dostaneme

(4) (grad u,grad v) = (f,v) Vv eV,

kde (.,.) oznatuje standardni skaldrni souéin v (L3(Q))", r = 1,2,.... Je zndmo, Ze
existuje pravé jedno tzv. slabé (zobecnéné) feseni u € V splitujici (4).

Nekoneéné dimenzionélni problém (4) nyni nahradime kone¢né dimenzionalnim po-
moci Ritzovy-Galerkinovy metody. Bud V;, C V néjaky koneéné dimeziondlni pod-
prostor, n = dim V}, a hledejme up € V3 tak, aby

(5) (grad up,grad vy) = (f,vn) Von € V.
Opét lze ukdzat, Ze existuje pravé jedno fedeni up € Vi, pokud V4 # 0.

Hleddme-li up, € Vj, ve tvaru linearni kombinace bazovych funkei v?, ..., v™ prostoru
Vi, ‘

, . |
(6) up = Z c;jv?,

i=1

pak pro nezndmé c,...,c, € R! dostaneme ze vztahi (5) a (6) soustavu linedrnich

algebraickych rovnic

) Z(grad v', grad vj)cj = (f, vi), i=1,...,n,

i=1
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jejiz matice je symetrickd a pozitivné definitni. Tato matice je ale obecné plna.
Metodu koneényjch prvki lze charakterizovat jako specidlni ptipad Ritzovy-Galerki-
novy metody, kdy prostor V3 a v ném bazové funkce volime tak, aby matice
. . n
(8) A= ((grad v, grad +/ )) )

i,j=1

soustavy (7) byla fidk4, tj. aby jen O(n) prvku matice A bylo nenulovych. To ndm
pak umoziiuje podstatné rychleji vytesit soustavu (7) a také mnohem snadnéji uchovat
matici (8) v paméti poéitate ne# v pfipadé plné matice. Poznamenejme, Ze matici (8)
se v MKP tradi¢né ikd matice tuhosti. Ulohy linearni statiky, jez byly MKP feSeny
nejdrive, totiz vedou k maticim, které vyjadfuji ,,tuhost“ — vztah mezi zatiZzenim
a odpovidajici deformaci télesa.

Ridkosti matice tuhosti se u MKP dosahuje pomoci nasledujicich tii kroki:

(i) Stanovi se rozklad (triangulace) 7, vysetfované oblasti na jednodussi uzaviené
podoblasti, tzv. prvky (vétsinou dseiky, trojuihelniky, étyfihelniky, étyistény, pétisteé-
ny nebo Sestistény) — viz obr. 1.

b

Obr. 1. Rozklad 1, 2, 3-dimenziondlni oblasti na prvky.

(ii) Voli se prostor V3 tak, aby funkce vy € V4 byly na kazdém prvku velmi jedno-
duchého tvaru (vétsinou polynomialni). Takovy prostor Vj se pak nazyva prostorem
koneénych prvkau.

(iii) Stanovi se baze v!,...,v" ve Vj tak, aby vSechny v’ mély ,malé“ nosiée (tj.
mira oblasti, kde v* je nenulové, musi byt mala ve srovnani s mirou oblasti ). _

Pro ilustraci kroku (i)—(iii) uvedeme snad nejéastéji pouzivany prostor spojitych po
tastech linedrnich funkei pro d = 2. V tomto p¥ipadé triangulace 7, bude koneéna
mnoZina trojihelniku takova, Ze

1

ﬁ:UK

KeT,

a Ze kaZdé dva razné trojihelniky z 7, maji spoleénou pouze jednu celou stranu nebo
Jjeden vrchol nebo jsou disjunktni. Symbol h (tzv. diskretiza¢ni parametr) charakteri-
zuje maximalni velikost trojihelnika v triangulaci 7j.
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Abychom splnili (ii), polozime

9 Vi ={vh €V |va|g € Pi(K) VK € Tp},

kde P;(K) znaii prostor linedrnich polynomi nad trojihelnikem K. Lze dokazat (viz
(12, str.27]), Ze funkce z Vj jsou spojité. Na obrazku 2 vidime p¥iklad takové funkce
vy € Vi, nad triangulovanou &étvercovou oblasti.

2

0 1 z)

Obr. 3. Courantova bazova funkce.

Pro splnéni nejdulezitéjsiho kroku (iii) oznaéme zj,...,z, € Q vniténi uzly tri-
angulace (tj. vrcholy trojihelniki). Pak existuje baze vl,...,v™ prostoru Vj takova,
Ze

i 1 proi=j
1 . —_ y
(10) U(zj)—{O pro i # j.

Tyto funkce splituji (iii) a nazyvaji se Courantovy bazové funkce na poéest objevitele
MKP. Typicky tvar v odpovidajici uzlu z; je nakreslen na obrazku 3. V daném p#ipadé
je nosi¢ bazové funkce v’ Sestitihelnik slozeny ze Sesti trojihelnikii. Vidime, ze pokud
2z; a z; (i # j) nejsou sousedni uzly, je

(grad o', grad ) =0,

coi zarutuje Fidkost matice tuhosti (8). Ocislujeme-li uzly 2; po Fadcich, pak z (8)
a (10) lze odvodit, Ze matice tuhosti, odpovidajici triangulaci na obr. 3, ma tvar
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4
-1 4 ] \
0 -1 4 y
0 0 -1 4 m
-10 0 0 4
0 -1 0 0 -1 14
0 0 -10 0 -1 14
0 0 0 -1 0 0 -1 4
(11) 0 0 0 0-10 0 0 4
0 0 0 0 0 -10 0 -1 4
0 0 0 0 0 0 -10 0 -114
o 0 0 0 0 0 0 -10 0 -114
0 0 0 0 00 0 0-10 0 0 4
o 0o 0 0 00 0 0 0 -10 0 -14
o 0 0 0 0 0 0 0 O O0-100-114
\0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 -10 0 -1 4/

Ze vztahi (6) a (10) navic mame, Ze

n
up(z) = chvj(zg) =¢, i=1,...,n,

i=1

tj. vyfeSenim soustavy (7) p¥imo dostdvime hodnoty pfiblizného feseni up v uzlovych
bodech.

Povsimnéme si jesté, Ze fedeni uj, problému (5) je nezivislé na volb& bazovych funkei.
Naproti tomu struktura (fidkost, pasovost, ...) matice (8) na volbé baze podstatné
zavisi.

Co je koneény prvek ?

Konetnym prvkem rozumime uspofadanou trojici (K, P,X), kde K C R4 je pr-
vek (tj. uzadvér omezené oblasti s neprazdnym vnitikem a lipschitzovskou hranici), P
je prostor funkci definovanych na K a X je koneénd mno#Zina linearné nezavislych
spojitych linedrnich funkciondli definovanych na P (tzv. stupfia volnosti koneéného
prvku¥)).

Tak napiiklad pro linedrni trojihelnikovy koneény prvek je K trojihelnik, P =
= Pi(K) a £ = {®;}2_,, kde stupné volnosti @; jsou definovdny vztahem

(12) ®i(p) =p(Z;), pePi(K),i=1,2,3,

a kde Z; (tzv. uzly kone¢ného prvku) jsou vrcholy K. Neni t&zké se piesvédéit, Zze pro
kazdou trojici redlnych ¢&isel ay, ag, ag existuje pravé jeden polynom p € Py(K),

p(z1,22) = Y0 + 121+ 71222, (21,22) € K,

*) Stupiiim volnosti se nékdy téz ki parametry kone¢ného prvku.
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takovy, Ze .
Pi(p) =i, 1=1,2,3.

Jinymi slovy fefeno, zadame-li hodnoty ve vrcholech trojihelnika K, pak existuje
pravé jedna linedrni funkce, ktera t&chto hodnot nabyva. Této vlastnosti se ¥ikd uni-
solventnost daného prvku. Vidime tedy naptiklad, Ze pokud p(Z;) = 0 pro i = 1,2, 3,
pak p = 0 na K. Odtud a z (10) jiZ pfimo vidime, Ze lze konstruovat bazové funkce
s malymi nosiéi, coz bylo pozadovano v kroku (iii).

Geometrickd interpretace MKP

Pro jednoduchost se opét omezime jen na problém (1)—(2). Je-li tedy prostor V dan
vztahem (3), pak
a(v,w) = (grad v,grad w), v,weYV,

reprezentuje skaldrni soudin ve V, coZ plyne ze znamé Friedrichsovy nerovnosti.
Odeétenim vztahu (5) od (4) ihned dostdvame nasledujici podminku ortogonality:

a(u — up, vp) = (grad(u — up),grad va) = 0. Vo, € W,

ktera fika, ze chyba u — up je kolma na podprostor V4 C V vzhledem ke skaldrnimu
soudinu a(.,.) — viz obrézek 4.

Obr. 4. Geometricka interpretace MKP.

Z podminky ortogonality navic plyne, Ze

a(u — up, u— up) =032€ha(u—vh,u—vh),

tj. MKP dava nejlepsi aproximaci vzhledem k tzv. energetické normé y/a(.,.) .
Poznamenejme jesté, Ze tloha (5) je ekvivalentni iloze hledani minima funkciondlu

J(vp) = %a(vh,vh) ~(f,vn)

na prostoru Vj .
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Shrnuti zdkladnich problémi v MKP

K zédkladnim problémim MKP patii vytvofeni triangulace vySetfované oblasti,
sestaveni a feSeni vzniklé soustavy algebraickych rovnic a studium otazek konvergence
pfiblizného teseni k feSeni pfesnému, kdyZ se diskretizaéni parametr h blizi k nule.
Navic pii fedeni problému sloZit&jsich nez (1)-(2) (zejména nelinedrnich) je tieba mit
vidy na paméti otdzku existence a jednoznaénosti pfesného a priblizného feseni.

Pro rovinné tlohy jiz existuje bezpoéet pomérné jednoduchych algoritmu, které
umoziiuji provést triangulaci dané oblasti. Rozklad prostorové oblasti na prvky muze
piedstavovat mnohem obtiZné&jsi problém (napi. kdyZ oblast neni polyedrickd), jeho#
zvladnuti se ¢asto neobejde bez aktivni lidské uéasti. '

Pro konstrukci prostoru koneénych prvku je potieba vysetiovat unisolventnost pou-
#itych prvku. Pokud jsou viechny stupné volnosti ve tvaru hodnoty polynomu v bodé
(viz napf. (12)), hovofime o Lagrangeovych prvcich. Obsahuji-li stupné volnosti hod-
noty derivaci (i vyssich) v bodé, hovofime o Hermitovych prvcich. Stupné volnosti
viak mohou mit zcela jiny tvar (napf. p — |, k P dz). Vysetfovani unisolventnosti ko-
neénych prvku s vét$im poétem stupiii volnosti muze piedstavovat technicky dosti
komplikovany problém.

Prostory koneénych prvku V} je tieba konstruovat tak, aby pro zjemiujici se trian-
gulace bylo sjednoceni ULV}, husté v daném prostoru testovacich funkei V' s normou
[|]lv. Jen za tohoto piedpokladu lze totiz oéekavat, Ze pFiblizna feseni up budou kon-
vergovat k pfesnému feseni u, tj.

(13) |lu = up|ly =0 proh —0.
Pro linearni (ale i nékteré nelinearni) eliptické okrajové ilohy (viz napf. (1)—(2))
lze otdzku konvergence (13) pfimo pievést na vySetfovani aproxima&nich vlastnosti

prostori koneénych prvkd. To plyne ze Céova lemmatu [3], které tvrdi, Ze existuje
konstanta C > 0 nezavisld na Vj, tak, Ze

llu—unlly S C inf |ju—wvsllv.
vhEVR

Pokud je piesné feSeni u dostateéné hladké, pak ma smysl definovat jeho interpolaci
mhu € Vi a lze olekdvat i jistou rychlost konvergence MKP, t;.

lu — unllv < Cllu — mpully = O(h?), h—0,

pro jisté ¢ > 0, které zavisi na pouzitych koneénych prvcich.
Je-li naptiklad V' dano vztahem (3), pak lze normu ||.||v pfirozené definovat takto:

(14) " |lllv = ((v,v) + (grad v, grad v))*/2.

Interpolace 74v z prostoru (9) je pak spojitd po &astech linedrni funkce takova, Ze
mhu(z) = u(z) pro vsechny uzly z odpovidajici triangulaci 7. Budou-li tihly vsech
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trojuihelnikd mensi ne? néjakd pevna konstanta mensi nei 180°, ktera nezdvisi na
parametru h, plati nasledujici apriorni odhad chyby (viz napt. [2])

(15) llu — unllv < C(u)h,

kde u, resp. uj, je definovdno (4), resp. (5), a kde C(u) zévisi jen na druhych derivacich
u. Z (14) a (15) je patrné, #e konverguji i prvni derivace feseni. Casto se viak vysetiuji
i konvergence v jinych normach (napt. v normé L*(2), C(Q) apod.).

Vztah (5) odpovida tzv. primarnimu modelu MKP. Studuji se ale té% jiné modely
(napf. dudlni, smiSené, hybridni), které se opiraji o jiné variaéni formulace neZ pri-
marni model. Sou¢asnym pouZitim priméarniho a dudlniho modelu MKP lze ziskat
dvoustranné odhady energie FeSeni a aposteriorni odhady chyby [14]. Je-li napf. gx
pfiblizné feeni problému (1)-(2) pomoci duilniho modelu, plati

(16) llu — unllv £ Cllgn — grad un||(z2(ay)e,

kde C je znam3 konstanta, tj. celou pravou stranu v odhadu (16) po provedeni vypoétu
zname.

Dalsi tfida problémi vznikd, ma-li Q k¥ivotarou hranici. Pokud © aproximujeme
polyedrem j, pak obecné nemusi byt Vi, C V a hovofime o tzv. nekonformni MKP.
Nedokonala aproximace oblasti 2 se muZe odrazit ve ztraté pfesnosti pfiblizného fe-
geni. Vychodiskem jsou kfivocaré (izoparametrické) prvky — viz obrdzek 5, pfestoze
jejich nasazeni pro trojrozmérné ulohy muzZe byt znaéné obtizné. Naptiklad pro kouli
neexistuje systém rozklada (pro h — 0) na étyfstény, které maji nejvyse jednu sténu
zakfivenou [12]. Musi se proto pouZit &tyistény s vice zakfivenymi sténami nebo jiné
prvky, coz pfinasi dalsi komplikace.

Obr. 5. Nékteré kiivocaré prvky.

Zdrojem nepfesnosti je i numericka integrace. Naptiklad integral
(f,v") = / fo* dz
Q

ve vztahu (7) obecné nelze vypotitat analyticky. Pocitdme-li jej numericky, pak ovéem
dostaneme jiné piiblizné feseni uj,, které je zatizeno chybou od numerické integrace,
a tak vznika novy problém odhadu normy ([u—u}||v . Problémy jsou téZ s aproximacemi
nehomogennich okrajovych (nebo poéate¢nich) podminek nejruznéjsich typu.
ProtozZe matice tuhosti A je ¥idka, lze pfi vhodném oéislovani bazovych funkci dosah-
nout toho, Ze ma pésovou strukturu (viz napf. (11)). Vznika tedy pfirozeny problém,
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Jak lze oéislovat bazové funkce, aby ife padsu w matice A byla co nejmensi. Poéet arit-
metickych operaci pfi feseni soustavy (7) Gaussovou eliminaci je totiz pfimo umérny
nw?. Samostatnou otazku zde tvofi odhady zaokrouhlovacich chyb.

Pii feSeni skuteénych trojrozmérnych tiloh je poéet neznamych vétsinou tak veliky,
%e nelze pfimé eliminace pouzit, protoZe se p¥i ni musi uchovavat ve vniténi paméti
potitaée cely pas (nebo polopas pro symetrické matice). Je sice moZno pouzit tzv.
frontalni metody, které uchovavaji matici tuhosti ve vn&jsi paméti. Tyto metody jsou
v8ak ndroéné na pocet aritmetickych operaci a zejména na &as, nebot komunikace mezi
vnéjsi a vnitini paméti je relativné pomala. Pro FeSeni trojrozmérnych iloh se tedy
vétsinou pouzivaji iteraéni metody, které umoziiuji skladovat ve vnit¥ni paméti pouze
nenulové prvky matice A a samoziejmé né&jakou informaci o jejich poloze v A. Zde se
ovSem objevuje dalsi tfida problému souvisejici napk. s volbou poééateéni iterace nebo
volbou kritéria pro zastaveni iteraéniho procesu. Je téZ zapotiebi zabyvat se odha-
dem chyby pfiblizného feseni zatiZeného navic iteraéni chybou. Velky okruh problému
vznikd v ptipadé, kdy vyslednd soustava algebraickych rovnic je nelinedrni.

Vétsina zminénych problémi je jiZ softwarové fesena v souborech programu pro
MKP. K nejznaméjsim patfi: ABAQUS, ALGOR, ANSYS, BRAVO 3, COSMOS,
ELLPACK, I-DEAS FEM, INTERLIB, LUSAS, MARC, MODULEF, MSC/PRO-
BE, MSC/NASTRAN, NISA, NONSAP, PAFEC, PATRAN, PLTMG, STRUDL, SY-
STUS, TPS 10 aj. UZivatel ale bohuzel vétsinou nevi, jakym zpusobem se dany soubor
s pfislusnym problémem vypotadal.

MKP v Ceskoslovensku

Ceskoslovenskou numerickou matematiku proslavila ve svété znama ,,brnénska sko-
la“, vedena prof. Milosem Zlamalem. Jeho prace [23] je jednou z nejcitovanéjsich praci
o MKP. V ni je podan asymptoticky odhad chyby MKP pro linedrni eliptické okrajové
ilohy 2. a 4. fadu. Velkych tspéchii dosihla brnénska skola zejména pii vySetfovani
kiivotarych prvku, superkonvergence MKP a feSeni nelinedrnich problému. Nejvétsi
jeji pfinos vsak spoéiva v tom, ze dala podnét k dukladné a systematické matematické
analyze MKP.

V 60. letech se v Brné pouzivala MKP také pro vypoéet nékterych technickych
problémi (napf. namahani konstrukci). Na toto téma zde vznikla i prvni &s. kniha
o MKP [10] autord Kolafe, Kratochvila, Leitnera a Zeniska. Tato publikace je orien-
tovana jak teoreticky, tak prakticky. Nékteré jeji vysledky byly jiz pfedtim zvefejnény
v Rozpravach CSAV [11].

Z dalsich knih &s. autoru, které jsou matematicky orientovany, je tfeba jmenovat
[24] (tastetn& téz [16]), kde je MKP pouzita pro &asové zavislé ilohy; dale knihu
[12] zabyvajici se FeSenim variaénich problémi. Prehled nejpouzivanéjsich koneénych
prvki lze nalézt v [20]. Tradi¢ni problematikou u nds péstovanou je studium problémi
mechaniky kontinua, které se v soudasnosti fesi pievazné MKP - viz [8,14]. Zde je tfeba
Jjmenovat i knihu [7], vénovanou optimalizaci tvaru téles pomoci MKP. Aplikaci MKP
v problémech proudéni je vénovana monografie [5], pfipravena do tisku. Pro studenty
MFF jsou uréena vyborna skripta [6]. ’
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Metoda koneénych prvka se péstuje nejen na vysokych skolach a ve vyzkumnych
ustavech, ale také v mnoha podnicich (CKD, SKODA, ...). Konstruktéry je vyuzi-
vana pro vypocet konkrétnich problémi z praxe, k testovani prototypt a k simulaci
nejriznéjsich podminek kladenych na strojni a jiné souéssti. Pouziva se napiiklad pro
vypocet pevnosti vysokotlakych nadob, otepleni elektrickych strojii, obtékani lopatek
turbin, dynamického naméhani ramovych konstrukei (iplny seznam by byl dlouhy).
K feseni téchto tloh vzniklo nékolik &s. soubori programi (ADAM, DEFOR, IDA,
IVS MKP, NE-XX, PMD, PROKOP, R&M, SIGMA, . ..).

Ceskoslovensko zorganizovalo fadu mezinarodnich konferenci (APPLMATH 1,
EQUADIFF I-VII, ISNA II, LIBLICE I-IV, Mathematical Methods in Engineering
I-VI, ...), kde bylo uvedeno mno#stvi pfednasek o MKP. Uskuteénilo se i nékolik
semindafi a letnich §kol zaméfenych na MKP. Vcelku lze konstatovat, ze rozvoj MKP
v Ceskoslovensku snese srovnani s vyspélymi krajinami a fada teoretickych vysledku
je svétové uznavana.

Soutasné trendy v MKP

Nejnovéjsi vysledky o MKP jsou publikoviny ve vice nez 100 mezinarodnich éaso-
pisech. K vyjmenovani vSech sméru, jimiZ se nyni MKP ubira, by tedy asi nestaéilo
ani celé ¢islo Pokrokii. Proto se omezime jen na ty nejpodstatnéjsi.

K nim rozhodné pat¥i adaptivni vytvareni triangulaci (zejména pro tlohy, jejichz
feseni se prudce méni nebo ma dokonce singularity). Na zédkladé jistych aposteriornich
odhadu se generuji nové triangulace tak, aby napf. chyba byla rovnomeérné rozloZena
po prvcich.

Velké oblibé se také t&3i metody vice siti (multigrid), které umoziiuji podstatné snizit
pocet aritmetickych operaci pro dosazeni uréité presnosti. Tyto metody jsou itera¢ni-
ho charakteru a pouzivaji koneéného poétu postupné se zjemiiujicich siti (triangulaci).
Poéet operaci k ziskani pfiblizného feSeni na nejjemnéjsi siti lze pak zredukovat na
O(n). Metody vice siti jsou ¢asto kombinovany s metodami dekompozice oblasti (sub-
structuring), pfi nichZ se vysSetfované téleso rozdéli na nékolik oblasti jednoduchého
tvaru a na né se pak pouZiji tzv. rychlé algoritmy.

Pro vyfeseni vzniklé soustavy algebraickych rovnic se v soudasnosti nejéastéji po-
uzivaji nékteré varianty metody sdruzenych gradienti. Jejich efektivnost lze zvysit
ruznymi zpusoby pfedpodminéni (preconditioning), coz znamend, Ze misto puvodni
soustavy se fesi jind soustava (v jistém smyslu ekvivalentni), jejiz matice ma mensi
¢islo podminénosti [1,12]. Vysledkem je pak zrychleni konvergence iteraci.

Pozoruhodny vyvoj je zaznamendvan v poéita¢ové realizaci MKP. Standardem se
stal software, ktery umoziiuje preprocessing, tj. uZivatelsky pfijemné zadani ilohy spo-
lu s kontrolou vstupnich ddaji. Jsou vytvaieny interaktivni soubory programi MKP,
které navic umoziiuji spolupracovat napt. s grafickymi systémy CAD/CAM?*) urée-
nymi pro automatické projektovani. Existuje jiz mnozstvi 3pi¢kového software, ktery
provadi postprocessing vystupnich dat. Vystupy jsou nyni vétsinou ve formé izolinii,

*) Computer Aided Design/Computer Aided Manufacturing
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razné obarvenych, stinovanych nebo vysrafovanych ploch, v perspektivnim pohledu
(viz obrazek 2) apod. UZivatel tim ziskd mnohem lepsi pfedstavu o feseni daného pro-
blému nez v dobach, kdy poéitaée chrlily stovky stran papiru potisténého dlouhymi
sloupci ¢isel. Rada algoritmii MKP je vyvijena pro potitate s paralelni architektu-
rou. Diky fidkosti matice tuhosti umoziiuji dnesni superpoéitate zvlddnout soustavy
fadové a¥ o 10% neznamych. Nejrozsifenéjsi jsou oviem implementace na osobnich po-
¢tadich. Ty vétsinou v inosném &ase vyiesi soustavy fadu az 10%. Kvalitni programové
systémy MKP jsou pomérné obsahlé a v tiihrnu mivaji i pres 106 ¥adku zdrojového tex-
tu. Naptiklad systém I-DEAS FEM se sestava z pfiblizné 8.10° programovych fadki
a piedstavuje zhruba 1200 ,&lovékoroku“ vyvojovych praci.

Metoda koneénych prvku se Easto kombinuje s dal$imi metodami a teoriemi, jako je
napf. metoda hraniénich prvki, teorie optimalniho fizeni a navrhovani, teorie bifur-
kaci, spektralni teorie operdtory, ... . Nachdzi také stile §irsi uplatnéni i v mnoha
nefyzikdlnich oborech. Jmenujme napf. lékafstvi (modelovani pevnosti kosti a pruz-
nosti cév), chemii (pribé&h chemickych reakei), ekologii (sifeni exhalaci) apod.

Zavérem mi dovolte podékovat RNDr. J. Chlebounovi a RNDr. Z. Milkovi, ktefi
svymi cennymi pfipominkami ptispéli ke zlepseni obsahu éldnku.
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Synchrotronové zafeni

Jaromir Hrdy, Praha

1. Uvod

Elektromagnetické zafeni v Sirokém spektralnim oboru je vyznamnou sondou, po-
moci ni7 ziskdvame informace o nejruznéjsich latkach. Kazdy zdroj zafeni ma jisty
maximalni vykon. Ten, spolu s pouZitou optikou, vytvafi jisté meze, které ohranicuji
nase moznosti zkoumani. Obecné schéma experimentu je pfitom nasledujici: ze zdroje
vychdzi elektromagnetické zafeni, které je optickymi prvky zpracovano (monochro-
matizovano, polarizovano, fokusovano atd.) a pfivedeno na zkoumany vzorek. Tam
dochdzi k interakci zéfeni se vzorkem a vysledkem je zafeni (nemusi jiz byt nutné
elektromagnetické), které nese hledanou informaci a které dopada do vhodného detek-
toru. I kdy# existuji detektory, které jsou schopné detekovat kazdy foton nebo &astici,
ptesto vyzaduji zachyceni uré¢itého mnozstvi fotonu nebo ¢astic k tomu, aby se méfeny
signal bezpetné oddélil od Sumu a byl uréen s pozadovanou piesnosti. Jinymi slovy,
proces detekce vidy vyzaduje uréity éas, ktery téz nemuze byt neomezené dlouhy.

RNDr. JAROMIR HRDY, DrSc. (1938) je vedoucim védeckym pracovnikem FZU CSAV, Na
Slovance 2, 180 40 Praha 8.
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