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Rez zlaty, st¥ibrny a bronzovy

Jan Andres a Jifi Fiser, Olomouc

Autofi si v pfispévku kladou za cil pfedstavit proporci zlatého fezu jako paradigma
pro védomi souvislosti. V relaci s otdzkou, pro¢ pravé zlaty fez tolik lahodi nasim
smysliim, se snazi nalézt ospravedlnéni své domnénky v tendenci pfirody minimalizo-
vat €i ekonomizovat. Na zdkladé stejného matematického principu jsou pak definoviny
a vizualizovany i jiné estetické poméry (st¥ibrny, bronzovy aj.). ZvlaStni pozornost je
vénovéana chapani téchto poméri jako tzv. Pisotovych &isel.

1. Nékolik tivodnich informaci

Lze bez nadsazky Fici, Ze zlaty Fez (sectio aurea, proportio divina) pfedstavuje od
antiky zdkladni esteticky pomér. Uplatiiuje se v mnoha tviréich aktivitdch pfirody
(krystaly, rostliny, zvifata, ¢lovek, ...) i — a to zejména — v artefaktech lidskych (viz
[5]-{13], [18]).

S jeho konkrétnimi uméleckymi projevy se miizeme setkat nejen napt. u feckych vaz,
athénského Pantheonu (447-432 pf. Kr.), pafiZské katedraly Notre-Dame &i prazského
chrdmu sv. Vita (pidorysné proporce), ale i ve stavbach francouzského architekta
Le Corbusiera (aplikaci zndma studie ,,Modulor“) nebo u budovy OSN v New Yorku.
Vyvrcholeni t&chto tendenci je moZno vysledovat v renesanci (malifské kompozice
Leonarda da Vinci, Raffaela, A. Diirera aj.) a &isteéné i v obdobi klasicismu (napf.
u N. Poussina). Silné diskutabilnim se miiZe jevit &asté dohleddvani zlatého poméru
v kompozicich nékterych dél Jana Vermeera, Rembrandta van Rijna a mnoha dalsich
baroknich mistri. P¥ikladem jeho nepochybné zdmérného uZiti jsou naopak néktera
dila francouzského pointilisty G. Seurata (viz obr. 1, podle [19]) a skupiny modernich
umélcid, sdruZenych ne ndhodné pod ndzvem ,Section d’Or“. U nas se védomym
uplatnénim zlaté proporce v obrazové kompozici nejdislednéji zabyval B. Kubista.

Kromé vytvarnictvi a architektury je moZné s trochou $tésti podobné projevy najit
i ve stavebnich relacich hudby (tzv. tektonika), a to zejména klasicistni (sonatova forma
u W. A. Mozarta a J. Haydna), ale i novodobé (napf. v prvni vété ,, Hudby pro smyéce,
Celestu a bici“ Bély Bartdka). Totéz lze Fici o pomérech vinovych délek tonii obsaZenych
v libozvuénych akordech (napf. kvartsextakord), pfiéemZ H. von Helmholtz objevil (viz
[9], [17] a zejména [10]) dokonce analogii u vlnovych délek svétla nalezejicich barvam
(kvartsextakordu g—c-e—g potom odpovidaji duhové barvy &ervend, zluté, indigova
modf a ultrafialovi).

Doc. RNDr. JAN ANDRES, CSc. (1954), Mgr. Jikf FISER (1968), katedra matematické
analyzy PiF UP, Tomkova 40, 77900 Olomouc-Hejéin.
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Obr. 1.

Z hlediska matematického sehral velmi vyznamnou roli spisek s ndzvem ,,De divina
proportione“ [15] (viz rovnéz [14]), vydany r. 1509 v Bendtkach. Jeho autor Fra Luca
Pacioli jej vénoval svému dobrodinci Lodovicu il Morovi, pfi¢emZ 59 ilustracemi jej
opatfil (oplatkou za jistou protisluzbu) sdm Leonardo da Vinci. P¥i definici zlatého
fezu Fra Pacioli vychéazel z tzv. 15. knihy Euklidovych ,Zikladd“, kterd vSak ve
skutednosti pochazi od Hypsikla. Zlaty fez vznikne rozdélenim Gsefky na dvé ¢asti
(viz obr. 2), pfiéemZ pomér velikosti vétsi édsti AC k mensi CB se rovnd poméru
velikosti celé usecky AB k vétsi édsti AC, tj.

|AC| : |CB| = |AB|: |AC|  |=(lAC|+|CB]): IACI] .

2108

Obr. 2.
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Fra Pacioli objevil celkem 13 projevi této bozské proporce, jak ji sdm nazyva. Hledal
je zejména v geometrii péti dokonalych (platénskych) téles. Jako piiklad uvedme
kapitolu o dvanicté vlastnosti, projevujici se v pravidelném dvacetisténu nasledovné
(viz obr. 3):
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Obr. 3.

Spojime-li pary koncovych bodid dvou protilehlych hran dvacetisténu, dostaneme
obdélnik, jehoZ delsi strana je k mensi prdvé v poméru zlatého fezu. Tento a podobné
objekty zhotovil Fra Pacioli ze skla jako dar do riznych Slechtickych sbirek. V této
souvislosti je vhodné se zminit, Ze stejny tvar dvacetisténu vykazuji i krystaly béru
a viry détské obrny.

Podobny model si miZeme sami snadno vyrobit z prouzku papiru, a to tak, Ze na
ném uvaZeme uzel a zase ho opatrné rozvazeme. Vznikne pravidelny pé&tithelnik, jehoz
dhlopFicky se opét déli v poméru zlatého Fezu (viz obr. 4).

NP

Obr. 4.

Za zminku rovnéz stoji skuteénost, ze délka strany pravidelného desetitihelnika je ve
zlatém poméru k poloméru kruZnice desetitihelniku opsané.
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2. Kvantitativni ocenéni estetické kvality

Vznik4 piirozené otazka, pro¢ prdvé tento pomér (a ne jinyg) nejvice lahodi oku
a snad i dalsim smyslim? Dfive neZli se pokusime na ni alespon éasteéné odpovédét,
méli bychom se nejprve zminit o pokusech Gustava Theodora Fechnera (1801-1887),
zakladatele tzv. psychofyziky a experimentdlni estetiky (viz [9]). Fechner byl timto
problémem velmi zaujat. Cilem jeho pokusi bylo zjiSténi zékladnich estetickych po-
mérd, kdy by se nijak neprojevovaly néjaké utilitarni zajmy. Nap¥. pokusnym osobam
bylo piedloZeno deset pravoihelnikii od étverce aZ po protdhly obdélnik, které byly ze
stejného materislu, jejichZ plocha byla stejni. Ukolem bylo vybrat ten ,nejkrasn&jsic.
Statistické vyhodnoceni skuteéné vyznélo ve prospéch obdélnika se stranami ve zlatém
poméru, priemz obé& zminéné krajnosti byly odmitnuty. P¥i jiném pokusu dostaly
pokusné osoby Etyfi svislé tiseCky riizné délky, pfi¢emz nad nimi mély udélat ve vhodné
vzdalenosti te¢ku. Rovnéz zde a pfi dalsich podobnych pokusech se potvrdila testovana
hypotéza.

Jelikoz Fechnerovy testy pouze potvrdily empirickou zkuSenost (a nic vic), zminime
se jesté o nékterych dalfich snahich v tomto sméru. Vychizeje z Hemsterhuisovy
(18. stol.) definice umeélecké hodnoty pozadujici ,vyjadfeni co nejvétsiho poétu mys3-
lenek v co nejkrat$im ¢ase“, podal Ameri¢an George D. Birkhoff (1884-1944) kvanti-
tativni ocenéni estetické kvality M vzorcem
0
-C-v ’
kde ¢itatel O zna€i miru ,faddu“ a jmenovatel C' miru ,slozitosti“ nebo wsili o po-
chopeni. Jeho fundamentéalni kniha [2] byla napsédna v duchu blizkém introspekterni
psychologii, v némz G. Boole zkoumal zikony logiky.

Je znamo, Ze G. D. Birkhoff rovnéz vytvofil dle zminéné formule vazy, melodie
a bésné; nicméné také varoval, Ze ,iplné kvantitativni pouZiti zdkladni formule je
moZné, jen jsou-li prvky ¥adu vesmés formalni“. V této souvislosti je nutné upozornit
na skute€nost, Ze a¢ veden formulemi, povaZoval tuto tvorbu, dle slov svého syna
Garetta B., jen za ukazku dovednosti (tour de force), ,nikdy ani minutu nepomyslel
na to, Ze by uméni mohlo z takovyjch pokusi tézit (!)“.

Matematictéji lze mySlenku pouZitou ve vzorci M = O/C vyjadfit jako kvantifikaci
shody miry estetického zdZitku s relativni zménou entropie, vyvolané u divdka pri
vnimdni uméleckého dila. '

Také dalsi zakladatelé numerické (informa®ni) estetiky vychazeli p¥i kvantifikaci
estetického z podobnych pozic (viz [4]). Abraham A. Moles vymezuje r. 1958 termin
Lesteticky obsah“ na zdklad& pojeti uméleckého dila jako permutaéniho systému, a to
opét v souvislosti se zmin&nou relativni zménou entropie. Jsou definovany i dalsi
odpovidajici pojmy, jako ,ndpadnost” (Fred Attneave), ,stupesi komunikativnosti dila“
(Herbert W. Franke), aj. RovnéZz vznik informatiky umoZnil prohloubeni poznatki
védecké estetiky (Frieder Nake).

Z4dna z uvedenych koncepci by vSak zfejmé& nedala uspokojivou odpovéd na nasi
fundamentalni otdzku maximalni ptisobnosti zlaté proporce, nebot vSechny tyto teorie
sleduji pfevazné vnitini obsah.

M=
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3. Trocha aritmetiky

Pro lep3i kvantitativni chdpani smyslu zlatého poméru za tGéelem hleddni moZné
odpovédi na otdzku ,pro¢ (?)“ — mé-li tato viibec néjaky smysl — je jeSté potieba
vyslovit dvé dalsi (ekvivalentni) definice (viz [16], [19]).

Prvni vychdzi z tzv. Fibonacciho posloupnosti (Leonardo Pisano alias Fibonacci Zil
v letech 1170-1250): '

{0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...},
generované rekurzivnim pfedpisem
An+l = An + An-—l; AO = O’ Al = 1)

charakterizujici populaéni dynamiku hlodavci, pfi¢emZ lze pomérné snadno odvodit,
Ze (viz [19])

An+1=<%+\1/—§)(}+2—\/g> +(%——‘1/—-§)(1—2—\/5) pron=1,2,....

Nékteré z tzv. Fibonacciho poméri

12358 g, Aot
171’273’5"" b J' An’

se vyskytuji i v pfirod&, nap¥. obloZime-li vhodné okolo nékterych rostlin spirdlu, pak
je moZné se Easto piesvéddlit, Ze na tiech zavitech leZi 5 listd (tj. pomér —g—).
" Roste-li n nade viechny meze (n — o0), pak je zndmo, %e zminény pomér Ap4+1/A,
konverguje k éislu

1++5

2

co? nent nic jiného, ne? pfevracens hodnota, zlatého ¢isla (v/5 —1)/2.
Pro druhou definici vyuZijeme skutednost, Ze kazdé redlné &islo x 1ze zapsat pomoci
tzv. Fetézového zlomku jako

= 1,61803398874...

T = =[a1,a2,a3,...],
a; +
a +

a3+...

pfi¢emz pro zlatou proporci z plati, Ze

VE-1

z = 2

=[1,1,1,...].
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Poznamenejme zde, Ze rovnéz (viz [1])

‘/‘F’;l =\/1+\/1+\/1+\/1—+-7,

avSak k tomuto vztahu se jiz nebudeme vracet.
V souvislosti s reprezentaci pomoci Fetézového zlomku mtizeme analogicky definovat

s:=v2-1=[2,2,2,...]

jako tzv. stFibrné ¢islo, p¥i¢emz odpovidajici posloupnost pomért zde vypad4, takto:

125 1229 70 160 408 985 2378
27571272970’ 169’ 408° 985’ 2378 5471’

a také

_V13-3

b: 5

=[3,3,3,...]

jako tzv. bronzové éislo, kde odpovidajici posloupnost pomérii vypada nésledovné:

13 10 338 100 360 1198
3710’ 337109’ 360 ° 1198 3927’ ’

a tak dale.

Dodejme jesté, Ze vSechna tfi Cisla z, s, b jsou iracionélni, tj. maji nekoneény
desetinny rozvoj a lze je obtiZn& aproximovat &isly raciondlnimi, tj. zlomky. Cislo z je
dokonce ze vech iraciondlnich é&isel viibec nejhiif aproximovatelné v uvedeném smyslu.

Navic se Ize snadno pifesvéd¢it o platnosti rovnosti

_V/5-1 1
T2 1+iWs-1)]
1
s =v2-1= ,
+(V2-1)
p._ YI3-3 _ 1
2 3+1(v13-3)’
tj. obecné .
Zk=k+%k’
kde
— 2
sy = _ETVE 44 “2k+4, k=1,2,3,...,
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Obr. 5.
pricemz
z =3 =0,61803... , s =9 =0,41421... | b=x3=0,3028... .

Odtud rovnéZz vidime, jak je moZné nové zkoumané poméry vizualizovat, nebot
zajisté plati
m v
}(k = — = —————
v kv+m’

kde m a v zna¢i mensi a vétsi dil rozdélené Gsecky (viz obr. 5).

St¥ibrné proporce determinované &islem 1+ /2 byly nedévno objeveny ve struktuie
tzv. kvazikrystald, vykazujicich tradiéné krystalograficky nepfipustnou osmicetnou
symetrii (viz [19], str. 323]).

PrestoZe si nejsme védomi jakéhokoliv zamérného pouZiti téchto novych proporci
¢lovékem?) (i ,modulorové* vztahy Le Corbusierovy & tzv. tradi¢ni francouzské for-
méty krajina, figura, atd. jsou zaloZeny na né&fem jiném; viz [5], [12]) — lahodi oku.
Pritom estetickd kvalita studovaného poméru je ziejmé jednak neprimo imérnd mire
sinformaéniho obsahu“ odpovidajiciho Tetézového zlomku, jednak ,vlivu“ jednotlivijch
ve zlomku zastoupenych cifer na celkovou hodnotu zlomku. Lze se totiZ snadno pie-
svéd¢it, Ze zatimco mira informaéniho obsahu u vSech tfi pomérd z, s, b je minimalni,
jevi se zlaty fez krasnéjsi nez st¥ibrny a ten je zase p&knéjsi neZz bronzovy, atd.

Mimochodem, krdsa nekonecéné élenitjch geometrickych itvari, fraktdld, se rovnéz
vysvétluje (M. Barnsley) nizkym informacnim obsahem, vyplyvajicim z toho, Ze pro-
gram pro jejich generovani je konelny, pfestoZe obraz vytvofeny timto programem
je nekoneény (viz [16]). Nékdy se hovofi v této souvislosti o tzv. art-ware. Michael
Barnsley vystizné pfirovnava tento efekt k jevu, kdy ,vidime jasné a presné oblouk
horizontu, ackoli se na moti vali viny“.

1) Podobné se mohou jevit nap¥. estetické poméry v holandské geometrické abstrakci
(skupina De Stijl) — ani zde si v8ak nejsme v&domi jejich cilevédomého uziti. Pfi této prile-
Zitosti vS8ak poznamenejme, Ze tito neoplasticisté uzivali dokonce , kvadratickych“ proporci,
napf. G. Vantongerloo v obraze ,Kompozice y = 2z?/5 s &ervenou®.
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Dodejme, Ze asociativné se vybavuje i jakési volna analogie s hudebni teorii har-
monie, vyloZenou roku 1738 (na psychologickém podkladé) §vycarskym matematikem
Leonhardem Eulerem (1707-1783), a sice ,,éim mensich éisel je zapotiebi k vyjddreni

dvou kmitoéti, tim je piijemnéjsi poslouchat takové zvuky“. Euler dokonce méfFil uréité
velikosti disonance v celych akordech.

Jinymi slovy, mohlo by se jednat o jeden z projevi prirody minimalizovat. Pii vyslo-
veni této nasi hypotézy se opirdme zejména o nasledujici nazor (viz [12]) francouzského
malif'e a vyznamného teoretika Paula Sérusiera (soucasnik a pfitel Gauginiiv, pisobici
v Pafizi na Académie Ranson, na jehoZ néazory vSak méla rozhodujici vliv teorie
benediktynského mnicha P. Didiera): ,Dobrymi proporcemi nazgvdm ty, na nichZ
je konstruovdn vnéjsi svét, a tedy i nade télo. Jsou to ony, které se zaklddaji na
nejjednodussich cislech, jejich odvozenindch, cétvercich a c¢tvercich kofeni.“ Dalsimi,
mnohem znamé&jsimi tendencemi pfirody k minimalizaci, jsou napf. néasledujici feno-
mény: mydlova bublina (minimélni obsah plochy), kapka vody (minimalni objem),
coz oboji souvisi s obecnéj§im principem minimalizace energie, a v makroméritku —
diskutabilni findlni tepelnd smrt vesmiru (maximéalni entropie). Nelze opomenout ani
Fermatiiv ¢i zna¢né obecny Le Chatelieriv princip.

4. Estetické proporce jako tzv. Pisotova é&isla

Velmi vyznamnym projevem hodnot 1 (v/5+1), v2+1, (/13 + 3) atd. z hlediska
matematického je rovnéz uréitd vlastnost, spole¢nd tzv. Pisotovym &islim (viz [3]).

2w

Povysenim (mocninou) na vysoky 7dd se takovd cisla velmi bliZi celym. Napi.

(\/52-'1- 1

99
) = 489526700523968661124,0080. ..0...,
X

\/5— +1 100 )
( 3 ) = 792070839848372253126,999...9...,
20x
99 _
(V2+1)% = 78486117902932683818009467010929219214,0027. ..0...,
X
100 _
(V2+1)1° = 189482250299273866835746159841800035873,9938. ..9...,
x
99
(\/1—32-*- 3) = 233898896257846791667435922726925610269959\
4020035236,000...0...,
51x
100
(\/1_32+ 3) = 772515576252819593494767568394736811870992\

492242998, 9931. ..9....
X
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Zajimava se jevi zavislost poctu p devitek pro sudd m, resp. po¢tu nul pro lichd m
za desetinnou teckou v obecném vyrazu

[\/kz Td+k

2

Obr. 6.

"

na parametrech k, m, kterd je zachycena v obr. 6 a nasledujici tabulce.
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Na obr. 7 je na nékolika faddcich barevné znizornéna celé &ast &isla

100
[\/1024 iy 1012]
2

a to tak, Ze vSechny nuly jsou obarveny na ¢erno, trojice nenulovych cifer jsou 3edé
(del3i opakovani se nevyskytuje), zbytek je bily. Tato vizualizace je fenomenologickym
pfikladem &etnosti a rozloZeni cifer ve vysokych mocninach &isel charakterizujicich
estetické proporce.

5. Zavéreéné poznamky

Vzhledem k védomé omezenému rozsahu nasich pozndmek jsme se nemohli detailnéji
zabyvat nékterymi dal§imi vyznamnymi disledky zlaté proporce. Napt. v teorii chaosu

Gislo zlatého poméru charakterizuje pri urcitch scéndiich néco jako posledni bariéru
pFi piechodu uspoiddané struktury v neuspofddanou (viz [16]).

V numerické matematice existuje metoda zlatého fezu. Tento pomér se projevuje
kvazikrystald. Zamérné stranou zustalo i schéma mikrokosmickych analogii Roberta
Fludda (za¢. 17. stol.), ndzory némeckého spisovatele A. Zeisinga (pol. 19. stol.),
pokousejiciho se naivné dokazat, Ze zlaty fez je klitem k veSkeré morfologii prirody
i uméni, stejné jako nauka o harmonii svéta hudebniho teoretika Hanse Kaysera (pol.
20. stol.). Zde v8ude hraje zlaty pomér opét hlavni roli.
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Koneéné stalo by nesporné za to poloZit si otdzku, jak libé ¢ nelibé plsobeni
zkoumanych pomé&rti vysvétlit z hlediska neurofyziologického. Jak totiZ bylo neddvno
poznamenéno Olegem Kopanevem, déli geometricky primér frekvenci mozkového (-
rytmu odpovidajici frekvenéni interval pravé v poméru zlatého Fezu. Nabizi se tak
moZnost chidpat maximalni esteticky zaZitek jako rezonanci mozkového S-rytmu pii
podnétech determinovanych idealn{ proporci.

MIv

...a latinsky kriz?
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