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Vim, je to celkem nevinné, ale délat by se to nemélo. Tak totiZ vznikl stfedovék.
Nebof — jak fikal narodni umélec Jan Werich [2] — ,,Stfedovék si vymysleli lidé
Zijici v novovéku, aby si odreagovali sviij Minderwertigkeitskomplex, aby, jaksi, se
jim dostalo poct a uzndni, které tfeba by se jim dostalo aZ po smrti, a oni nechtéji
Cekat, nuz, tudiz, teda zesmésriuji zpiisob mysleni a prdce svych prapraotci a pradédii
a nazyvaji ho stfedovékem a zapominaji, e touto metodou konsekventné jejich pra-
pradéti a pravnuci se budou divat zpdtky z jejich novovéku na jejich stfedovék a budou
Fikat: ,No, no, no, no, nég...\.“
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1. Uvod

Boltzmannovu formulaci tzv. ergodické hypotézy z r. 1871 lze povaZovat za jeden
z pocatku teorie dynamickych systéma (DS). Boltzmann chtgl teoreticky odtvodnit,
pro¢ pfi provedeni série ndhodné rozloZenych meéfeni na uritém uzavieném hamilto-
novském systému o mnoha stupnich volnosti (typickym modelem zde byl klasicky plyn)
vysledky vykazuji stejné statistické vlastnosti, jako kdyby méfeni byla provadéna sou-
¢asné na souboru identickych nezavislych systému rozlozenych rovnomérné po tenké
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slupce mezi dv&€ma plochami konstantni energie ve fizovém prostoru (takovy soubor
byl pozdgji nazvan mikrokanonickym). Vyzna&nost rovnomérného rozloZeni systémi
souboru je dana Liouvilleovou vétou, podle niZ pravé takové rozloZeni zistava kon-
stantni v ¢ase, nechame-li viechny systémy vyvijet se podle Hamiltonovych pohybovych
rovnic. Je tedy Lebesgueova mira na této slupce invariantni vii¢i pohybovym transfor-
macim, a cely problém lze abstraktnéji formulovat takto: Mé&me prostor M s algebrou
méfitelnych mnoZin . a mérou P normovanou tak, aby P(M) = 1; m&me grupu
transformaci {T,},ER, T: M - M je 1 — 1 ana, a zachovava miru P, tj. A € ./ pravé
kdyz T,Ae 4, a potom P(A) = P(T,A); kazdé T, je tedy automorfismem prostoru
s mérou M. Je pak pro kazdé x e M a f € L,(M) Easov4 stfedni hodnota f(x) = lim 1/T
{6 f(T,x) dt asymptoticky rovna fizové stfedni hodnoté <{f) = [y fdP? Jestlize za f
zvolime charakteristickou funkci x4, pak bude 2,(x) relativni dobou, kterou systém
vychazejici ze stavu x strdvi v mnoZiné A4, zatimco {yx,) bude relativni velikosti této
mnoziny. Bude-li odpovéd na poloZenou otdzku kladnd, dostaneme pfi méfeni jednoho
systému v ndhodné zvolenych okamzZicich stejnou stfedni hodnotu makroskopické veli-
Ciny f, jako kdybychom ji méFili v tomtéZ Gase na vSech systémech mikrokanonického
souboru.

OdloZme zatim odpovéd na tuto otdzku do kapitoly 3. Ukazuje se, Ze objekt vyse
definovany, totiz (M, 4, P, {T,}), je vdéénym pfedm&tem matematického zkoumani.
Doznal samoziejmé b&hem &asu mnoha zobecnéni. Cas ¢t nemusi byt nutné spojity;
mnohé dikazy se podstatné zjednodusi, omezime-li se na diskrétni ¢as ¢t € N, a pak tedy
T, = T" budou mocniny jediného zobrazeni T. Dale T nemusi byt invertibilni, nebude
tedy automorfismem, nybrZ jen endomorfismem prostoru s mérou, a v tom pfipadé
{T,} neni grupou, ale jen pologrupou. V kazdém pfipadé nazyvame takové objekty
dynamickymi systémy; tento ¢lanek by mél byt pfehledem rtznych aspekti a aplikaci
jejich teorie, je v8ak zfejmé, Ze na prostoru celkové miry 10 tiskovych stran muZe byt
nanejvy§ nastinem pfehledu, a to jeS§té znacné subjektivnim. Ziskd-li étendf zajem
o podrobngjii informace o této discipling, mohu mu (kromé praci citovanych v jednotli-
vych kapitolach dale) doporugit néasledujici p&kné piehledy.

Zikladem metrické teorie DS je teorie prostord s mérou; tu podava napf. Rochlin
[1,2]. Halmosova knizka [3] je velmi hezkym vykladem ergodické a spektralni teorie
DS (byla napséana jeSt& pfed zavedenim entropie DS). Entropicka teorie je snad nejlépe
vyloZena v Rochlinové &ldnku [4], velmi obsaZném a nevyZadujicim specidlnich pfed-
b&Znych znalosti; lze ji v§ak nastudovat napf. i u Billingsleye [5], ktery se vénujei apli-
kacim v teorii &isel a v teorii kédovani, nebo v kniZeSce Smorodinského [6] (ta viak
obsahuje dost tiskovych chyb). Ob& posledni prace se nezabyvaji spektrem; Sinajova
skripta [7] a jeho prace [8] obsahuji spektrdlni i entropickou teorii DS, jsou viak
ponékud ndrocnéjsi. Specidlnim pfipadem DS jsou tzv. klasické DS, totiz hladka
zobrazeni na hladké variet§; kniha Arnolda a Aveze [9]se jimi zabyvd podrobngji.
Je-li klasicky DS velmi siln€ a stejnomérné nestabilni, nazyva se Anosovovym systémem
nebo U-systémem; definice a vlastnosti té€chto systémii jsou napf. v praci Anosova
a Sinaje [10]. Spi¥e topologickym aspektim DS, kvalitativnimu chovani trajektorii,
stabilité, ap., je vénovana kniha Némyckého a Stépanova [11] (obsahuje také kapitolu
vénovanou invariantnim mérdm). Abstraktni topologickou teorii klasickych DS se
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zabyva Smaletiv ¢lanek [12]. Obdobnym otizkdm, aviak se zictelem k aplikaci v ne-
beské mechanice, se vénuje také Moser [13]. Prace, které jsem zde uvedl, jsou do znaéné
miry uzaviené v tom smyslu, Ze vyZaduji pouze obecné matematické znalosti a potfebny
aparat si samy buduji. Ctena¥, ktery se teorii DS vénuje hloubgji, sahne po referativni
préci [14], v niZ jsou obséhle citovany a popsany piivodni price aZ do r.1975. Tam nebo
v nékterém z vySe uvedenych ¢lanki a monografii najde také odkazy na nékteré vyznam-
néj8i prace, které v dal§im textu jen naznaduji, avS§ak z nedostatku mista je neuvadim
v seznamu literatury. (PH korektufe byl seznam literatury doplnén o nedévno vyslou
monografi [17].)

2. Ergodické véty

Pouzijeme jako modelu opét hamiltonovsky systém. V jeho fizovém prostoru definuj-
me mnoZinu M(Ey, E,) = {x: H(x) € (E,, E,)}, kde (H(x) = H(p, q) je hamiltonidn, E,
a E, konstanty). ProtoZe pfi pohybovych transformacich zdstavd bod stile na téZe
energetické nadplose, je M(E, E,) uzavfené vii¢i témto transformacim, a je-li B algebra
borelovskych mnoZin, 1 Lebesgueova mira, je (M(E,, E,), B, AJA(M), {T,}) dynamicky
systém. Hned je patrné, Ze pro takovy systém ergodickd hypotéza neplati: stadi vzit

= (E, + E,)[2, f(x) = 1, je-li H(x)€ (Ey, E),f(x) = 0 jinak, a potom <f) € (0, 1),
zatimco f(x) = f(x) = 0 nebo 1 pro kazdé x. Je to zfejmé disledkem rozloZitelnosti M
v fadu disjunktnich podmnoZin (v naSem pfipadg energetickych nadploch) uzavienych
vadi pohybovym transformacim. Je-li M nerozloZitelny timto zplisobem, tedy z A = M,
A < T, 'A pro kazdé ¢t plyne P(4) = 0 nebo 1 (neexistuji netrividlni invariantni pod-
mnoziny), nazyvame pfislusny dynamicky systém ergodickym nebo téZ metricky
tranzitivnim. Vylouéime-li neergodické systémy, projde v ostatnich skoro kazd4 trajek-
torie kazdou mnoZinou nenulové miry, a k diikazu ergodické hypotézy staci uz jen
dokazat, Ze ji zaplni ,,stejné husté*, tj. Ze v ni stravi ¢as Umérny jeji mife. Elementdrnimi
uvahami Ize problém je§t& o néco zredukovat. Pro jednoduchost se omezme na diskrétni

¢as, a f necht je omezend funkce. JestliZe posloupnost fy(x) = 1/N Z f(T”x) v né&jakém

smyslu konverguje k funkci f(x), pak f bude invariantni, f(Tx) = f(x) nebot f(Tx) —
— fx(x) = (f(T"x) — f(x))JN — 0. Celkem snadno nahlédneme, Ze jedinymi invariant-
nimi funkcemi vii¢i ergodickému DS jsou konstanty s.v.; je tedy f = const., a z inva-
riantnosti miry P plyne {f) = [fdP = [f(Tx)dP = [fydP = [fdP = f. Kli¢ovym
momentem je tedy dikaz konvergence posloupnosti fy, ostatni plyne jiZ z toho Ze mira
P je invariantni. Spokojime-li se s konvergenci ve smyslu L,, neni dikaz pfili§ obtiZny,
a pfislusny vysledek je zndm jako von Neumannova neboli statistickd ergodicka
vé&ta (EV). Diikaz, 7¢ posloupnost konverguje s.v., je mnohem obtiZn&jsi; podal jej
Birkhoff a pfislusnd véta je znama jako Birkhoffova neboli individudini EV.
ProtoZe je fundamentalnim vysledkem, uvedeme jeji Uplné znéni:

Bud T miru zachovdvajici zobrazeni na c-konecném prostoru s mérou (M, 4, ).
Bud f integrabilni funkce na tomto prostoru. Potom existuje integrabilni invariantni
funkce f takovd, Ze fy — f s.v. Je-li f(M) < o, je navic [y fdu = [fdp.
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i kdyz impuls k dokazovani EV vysel puvodné z fyziky, ukazalo se, Ze véta sama je
mnohem duleZitéjsi v riznych oblastech matematiky neZ ve fyzice. HaCek je totiZ v tom,
Ze Boltzmannova hypotéza plyne z EV aZ za pfedpokladu, Ze DS je ergodicky, a dokazat
ergodicitu realistickych fyziklnich systémi je dosud prakticky nevyfeSeny problém.
Mnohem jednodussi je dokdzat ergodicitu nékterych transformaci v teorii ¢isel nebo
v teorii pravdépodobnosti; zde nas tedy aplikace EV pfivede jednoduchym zptsobem
k vyznamnym vysledkim. UkdZeme si to na tfech pfikladech.

1. Boreliw zdkon normdlnich ¢isel pravi, Ze skoro vSechna ¢&isla x € (O, 1) maji asympto-
tickou relativni frekvenci jedniCek i nul ve svém dvojkovém rozvoji x = 0, x,x, .

rovnu 1/2. Definujme transformaci Tx = 2x mod 1, tedy 0, x,x,... 1= 0, X,X; ... (Ber-
noulliho endomorfismus); snadno zjistime, ze T zachovava Lebesgueovu miru (A(T~'4)
= }(A) pro kazdy interval typu (k/2", (k + 1)/2")). Lze také pomérn& jednoduse ukézat,
e T je ergodické (vici A). Boreliv zdkon pak plyne z EV, pouZijeme-li funkce f(x) =

= X1, tj. £ = X2, 1) 1€bot f(T*x) = x,44, f(x) = lim (1/n) Y i, je pravé asymptotickd
k=1

relativni frekvence jednigek v rozvoji &isla x, a {f) = [§ x(1/2, 1) dx = %. TotéZ Ize oviem
provést i v jiné neZ ve dvojkové soustavé (viz konec pFisti kapitoly).

2. Silny zdkon velkych cisel. Zobecnime predchazejici pfipad a ddme mu souasné
jinou interpretaci. M&me experiment, jehoZ vysledek i necht nadejde s pravdépodob-
nosti p(i). Za prostor M nyni vezm&me mnoZinu viech posloupnosti moZnych vysledki
x = (iy, i ...) (. X, = if, k = 1,2,...), a za miru na tomto prostoru vezmé&me souci-
novou miru, P(x,, = i, ..., X, = i) = p(i,) ... P(ii,). Opét definujme Bernoulliho
posuv vztahem (Tx), = X;4;. Stejné jako v prvnim pfipadé T tuto miru zachovava
a je vaci ni ergodické (a je-li p(0) = p(1) = 1/2, mame piechozi pfiklad a P ptejde v A).
S funkei f(x) = x, opét dokdZeme, Ze stfedni hodnota vysledki experimentu f(x) = lim

(1/n) Y. x, = const = Y'i p(i) pro s.v. posloupnosti experimenti (tedy s pravdépodob-
k=1 i
nosti 1).

3. Retézové zlomky. Cislo x € (0, 1) miZeme psit pravé jednim zplisobem ve tvaru

X = 1 1 1 1 I
a, +x; a+ a;tx; a;+ a+ az;tXx;
atd., kde a,, a,, ... jsou celd ¢isla a x, €(0, 1). Ziejm& x4y = Tx; = 1/xmod 1 =

= {1/x}, ay+1 = [1/x,]. Transformace T zachovavé na [0, 1) Gaussovu miru P(dx) =
= (In2)~'dx/(1 + x) a je viii ni ergodickd. Vezmeme-li za f charakteristickou funkci
mnoziny {x:a;(x) = k} = (1/(k + 1), 1/k), plyne z EV, Zc asymptotickd relativni
frekvence Cisla k v posloupnosti a,(x), a,(x), ... je

L dx 1 (k1)
In2Jy4+nl+x In2 k(k+2)

pro s.v. x (s.v. viiéi Gaussové, a tedy i Lebesgueové mife).
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3. Invariantni miry

V reédlnych fyzikalnich problémech, s vyjimkou dulezZitého, ale specidlniho pfipadu
hamiltonovskych systémul, mame obvykle zadan jen fizovy prostor M a transformace
{T}; nasim prvnim tkolem pak je urgit, jaké vSechny invariantni miry takovy prostor
pfipousti, a vybrat z nich pfipadné n&jaké vhodné. Invariantnich m&r (IM) bude v&tsi-
nou vice, tak napf. pro hamiltonovské systémy to jsou viechny miry Py s ,,hustotou*
umérnou §(H(x) — E) a vechny jejich kone&né & nekoneéné linedrni kombinace. PFi

N-1
jejich hledani bychom se intuitivné snaZili vyuzit ergodické véty, podle niZz (1/N) Y,
=0

f(T*x) konverguje ,,pro s.v. x* k invariantni funkci f(x); pro ta x, pro né to plati, je
IL.f= f(x) linearni nezaporny funkcional, a tedy podle Rieszovy-Markovovy véty defi-
nuje miru, kterd je invariantni diky invarianci f. Tak jednoduché to sice nebude, nebot
dikaz EV sam netrividlnim zplsobem vyuZiva existence IM, aviak mySlenka hledat
IM jako slabou limitu mér rovnomérné rozloZenych po tseku trajektorie néjakého bodu
kdyz délka tohoto useku jde k nekoneénu, k cili skute¢né vede. JestliZe jsme aZz dosud
mluvili o M jen jako o prostoru s mérou, naznacuje termin ,,slaba limita‘, Ze bude
tieba ddt M také topologii. (Obecn&jim problémem hledéni IM bez ohledu na topologii
se zabyva Halmos; samoziejmé dochazi jen k dosti obecnym vysledkiim.) Tato topologie
nemuzZe byt ale na DS uplné nezavisld. Algebra méfitelnych mnoZin .# musi byt gene-
rovdna otevienymi mnoZinami této topologie, mira P musi byt reguldrni a T, musi byt
spojité zobrazeni pro kazdé t. Nebudeme-li se snaZit o nejvétsi obecnost a spokojime-li
se s realistickym pfipadem metrickych prostort, postaéi nam Bogoljubovova a Krylo-
vova teorie IM (spiSe neZ v origindle dostupna v knize Némyckého a Stépanova [1 1]);
podle jejich véty je postacujici podminkou k existenci aspoil jedné kone¢né IM kom-
paktnost metrického prostoru M. Pro ilustraci vyznamu tohoto kritéria a vztahu mezi
DS a topologii na ném uvedme jednoduchy pfiklad. Za DS vezméme posun doprava
na redlné ose R = (— o0, +0): T,x = x + . V obvyklé topologii R neni kompaktni
a kone&na IM pro { T} neexistuje. PFidame-li k R bod oo a k topologii jeho okoli (jedno-
bodova kompaktifikace), bude jedinym spojitym roziifenim T, oo = oo, a existuje ko-
ne¢na IM &, (9, je mira soustfedénd v bodg x: [fdé, = f(x)).

Bogoljubovova a Krylovova teorie obsahuje tyto hlavni body: MnoZina normova-

nych nezdpornych mér na kompaktnim metrickém prostoru je sama slabé kompaktni,
N-1

proto pro kazdé x existuje hromadny bod posloupnosti mér PY = (1/N) Y. 6, a tento
k=0

hromadny bod je sdm invariantni normovanou mérou. Mame-li tim zarucenu existenci
aspoii jedné IM, miZeme mluvit o mnoZinich absolutn& nulové miry (P(4) = 0 pro
kaZdou invariantni miru P) a o mnoZindch ,,skoro viech* bodi (P(4) = 1 pro kaZzdou
normovanou invariantni miru P). Pak lze ukdzat, Ze posloupnost P} ma dokonce
slabou limitu P, pro s.v. x, a Ze pro s.v. x je tato limita ergodickou mérou; naopak,
kazda ergodicka IM je rovna P, pro nékteré x. Je-li S libovolné okoli bodu x, pak pro
s.v. X je P,(S) > 0. Body, pro které plati tvrzeni poslednich dvou vét, nazveme regularni-
mi (jejich mnoZina Uy md v kaZdé IM miru 1); hledanou strukturu IM na prostoru M
pak urcuji tato tvrzeni:
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1. Uzévér Ug mnoZiny reguldrnich bodii je minimdlnim atraktorem DS (tj. nejmensi
uzaviend mnoZina A takovd, Ze £4(x) = 1 pro kazdé x a kazdé okoli 4 mnoZiny A).

2. Vztah x ~ y kdyZz P, = P, je ekvivalenci na Uy, takZe Uy lze rozloZit na disjunktni
ergodické komponenty. Ty jsou invariantni vi¢i T, a na kaZdé z nich spodivd pravé
jedna ergodickd normovand IM. Dvé takové miry jsou tedy bud stejné, nebo vzajemné
singuldrni. Cely prostor lze rozloZit na mnoZinu M — Uy miry O (to je mnoZina bodd,
v jejichZ blizkosti setrva kaZda trajektorie nejvyse kone&nou dobu) a na jednotlivé ergo-
dické komponenty. V pFipadé hamiltonovskych systémit je M = Uy a ergodickymi
komponentami jsou pravé energetické nadplochy (za pfedpokladu, Ze jsou samy jiz
dale nerozloZitelné). Obecnd IM je linedrni kombinaci ergodickych IM nebo slabou
limitou téchto kombinaci; IM je ergodickd pravé tehdy, nelze-li ji vyjadfit jako netri-
vidlni linedrni kombinaci jinych IM. V pfipadé Bernoulliho posunu (kap. 2, pfiklad 2)
ke kazdé dvojici po, p; €(0, 1), po + p; = 1, existuje pravé jedna ergodicka IM; pi-
slu¥nd ergodickd komponenta sestava ze viech &isel x € (0, 1) takovych, Ze v jejich dvoj-
kovém rozvoji je relativni asymptotickd frekvence nul p, a jedniéek p;. Je-li py = p; =
= 1/2, je tato mira Lebesgueova 4, jinak dostdvame rizné ,,cantorovské* miry singu-
larni vici A i vzdjemné vici sobé. Klasické Cantorovo diskontinuum je aZ na mnoZinu
absolutni miry O sjednocenim vSech ergodickych komponent pro Bernoulliho posun
Tx =3xmod1s p, =0, p, a p, libovolnym (relativni asymptotické frekvence &islic
0, 1, 2 v trojkovém rozvoji).

4. SméSovani

N-1
Podle EV je DS ergodicky, pravé kdyZ lim (1/N) ) P(T~*A n B) = P(4) P(B) pro
k=0

kazdé meéfitelné A, B. Z matematického hlediska lze formulovat siln&j$i vlastnosti,
zaménime-li hotej§i Cesarovu limitu siln€jsi limitou posloupnosti P(T""A N B); z fyzi-
kdlniho hlediska pak existuje nékolik zdvaZnych duvodii branicich uznat ergodicitu
za vlastnost postacujici k vysvétleni pozorovaného chovani termodynamickych systémi.
Predevsim lze odhadnout, Ze doba, za kterou trajektorie DS prob&hne s pozadovanou
hustotou celou energetickou nadplochu, je astronomicky velikd, v kaZdém p¥ipadé
nesrovnatelnd se skuteéné pozorovnymi relaxa¢nimi ¢asy. Kromé toho samotna ergo-
dicita nevylucuje je$té takové chovani DS, pfi némzZ ze znalosti uréitych makroskopic-
kych veli¢in v jednom €ase muzeme predpovidat jejich hodnoty pro libovolné velké
Casy zaporné nebo kladné; to je v rozporu se zkuSenosti, podle niZ nejsme s to zp&tn&
urdit, z jakého makrostavu se systém dostal (za relaxa&ni &as) do rovnovéazného stavu,
af ur¢ime makroskopické veliiny v rovnovazném stavu sebepfesnéji.
Kromé ergodicity DS definujme tedy nejprve

N-1
slabé sméSovdni: lim 1[N Y |P(T™*4 n B) — P(4) P(B)| = 0,
Now k=0

(silné) sméSovdni: lim P(T™*A n B) = P(4) P(B),
k— o
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vZdy pro kazdé dvé méfitelné mnoziny A4, B. Existuje je§t€ mnoho dalSich typl sméSo-
véni, které maji vyznam jen ve specidlnich pfipadech (slabé sm&Sovani, mezism&Sovani
(intermixing), 4ste¢né sm&Sovani, r-ndsobné sméSovani, ap). Existuje viak jeden velmi
daleZity pojem, K-sméSovdni (téZ Kolmogorovovo), které je ze viech dosud uvedenych
nejsilngjsi; dfive nez jej budeme definovat, zavedeme nékolik pojmi, jeZ jsou samy
0 sob& velmi vyznamné v teorii DS. Bud ¢ = (4, 4,, ..., Ay) kone¢ny rozklad M na
kone&ny polet méfitelnych mnoZin, dale T™'¢ = (T4, ..., T~ '4y). Je-lin = (B,,..
..., By) dalsi méfitelny rozklad, je jejich soutin &n (nebo téZ ¢V n) rozkladem M na
viechny moZné priniky A; n B;. Oznadme nakonec {2 = T "¢V T™"HIEV ...V
V T™™¢ a ¢27 pfislunou limitu. (Je-li Be 2, obsahuje B pravé viechny ty body
xeM, pro néz T"xe A,, T"*'xe A,, ..., T"x € A, kde cela &isla r, s, ..., u, vybrand
z(1,..., N), uréuji pravé o které B jde. Zadame-li B € (7, zaddme tim pravé do kterych
mnoZin A € £ padne T*x pro k od Sasu m vyse.)
Ted tedy muZeme jiz definovat
K-sméSovdni: lim  sup |P(A n B) — P(4) P(B)| =0
n—o Bef_,-"

pro kazdé méfitelné A a méfitelny rozklad &.

Priklady z kapitoly 2 se tykaly vesmés K-sméSujicich systémii; ostatné i kdyZ je pomérné
snadné nalézt ergodické a nesmésujici systémy, nalezeni slabé a nikoliv silné, nebo silné
a nikoliv K-smé&Sujicich systémi je jiZ velice netrividlnim problémem.

SméSovani a K-smé&Sovani lze charakterizovat i pomoci ,,zdkond 0—1%, znidmych
z teorie pravdépodobnosti. K tomu nejprve poznamenejme, Ze ¢ = 5 podle definice
znamend, 7e kazdé A € ¢ je podmnoZinou jistého B e n (tedy ¢ je zjemnénim n); pise-
me-li £27) \ , znamena to, Ze 7 je nejvétsi rozklad, pro néjz plati €27, = 5 pro vSechna
n (takovy rozklad vZdy existuje pro klesajici posloupnost £-7% a oznaluje se téz Tail ¢).
Nakonec pismenem v se znadi trividlni rozklad obsahujici jen mnoziny miry Oal.
Pak lze formulovat

Kolmogorovuv zakon 0—1: DS je K-smésujici, prdvé kdyZ 7 ~\ v.

Suchestontv zdkon 0—1: DS je silné smésujici, pravé kdy? kaZdd rostouci po-
sloupnost prirozenych Cisel obsahuje takovou vybranou posloupnost, n(l), n(2), ..., Ze

T—n(k)é Vv T—n(k+l)é V. Ny
kdyz k — oo.

Interpretujeme-li ¢ jako rozklad fizového prostoru na makrostavy, lze to slovy
vyjadrit takto: Af zndme jakkoliv dlouhy pribéh makrostavu jisté trajektorie K-systému,
mulZeme o chovani této trajektorie pfi t - + oo Fici vZdy jen takové vyroky, které plati,
i pro skoro viechny ostatni trajektorie. (Analogicky pro sm&ujici systémy.) Vidime, Ze
vlastnosti K-systému dosti dobfe odpovidaji vlastnostem realnych termodynamickych
systémi s relaxaénim ¢asem: at zname pritbéh makroskopickych veli€in jakkoliv dlouho,
nelze nikdy pfedpovidat jejich pribéh libovolng dlouho dopfedu (nebo dozadu: nebot
existuje-li T™%, jsou Ti T~' K-systémy soulasng). Skute¢né lze ukazat, Ze definujeme-li
rozumné relaxaéni éas DS, je K-smé&Sovani nutnou a postacujici podminkou pro existenci
takového Casu.
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Existuje snad dosud jediny dikaz ergodicity (a soucasng K-smé&ovani) pro ponékud
realisticky fyzikalni systém: je to Sinajiv dikaz tykajici se ,,biliardu®, tj. bodu pohybu-
jiciho se mezi hladkymi vypuklymi télesy a pruzné se od nich odraZejiciho. V poznamce
pod &arou ve svém E&ldnku [15] uvaddi Sinaj, Ze jsou dok4zany tytéZ vlastnosti i pro
,»plyn z kulednikovych kouli“. Domnénka, Ze termodynamické systémy jsou (viechny
nebo ve své vét¥ing) K-sm&Sujici, vypadd proto dnes dosti vérohodng.

5. Spektrum dynamickych systémii

Na prostor s mérou (M, .#, P) je nasnad& postavit n&aky prostor funkciondlni
a Hilbertdv prostor L,(M, P) md tu vyhodu, Ze v ném Ize provadét hlubokou spektralni
analyzu. Grupa nebo pologrupa miru zachovévajicich transformaci {T,} na M pak
indukuje grupu nebo pologrupu unitdrnich transformaci {U,} na L, vztahem (U ,f) (x) =
= f(T,x) (n&kdy se téz definuje jako f(T_,x)). Naopak kdy lze k danému {U,} nalézt
{T,}? Nutnymi podminkami je zfejmé& to, aby U, pfevad&l omezené funkce v omezené
a aby U(f.g) = U,f.U,g pro omezené f, g € L,; lze ukazat[3],Ze to jsou také pod-
minky postacdujici.

Protoze U, 1 = 1, ma U, viZdy vlastni hodnotu 1; budeme-li mluvit o spektru DS,
myslime tim spektrum unitirniho operitoru U, asto s vyjmutim této trivialni jednicky.
Spektrum tdzce souvisi s ergodickymi vlastnostmi DS, a to ndm umoZiiuje ¢asto prevést
ulohu do dobfe propracované oblasti funkciondlni analyzy. Tak na prvni pohled je
zfejmé tvrzeni, Ze DS je ergodicky pravé tehdy, je-li 1 jeho jednoduchou vlastni hodno-
tou. Je-li ergodicky, pak vSechny jeho vlastni hodnoty jsou jednoduché a tvofi podgrupu
rotaci jednotkové kruZnice v komplexni rovin€ a jeho vlastni funkce maji konstantni
absolutni hodnotu. Zhruba lze Fici, Ze ergodické vlatnosti DS jsou tim siln&jsi (ergodi-
cita, slabé, silné, K-sm&ovani), &im je jeho spektrum ,,hlad3i“. Plati totiZ tyto véty:

DS je slabé sméujici, prdvé kdy? jeho spektrum je spojité (tj. neatomické).

DS je sméSujici, jestlife md lebesgueovské spektrum (tj. abs. spojité viigi 1). PEipo-
mernime zde, Ze unitirni operator ma n-nasobné lebesgueovské spektrum, pravé kdyz
Ize nalézt takovou bazi funkei {f; ;}ies, jen» Z¢ Ufi,j = fij+1> @ n je kardinalita 1.

Je-li DS K-sméSujici, potom md spocetné ndsobné lebesgueovské spektrum. (Ale
jsou zndmy systémy s takovym spektrem, které nejsou K-smé&Sujici.)

Podle spektralni véty jsou operatory U; na L,(M,, P;) a U, na Ly(M,, P,) unitdrn&
ekvivalentni pravé tehdy, maji-li stejny spektrdlni typ. Necht tyto operatory jsou indu-
kovany miru zachovavajicimi transformacemi T; na M, a T, na M,. MiZeme pak
fici, Ze tyto dvé transformace jsou izomorfni, tj., Ze existuje méfitelné zobrazeni R:
M, - M, s m&fitelnou inversi R™ !, které je s.v. prosté a na, takové, Ze P,(4) = P,(RA)
pro méfitelné A = M, a RT; = T,R? Snadno nahlédnemc, Ze unitiarni ekvivalence je
nutnou podminkou izomorfismu, a tedy spektralni typ je invariantem vi&i izomorfismu.
Ma-li DS Cisté diskrétni spektrum, je tento invariant uplny: dva DS se stejnym diskrét-
nim spektrem jsou jiZ izomorfni [3]. Jak je tomu v ostatnich pfipadech, nebylo jasno
aZ do r. 1958, kdy Kolmogorov definoval novy invariant, entropii dynamického systé-
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mu, ktery dokézal rozlifit i DS stejného spektrélniho typu (napf. viechny Bernoulliho
posuvy, které jsou K-systémy, a maji tedy spoCetné Lebesgueovo spektrum) ve tfidy,
mezi nimiZ je izomorfismus vyloufen. Pozdé&ji Ornstein ukdzal, Ze Kolmogorovova
entropie je uplnym invariantem mezi Bernoulliho posuvy; v obecném pfipadé tomu
viak tak neni. Dal3i invariant, Ku¥nirenkova entropie dokéZe rozli§it mezi systémy,
které maji nulovou Kolmogorovovu entropii.

6. Entropie

Ndahoda a pfedurenost od sebe nemaji daleko. Zcela deterministické DS jsou defi-
novany jako miru zachovavajici transformace na prostoru s pravdépodobnostni mérou
(M, 4, P); aviak na tomtéZ prostoru lze definovat i ndhodné promé&nné a stochastické
procesy. Méfitelna funkce f: M — R je z hlediska teorie dynamickych systémi makro-
skopickou veli¢inou na fizovém prostoru M, z hlediska teorie pravdépodobnosti na-
hodnou proménnou na prostoru elementdrnich jevi M. Funkce g(x,t) = f(T;x) je
stacionarnim stochastickym procesem.

Pojem ,,stochasticky proces*“ v sebe zahrnuje na jedné strané zcela trividlni funkce
konstantni a periodické v Case a na strané€ druhé procesy s hodnotami v riiznych Casech
statisticky zcela nezavislymi, napf. hdzeni minci (vezmeme-li za T Bernoulliho posuv
z pfikladu 1, za f funkci x(a},l). Lze néjak kvantifikovat obsah nahody ve stochastickém
procesu, a tim i v DS? V r. 1949, pfi studiu fetdzcl znak (jakoZto stochastického pro-
cesu) definoval Shannon mnoZstvi informace obsaZené v experimentu (v uréeni hodnoty
néhodné proménné), a stfedni mnoZstvi informace na jednotku &asu obsaZené ve sto-
chastickém procesu (jakoZto posloupnosti ndhodnych promé&nnych). V r. 1958 Kolmo-
gorov vySel z jeho teorie informace a zavedl entropii DS, ptivodné jen prostfedek pro
feSeni problému izomorfismu, dnes s aplikaci mnohem Sirsi.

Hodnotu realné funkce nikdy nezmé&fime Upln& piesné, a makroskopickd veli¢ina f
tedy uréuje rozklad £ prostoru M na méfitelné mnoZiny takové, Ze f na nich méa prak-
ticky konstantni hodnotu. Vysledkem experimentu pak bude odpovéd na otdzku, ve
které mnoZin€ A4 € ¢ lezi bod x € M. TaZeme se po stfednim mnoZstvi informace, kterou
provedenim takového experimentu ziskdme; z obecné teorie informace [16] plyne, Ze
u experimentu, jehoZ jednotlivé vysledky maji pravdépodobnost p;, je toto mnoZstvi
informace rovno — Y p;log p;, a definujeme tedy entropii spoCetného rozkladu jako

H() = —A§ P(4) log P(A4).

Vime jiz, ve které mnoZing jiného rozkladu # bod x lezi, bude pro nds méfeni na rozkla-
du & spojeno s novou informaci H(¢3) = — Y. P(A | B) log P(A | B), kde P(A | B) =
Aeg

= P(A n B)/P(B) je podmin&na pravdépodobnost A viiti B, a stfedni nova informace
bude rovna podminéné entropii

H(E|n) = — 82;’ ;gp(B) P(A|B)log P(A| B).
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Necht nyni rozklad n je dan méfenim téZe veliCiny f, avSak v rznych &asech t = 1,
2,..,n, takie n = E2) = TV T2V ...V T "¢ Zndme-li hodnoty f v téchto
&asech, bude stfedni nova informace v mé&feni f v Sase 0 rovna H(& | £2}) a pfi n >
(zndme tedy velkery budouci prib&h f) dostdvdme entropii h(f, T) = H(¢ | EZL)
Chronologie se sice zda trochu nepfirozend, zndme spie minuly pribéh stochastického
procesu nebo makroskopické veli¢iny neZ budouci, aviak v tomto tvaru lze definici
aplikovat i na endomorfismy, které nejsou invertibilni a nemaji tedy minulou historii;
pro automorfismy pak lze ukazat, ze h(¢, T) = h(¢, T™?).

Nakonec entropii DS definujeme jako h(T) = sup h(¢, T) (supremum pres viechny
:

méfitelné rozklady prostoru M). Je jiz vidét, Ze entropie udavé, nakolik se DS chova
,,skute¢n€ ndhodng&*; je nulova pro pravé viechny takové DS, u nichZ pro kazdou volbu
makroskopickych veligin (j. rozkladu &) plati: zndme-li hodnoty t&chto makroskopic-
kych veli¢in po dostate¢né dlouhou dobu, umime je pfedpovédét libovolné daleko
do budoucna (s pravdépodobnosti 1). Takové jsou napf. periodické DS. Existuji DS
s nenulovou entropii; tak napf. snadno zjistime, Z¢ Bernoulliho posuvy (totiZ posuvy
na mnoziné posloupnosti vysledkid nezavislych nihodnych experimenti, z nichz i-ty
vysledek ma pravdépodobnost p;) maji stejnou entropii jako kaZdy tento experiment

sam, h(T) = — Y p;log p;.
i

Pomoci entropie 1ze formulovat dalsi charakteristiku K-systémii. DS je K-sméSujici,
pravé kdyZ pro kazdy rozklad ¢ + v, H(¢) < oo, je h(¢, T) > 0. Podle definice odtud
plyne, Ze pak i h(T) > 0, aviak obracené tvrzeni neplati: existuji dokonce i neergodické
DS s kladnou entropii. Entropie souvisi se spektrem: automorfismy s diskrétnim, singu-
larnim (v@&i 1) nebo s kone&né ndsobnym spektrem maji nulovou entropii. Spodetn&
ndsobné lebesgueovské spektrum je tedy nutnou podminkou pro h(T) > 0, nikoliv v§ak
postadujici.

7. Topologicka teorie dynamickych systémt

Teorie, o niZ jsme dosud mluvili se tykala T jako automorfismili ap. prostoru s mérou;
oznaduje se téZ jako metrickd teorie DS a entropie definovand v pfedchozi kapitole
jako metrickd entropie. V posledni dobé& se, jak se zda, vénuje v&tSi pozornost T jako
homeomorfismim topologického prostoru (snad je to méda anebo je metrickd teorie
opravdu trochu vy&erpand). Otdzce po mnoZstvi informace na jednotku asu v DS lze
pfifadit i jeji topologickou analogii. Pfedstavme si, Ze v kompaktnim metrickém pro-
storu (M, ¢) miZeme mé&fit polohu bodu s uréitou pfesnosti &; potom od sebe odlidime
prakticky jen kone¢ny poget bod, nejvyse A(¢), coZ je mohutnost minimélniho pokryti
M disjunktnimi mnoZinami o priméru nejvy$e &. Méfime-li polohu bodu xe M v n
Gasech i = 1,2,...,n — 1, rozli§ime dvé trajektorie zacinajici v bodech x a x’ pravé
tehdy, jestlize ¢,(x, x') = max o(T'x, T'x’) < . Prakticky tedy od sebe odli§ime nej-

0<i<n

vyde N ,(¢) takovych tsekd trajektorii, pfiCemZ .,(¢) je tatdZ mohutnost jako vyse,
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ale v metrickém prostoru (M, g,), opét samoziejm& kompaktnim. Pro kaZdé ¢ > 0
existuje lim log A4",(¢)/n, a vyrazu

n— o

W(T| M) = lim lim °84+()

=0 n-0 n

fikame topologickd entropie homeomorfismu T na M, g). Obecné definice topologické
entropie je sloZit&jsi, avSak vychdzi ze stejného principu. Bud T homeomorfismus kom-
paktniho topologického prostoru; definujeme pokryti u tohoto prostoru otevienymi
mnoZinami a pak obdobné jako u rozkladi (viz kap. 4) relaci u > v mezi dvéma pokry-
[}
timi, souéin u A v, pokryti T~ 'u, a u®, = V T*u. Bud 4", mohutnost minimalniho
k=-n
podpokryti pokryti u® , (diky kompaktnosti je 4", konetné); potom existuje k(T | M, u)
= lim log A", [n. Nakonec vyrazu h(T| M) = sup h(T | M, u) (supremum pfes viechna

n—w

oteviend pokryti) fikdme topologickd entropie homeomorfismu T na M. Tak jako je
metrickd entropie invariantni vii¢i izomorfismu dvou metrickych DS, je i topologicka
entropie invariantni vidi ,,topologické ekvivalenci‘ dvou topologickych DS (M »Th)
a (M,, Ty), tj. homeomorfismu R: M; — M, takovému, Ze RT; = T,R.

Jiz v praci Adlera, Konheima a McAndrewa, kde byla topologickd entropie defino-
vana, byla vyslovena hypotéza, Ze je supremem metrické entropie branym pfes vSechny
reguldrni invariantni miry. Pro koneéné rozmérné kompakty toto tvrzeni dokdzal Dina-
burg, v obecném pfipadé Goodman. Jako ukédzku si opét vezméme Bernoulliho endo-
morfismus Tx = 2x mod 1 na [0, 1] (ztotoinime-li 0 a 1, je to spojité zobrazeni, i kdyZ
nejde o homeomorfismus). Jak jsme vid&li v kap. 3, kazdé dvojici p, = p,p, = 1 — p,
pe(0, 1) odpovidd pravé jedna invariantni mira p, s entropii h(T; p,) = —p, log
Po — P log p,; maxima log 2 je dosaZeno pfi p = 1/2 a pfi Lebesgueov& mife 1 (v obec-
ném piipadé viak takovd maximdlni mira existovat nemusi). P¥i kazdém ¢ = 27% je
N (e) = 2"*B 3 tedy h(T| M) = log2. Vyznagnost Lebesgueovy miry vii topo-
logii obvyklé metriky na [0, 1] tkvi mj. i v tom, Ze jeji nosi¢ ma maximélni Hausdorffiv
rozmér, dim (supp A) = 1. Obecngji, dim (supp p,) = h(T; p,)[log 2. Nejsou zajimavé
takové souvislosti, jimiZ teorie DS spojuje teorii Cisel a teorii dimenze, statistickou
mechaniku a teorii pravdépodobnosti?
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vyucéovani

PROBLEMY DISKUTOVANE NA ICME 1V

Jaroslav Sedivy, Praha

V zékladni informaci o Mezindrodnim
kongresu o vyu€ovani matematice (ICME
1V, Berkeley 1980), kterd byla otisténa
v Pokrocich (rog. 1981, &. 4, str. 235—6),
jsem se zminil o 150 ,,poloZzkach* progra-
mu, které mély rdz pfedloZenych a disku-
tovanych probléml. Pro naSi uditelskou
vefejnost muZe byt uZiteCné znat proble-
matiku, kterd se na pocatku 80. let pova-
Zuje za aktualni pro dalsi rozvoj didaktiky
matematiky a vyucovani matematice na
-Skoldch zédkladnich, stfednich a vysokych.
Je mozné, Ze pfedloZené naméty zaujmou
nékoho, kdo se chystd zpracovat ¢i zadat
praci diplomovou, rigorézni ¢&i kandi-
datskou.

Rada ze zminénych 150 problémi se
tyka situaci, které se u nds nevyskytuji,

napf. problematika vyuky analfabetii (o-
svojeni zdkladnich aritmetickych doved-
nostf), vyuka matematiky pro tu &ast mla-
deZe, ktera navstévuje $kolu jen &tyfi roky
apod. Mnohé problémy byly zformulovany
paralelné pro rizné obory matematiky,
resp. pro ruzné typy $kol; v téchto pfipa-
dech volim uspornou formulaci [s alter-
nativami v zavorkach tohoto typu].

Problematika niZSich trid
zdkladni $koly (primary education)

Jakou matematiku by mély ovladat viech-
ny déti na konci tohoto stupné $kol (tj.
v 11—12 letech)?

Co je podstatné, co je Zadouci a co je jen
zajimavé probirat s détmi v téchto t¥i-
déach?

Jaky je soudasny stav hnuti ,,zpét k zikla-
dim“ (Back to basics)? Co to vitbec zna-
mena?

Jakych tuspéchti dosdhla uprava vyuky
matematice v uplynulych dvaceti letech?

Kterych chyb se dopustili tviirci novych
osnov?
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