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Ma ryze teoreticka matematika uplatnéni
v technické praxi?

Michal KrizZek, Praha

Hlavnim cilem prednéasky bude ukazat, ze fadu abstraktnich matematickych vy-
sledkt tykajicich se prvocisel, komplexnich ¢isel, funkci, mnohostént atd. lze bezpro-
stfedné uplatnit pfi feSeni mnoha dtlezitych praktickych problémia. Uvedeme 10 jed-
noduchych prikladi, na nichz budeme demonstrovat uzite¢nost teoretického vyzkumu
v rozmanitych matematickych disciplinach. Kazdy ucitel matematiky by totiz mél znat
nékteré dilezité a zajimavé aplikace matematickych vysledki, aby nebyl od zvidavych
zaka zaskoCen otazkami typu: A k ¢emu jsou ndm vibec dobré prvocisla? Kde maji
uplatnéni komplexni ¢isla? Pro¢ se u¢ime funkce?

Uvidime, Ze nékteré matematické véty a metody nasly skutecné uplatnéni aZ mnoho
desitek (popt. stovek) let po svém vzniku.

1. Teorie é&isel

Pfirozend ¢isla hraji dileZitou roli ve fyzice ¢astic ¢i astronomii (interference, re-
zonance, vazané rotace apod.). Vysledky teorie ¢éisel se pouzivaji napf. ke kédovani
televizniho signalu. K dalsim uzitecnym aplikacim teorie ¢isel patii generatory pseu-
dondhodnych dcisel, které jsou mj. soucasti téch pocitacovych her, kde je zapotiebi
néjaké nahodilosti (pro pohyb protivnikd, figurek apod.). Také poselstvi mimozem-
skym civilizacim, vyslané v roce 1974 z nejvétsiho radioteleskopu svéta, bylo zalozeno
na zakladni vété aritmetiky. O praktickém pouziti Cinské véty o zbytcich jsme se jiz
zminili v [14]. V této kapitole struéné popiSeme pouziti prvocisel v kryptografii.

Pri pfenosu tajnych vojenskych zprav, finanénich a obchodnich udaji, rtznych
strategickych dat a dalsich davérnych informaci je nutno dodrzovat maximélni obe-
zietnost. Kdysi se k Sifrovani pouzivalo tajného klice. Jeho nevyhodou bylo, Ze jej
musely znat vSechny komunikujici strany, a tak mohlo snadno dojit k jeho prozrazeni.
Pro zcela bezpec¢né sifrovani zprav pomoci tzv. verejného klice byla vyvinuta metoda
RSA (nazgvana podle pocatecnich pismen pfijmeni autort ¢lanku [23]).

Necht n = pq, kde p a ¢ jsou velkd prvocisla (zhruba o sto cifrach), kterd nejsou
vefejné zndma. Vysilanou zprédvu nejprve prevedeme (zakédujeme) néjakym zptisobem
na prirozené ¢islo x (nap¥. pomoci zndAmého ASCII kédu) a necht je pro jednoduchost

RNDr. MicHAL K&iZEK, DrSc. (1952), Matematicky ustav AV CR, Zitna 25, 11567 Praha,
e-mail: krizek@math.cas.cz

Predneseno na 6. setkani uciteld matematiky vsech typt a stupni skol, Marianské Lazné,
21.-23. ¥ijna 1998, za podpory grantu ME 148 (1998) MSMT CR.

14 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 1



x < n. Sifrovanou zpravu oznaéme symbolem x*. Je to pFirozené ¢islo splitujici nerov-
nost r* < n jednoznaéné definované kongruenci?)

z* = z° modn,
kterou v roce 1976 navrhli W. Diffie a M. Hellman. Sifrovaci exponent e (od angl. slova
encryption) a n jsou vefejné znamé pfirozend ¢isla. Pfi desifrovani se opét definuje
prirozené ¢éislo (z*)" < n tak, aby

(z*)" = (z*)% modn.

Desifrovaci exponent d (od angl. slova decryption) ale vefejné zndm neni. Voli se tak,
aby de = 1 mod ¢(n), kde ¢(n) je hodnota Eulerovy funkce, kterd je definovana jako
pocet téch prirozenych ¢isel neprevysujicich n, jez jsou nesoudélna s n.

Véta. Jsou-li e a p(n) nesoudélnd, pak (z*)" = x, tj. zadifrovand zprdva je po desif-
rovant totoZnd s puvodni zprdvou .

Diikaz (viz napi. [13]) je zalozen na kongruenci %) = 1 mod n, kterou pro nesou-
délnd x a n odvodil L. Euler (1707-1783), aniz tusil, jaké obrovské uplatnéni bude
mit.

Hlavni trik metody RSA spociva v tom, Ze vynasobit dvé velka prvodisla trva na
béZzném osobnim pocitaci jen zlomek sekundy, zatimco zpétné rozlozit tento soucin
na dva prvocinitele by trvalo pomoci nejlepsich zndmych metod a nejmodernéjsich
pocitach mnohem déle, nez je celkové stari vesmiru. Bez znalosti prvocisel p a ¢ nelze
v ,rozumné dob&“ vypocitat ¢(n), a tedy ani desifrovaci exponent d.

Nustra¢ni piiklad na metodu RSA je uveden napf. v [13]. Zde se také lze do¢ist, co
je tzv. digitding podpis, jenz je zaloZzen na rovnosti (z°)* = z. Jeho stupeti spolehlivosti
je mnohem vyssi nez notarsky ovéfeny podpis ¢i otisky prsti. Digitalni podpisy hraji
téz dulezitou roli pri projektovani pocitacovych systémil odolavajicich nezadoucim
vstuptim a manipulacim, ochrané dat pred ,nepovolanymi Ctenafi“, proti falzifikaci
nebo destrukei rozliénych soubort.

Nedlouho po vzniku metody RSA vznikly ve Spojenych statech RSA Laboratories,
kde se studuji nové sméry v kryptografii zalozené na Sifrovani pomoci velkych pr-
vocisel. Na adresdch http://www.ica.cz nebo http://digitalid.verisign.com je
informace, jak se pouZivda metoda RSA napf. v naSich bankich. Vice o modernich
metodéch Sifrovani se lze docist v [6, 28, 29, 31].

2. Teorie grafa
Nejprve pfipomertime, Ze obydejny graf je dvojice (V, E), kde V' je mnozina vrchold

(uzlt), E je mnozina hran a kazdé dva vrcholy spojuje nejvyse jedna hrana. Pro
jednoduchost predpoklddejme, Ze obé mnoziny jsou konecné.

1) Zapis j = k modn znamena, ze k — j je délitelné n beze zbytku.
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Pod pojmem graf se tedy zde nemini graf realné funkce. Mnozstvi praktickych apli-
kaci teorie grafi lze nalézt v [18, 19, 25, 27], nap¥. stanoveni celkového poc¢tu izomert
uhlovodiku CpHag 2, problém optimélni cesty z vrcholu A do B v ohodnoceném grafu,
problém obchodniho cestujiciho atd.

Graf se nazyva rovinng, jestlize existuje takové jeho nakresleni, Ze se zadné dvé
hrany nekrizi. Je-li navic ,souvisly®“ a je-li v, e, n postupné pocet jeho vrcholt, hran
astén?), pak plati znamy Eulertv vztah v + n = e + 2, ktery se pouziva napi. v metodé
koneénych prvka. Pripomenme jesté, ze v roce 1976 K. Appel a W. Haken vyftesili
pomoci pocitace zajimavy problém ctyf barev z teorie rovinnych grafu, tj. dokazali,
7e kazdou mapu lze obarvit nejvyse ¢tyfmi barvami tak, ze zadné dva sousedni staty
nejsou obarveny stejnou barvou.

B
S |
A K

o 5

Obr. 1 Obr. 2

Teorii rovinnych graft lze pouzit pfi navrhu integrovanych obvodd nebo desek
s ploSnymi spoji. Ilustrujme to na jednoduchém piikladé. Na obrazku 1 je schéma
elektrického obvodu pro dvouzarovkovy blika¢. Vznika otézka, zda existuje takové
nakresleni odpovidajiciho grafu z obrazku 2, ze se zadné dva vodice nekfizi. Pro feSeni
pouzijeme nasledujici vétu (viz [16, 19]) pochézejici od C. Kuratowského z roku 1930,
jejiz dtikaz neni viibec trividlni.
Véta. Obycejny graf je rovinny prdvée tehdy, kdyzZ neobsahuje cast izomorfni s déle-
nim?3) grafu Ks nebo K 3.

Pripominame, ze K5 je graf s péti vrcholy, které jsou vSechny vzajemné propojeny
(jako pravidelny pétithelnik se v8emi thlopfickami), graf K33 je nakreslen na ob-
razku 3 a pojem ,izomorfni“ zde pro jednoduchost chapejme intuitivné jako ,ekviva-
lentni (totozny)“. Izomorfni grafy se ¢asto povazuji za dvé kopie téhoz matematického
objektu. Snadno nahlédneme, Ze vynechanim neodislovanych vrcholt a prislusnych
slabé nakreslenych hran z grafu na obrazku 2 dostaneme graf izomorfni s grafem
z obrazku 3. Graf na obrazku 2 tedy neni rovinny.

2y Tato terminologie je do zna¢né miry motivovana teorii mnohosténi. Graf je souvisly,
jestlize pro kazdé dva vrcholy existuje cesta (spojeni) — viz [19].

3) Déleni grafu znamena, zhruba feceno, ze alesponn jednu hranu rozdélime dalsimi vrcholy
(pro presnou definici viz [19]).
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Obr. 3

Pro komplikovanéjsi elektrické obvody existuji algoritmy, které rozhodnou, zda je
prislusny graf rovinny, a které minimalizuji pocet pfekfizeni, pokud graf rovinny neni.
Tyto algoritmy téz navrhuji odpovidajici nakresleni plosnych spoji. Jestlize je pocet
prektizeni vodi¢t prilis velky, pouzivaji se dvojstranné plosné spoje. Jindy se vystaci
s premosténim vodi¢t pomoci elektrotechnickych soucastek.

Pripomenme jesté, ze kruznice je souvisly graf, z jehoz kazdého vrcholu vychézeji
pravé dvé hrany. Souvisly rovinny graf neobsahujici kruznici se nazyva strom. Ta-
kové grafy se velice dobfe prohleddvaji a maji mnoho aplikaci. Napriklad adresafe
v operacnich systémech DOS a Windows maji stromovou strukturu. Brnénsky profe-
sor O. Bortvka (1899-1995) se kdysi zabyval metodou, jak propojit nékolik desitek
moravskych mést elektrickym vedenim tak, aby celd trasa byla co nejkratsi, a tim
naklady na jeji stavbu minimdlni. Dnes se tento problém nazyvéa hledani minimélni
kostry (napnutého stromu) v ohodnoceném grafu, viz [27].

3. Teorie grup

Grupa je trojice (G,1,%), kde G je mnozina, na niz je definovina operace ,néso-
beni x“, kterd je asociativni, s neutralnim prvkem 1 a ke kazdému prvku z G existuje
prévé jeden prvek inverzni.

E. Galois (1811-1832) na zakladé koneénych grup permutaci dokézal, Ze algebraické
rovnice stupné alesponn 5 nejsou obecné fesitelné pomoci odmocnin. Stejny vysledek
ziskal nedlouho pfedtim N. H. Abel (1802-1829) pro rovnice 5. stupné. V préci [7] se
poukazuje na to, Ze kvarky, z nichz jsou sloZeny protony a neutrony, se daji popsat
pomoci jisté podgrupy transformaci Rubikovy kostky. Grupy lze pouzit i pro vytvareni
rozmanitych ornamentélnich vzori (viz [21]). Rada dalsich zajimavych aplikaci teorie
grup pri studiu kmitt molekul, v krystalografii, ve fyzice a chemii je obsahem knizek
[1, 17]. Teorie grup byla téz pouzita k dikazu Velké Fermatovy véty.

Kdysi se pro kontrolu spravnosti dat na 8-stopych dérnych paskach pouzivala tzv.
parita (tj. osm4 krajni stopa se dopliiovala tak, aby pocet direk byl v kazdém fadku
sudy). O néco komplikovangji jsou chranény ISBN*) kédy knih skladajici se z deseti

4y ISBN kédy maji tvar: jazyk —nakladatelstvi—identifikacni ¢islo knihy —kontrolni ci-
fra z10.
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cifer x1,x2,...,x10. Posledni cifra se voli tak, aby ¢islo x1 + 2x2 + 3x3 + - - + 10x1g
bylo délitelné jedenacti. Podobné se pro ovéfeni spravnosti velkych datovych soubori
pouzivaji rizné kontrolni soucty, rodna ¢isla od roku 1954 jsou délitelnd 11 aj. Takto
sice snadno mizeme zjistit, ze v daném souboru vznikla chyba, ale obecné nevime,
ktery bit se pfenesl (zobrazil) nespravné. Pomoci teorie grup vSak miizeme tento
nedostatek odstranit. Stru¢éné si popiSeme metodu samoopravujicich se kddi (viz
[11, 29, 32]), kter4 se dnes pouziva napiiklad pro pfenos dat z meziplanetarnich sond.
Ponékud odlisnou verzi této metody poprvé pouzil R. W. Hamming v roce 1947 na
tehdejsich reléovych pocitacich, aby osettil nasledky jejich znacéné nespolehlivosti.

Definice. Hammingova vzddlenost dist(u,v) mezi vektory u = (uy, ua,...,u,) a v =
= (v1,v2,...,05), Ui, v; € {0,1}, je pocet mist, kde se u lisi od v.

Napiiklad pro n = 3 je dist(000,110) = 2 nebo dist(010,101) = 3. Jednoduchy sa-
moopravujici se kdd mizeme zapsat pomoci nasledujicich osmi kddovgch slov délky
n="T

0000000
0010111
1001011
1100101
1110010 (1)
0111001
1011100
0101110

Prenésend informace se rozdéli do skupin po tfech bitech. Pov§imnéme si, Ze prvni
3 bity (cifry) v kazdém fadku (1) jsou vzajemné rizné a zadnd jina trojice bité uz
neexistuje. Zbylé 4 bity jsou voleny tak, aby Hammingova vzdalenost mezi libovolnymi
dvéma radky byla 4. Kazdé 3 bity pfenasené informace se tedy jednoznac¢né doplni
o dalsi 4 bity podle (1).

Pokud pfi pfenosu informace dojde ke zméné jednoho bitu v néjakém kdédovém
slovu, bude jeho Hammingova vzdalenost od ptivodniho kédového slova 1, zatimco od
ostatnich slov 3 nebo 5. Tak se okamzité zjisti, ktery bit se Spatné prenesl. Pti ztraté
dvou ze sedmice bitli se pouze pozna, ze doslo k chybé.

Vsimnéme si, Ze se nenulové prvky v (1) postupné cyklicky posunuji vzdy o jeden
bit vpravo. Tvoii tzv. cyklickou podgrupu télesa GF(27), jejiz nasobeni lze snadno
definovat pomoci multiplikativni tabulky [17] (GF je zkratka od angl. Galois field).

4. Teorie funkci

Rozsahly piehled funkei vyskytujicich se v aplikacich je uveden v [22]. Jejich prak-
tické pouziti jsme podali napt. v [8]. V této kapitole struéné popiSeme, jak studium
funkei pfispélo ke vzniku matematickych zékladd pocitacové tomografie (viz [2, 9]).

P1i vySetfeni v pocitacovém tomografu je lidské télo z riznych stran prozarovano
rentgenovym (popf. gama) zafenim. Protoze kosti pohlcuji vice zafeni nez mékké
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tkané, detektor naméfi v rtznych smérech obecné rtizny ubytek intenzity zaieni.
Tyto projekce lze v jednom fezu téla popsat funkci p = p(¢,4), kde ¢ charakterizuje
vodorovnou polohu detektoru a 1 thel natoceni téla (pro podrobny popis viz [9]).
Predpokladejme, ze f = f(r, ¢) je ve standardnich polérnich soufadnicich odpovidajici
neznama funkce absorpce zareni, ktera vlastné vypovida o rozlozeni lidskych organt
ve studovaném fezu.

V roce 1917 J. Radon odvodil nésledujici inverzni formuli (viz [9])

A ~1 ap
£ ) = 53 / / R e AL @)

Pro vypocet (2) se pouziva zndm4 Fourierova®) transformace

o0

(F(q)(t) = / q(z) ™t dx (i — imaginarni jednotka), (3)
— o0

definovand pro méfitelné funkce ¢ spliiujici nerovnost f_oooo lg(z)|dz < co, a déle

nésledujici tvrzeni (viz [22]).

Véta. Jsou-li funkce q1 a g2 absolutné integrovatelné na intervalu (—oo,00), pak
Flg1 * q2) = F(q1)F(qz), kde symbol x znaci konvoluci.

Na pocitaci se urcité integraly aproximuji sumami, coz vede na diskrétni Fourierovu
transformaci [4], kterd je dosti ¢asové naroénd. Nastésti v roce 1965 J. W. Cooley
a J. W. Tukey vynalezli tzv. rychlou diskrétni Fourierovu transformaci (viz [3]), ktera
je velmi nendro¢na na pocet provadénych aritmetickych operaci. Ta nam pak umoznuje
v redlném case sledovat pohybujici se organy (napt. plice, srdce).

Aproximace vztaht (2), (3), rychld Fourierova transformace apod., bez nichz je po-
¢itacova tomografie nemyslitelna, jsou skryté v softwarovém vybaveni tomografi, coz
bohuzel $irsi vefejnost vétsinou nevidi a bere to jako samoziejmost. EMR tomografy
zaloZené na principu magnetické rezonance jsou vybaveny analogickym softwarem.

5. Teorie pravdépodobnosti

Jako priklad moznosti praktického uplatnéni teorie pravdépodobnosti pifedstavime
metodu Monte Carlo pro fesSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Hledejme dvakrat
spojité diferencovatelnou funkci v splitujici nasledujici rovnice

Au=0 v {2, (4)
u=g¢g nadf2, (5)

kde 2 C R™ je omezend oblast s hranici 92, A= Y 0?/0z7 je Laplaceliv ope-
=1

k
rator a g je spojitd funkce zadand na 9f2. Vztahy (4)—(5) popisuji rozlozeni teploty

5y J. B. J. Fourier (1768-1830), francouzsky matematik, zabyval se pfedevsim matematic-
kou fyzikou.
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v oblasti {2, prihyb elastické membrany, krouceni tyce aj. Pfedpokladejme pro jedno-
duchost, Ze n = 2 a Ze lze vySetfovanou oblast vykryt ¢tvercovou siti (pro obecné sité
a obecnou eliptickou rovnici s proménnymi koeficienty viz [26, 33]). Pfedpokladejme
déle, Ze se po hranach sité ndhodné pohybuje néjaka castice od pevného vnit¥niho
uzlu X. K pfedem stanovenému sousednimu uzlu Y castice dorazi s pravdépodob-
nosti %. Odtud se opét nahodné vyda k jednomu ze sousedd uzlu Y atd. Jakmile
Castice poprvé dorazi k hranici 02, oznaCime prislusny bod hranice {x, tj. {x je
nahodnd veli¢ina. Pro dostatecné velké m opakujme m krat tento pokus s castici
ndhodné se pohybujici od bodu X. Pak pomoci zakona velkych ¢isel 1ze pro (slabé)
feSeni u problému (4)—(5) dokazat (viz [33]) nésledujici tvrzeni.

1o
Véta. Oznacéime-li E stfedni hodnotu, pak uw(X) = Eg({x) ~ - 29@&)
j=1

Vsimnéme si, Ze metoda Monte Carlo neklade téméf zadné naroky na pamét poci-
tace. Pro simulaci pohybu ¢éastice v siti se pouzivaji generdtory ndhodnych a pseudo-
nahodnych ¢isel. Metodu Monte Carlo lze snadno zobecnit na vicerozmérné problémy,
kde pro n > 1 mize byt G¢innéjsi nez numerické metody. Jinou verzi této pravdépo-
dobnostni metody lze pouZit i pro testovani prvoéiselnosti [30] ¢i hled4ni prvociselnych
rozkladi [20].

6. Teorie diferencialnich rovnic
Uvazujme opét problém (4)—(5) a oznaéme Vu gradient FeSeni u. Pak plati nésle-
dujici Dirichletiv princip®):

Véta. Jestlize u 7esi (4)—(5), pak minimalizuje tzv. Dirichletiv integrdl

I(v):/Q(Vv)TVde (6)

mezi véemsi funkcemi, které maji spojité proni parciding derivace a spliugi (5).

Podobny princip (minima potencidlni energie) plati i pro staciondrni rovnice pruz-
nosti, gravita¢niho pole, vedeni tepla, Maxwellovy ¢i Stokesovy rovnice apod. Povsim-
néme si, ze Dirichlettiv integral (6) obsahuje jen prvni derivace, coz je velice pfiznivé
pro numerické aproximace. Pfesné TeSeni u lze totiz presné analyticky vyjadfit jen
v nékolika mélo specialnich piipadech.

7. Teorie aproximace

Jako pfiklad numerické aproximace problému (4)—(5) uvedeme metodu konecnych
prvki, kterou v roce 1943 navrhl R. Courant pro n = 2. Tehdy se jesté nepouzivaly

5) P. G. L. Dirichlet (1805-1859), némecky matematik, zabyval se teorii éisel a matema-
tickou analyzou.
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elektronické pocitace, a proto se na tuto metodu pozapomnélo. Zhruba o deset let
pozdéji byla znovu objevena americkymi leteckymi inzenyry. U nas se zacala pouzivat
v Sedesatych letech pro vypocet pevnosti pfehrad. Jednou z prednosti této metody
je to, Ze umoznuje na pocitaci simulovat fadu fyzikalnich procest, a tim nahrazuje
nékladné technické modely (prototypy) nebo slozitd méfeni.

Zakladni myslenka metody konec¢nych prvki spoc¢iva v tom, Ze se nejprve trianguluje
vySetfovand oblast 2, tj. rozdéli se na koneény pocet jednoduchych podoblasti (troj-
thelnikt, ¢tyithelnikd, popt. étyfstént, pétisténi apod.). Poté se minimalizuje stejny
funkciondl (6) na koneénérozmérné mnoziné spojitych a po ¢astech polynomidlnich
funkci nad triangulaci, které aproximuji (5). Vhodnou volbou bazovych funkci lze
tuto tlohu prevést na feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic (viz (7)), jejiz
matice je ,Fidk4a“, tj. obsahuje v&tSinou nulové prvky, coz snizuje ndroky na pamét
pocitace a pocet provadénych aritmetickych operaci. VyfeSenim této soustavy dosta-
neme koeficienty linarni kombinace bazovych funkci, které urcuji pfiblizné feseni ilohy
(4)—(5). V roce 1968 dokézal konvergenci této metody brnénsky profesor M. Zlamal
(1924-1997).

Metoda koneénych prvka se pouziva pro vypocet pribéhu chemickych reakci, pri-
hybt nosnikti a desek, otepleni vysokonapétovych transformatort a motori, obtékani
lopatek turbin, zjistovani pevnosti vysokotlakych nddob apod. Jeji hlavni vyhodou je,
7e na pocitaci lze cely proces zautomatizovat:

1. interpolace vstupnich dat,
generovani triangulaci,
sestaveni soustavy algebraickjch rovnic,
vyteSeni soustavy algebraickych rovnic,
zhlazeni numerického feseni,
aposteriorni odhady chyby (viz [12]),
grafické znazornéni vysledki.

N oUW

Pri praktickém programovani téchto sedmi bodt se pouziva celd fada rozmanitych
teoretickych vysledkt. Naptiklad pro bod 2 lze pouzit vétu:

Véta. Pro kaZdy mnohostén existuje rozklad na ctyrstény.

Jeji dikaz (viz [15]) je konstruktivni, ¢ehoz lze vyuzit pfi programovani trojrozmeér-
nych dloh. Navic ¢tyfstény lze konstruovat tak, ze délky jejich hran jsou mensi nez
pfedem zadané kladné ¢islo a kazda sténa libovolného ¢tyfsténu z rozkladu je sténou
jiného ¢tyfsténu anebo podmnozinou hranice mnohosténu.

8. Teorie matic

V této kapitole si pfipomeneme nékteré dilezité teoretické vysledky tykajici se feseni
soustavy linearnich algebraickych rovnic
Ax = b, (7)
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kde A je regularni matice typu N x N a b € R™. Reseni soustavy (7) zndmou Gaus-
sovou elimina¢ni metodou vyZzaduje pfiblizné %N 3 aritmetickych operaci. V roce 1952
M. R. Hestenes a E. Stiefel publikovali metodu sdruzenych gradientu, ktera konverguje
k feSeni (7) v N krocich algoritmu, je-li A symetricka. Jeji podrobny popis a dalsi
vlastnosti 1ze nalézt v [15, 22]. Tato metoda dlouho ziistdvala nepovsimnuta, protoze
vyzadovala priblizné 2N?3 operaci pro ,plné“ matice. O 15 let pozdéji se ale pfislo
na to, ze konverguje velice rychle (viz [5], popt. [10]), pokud je matice A pozitivné
definitni (tj. T Az > 0 pro = # 0), coz je v fadé technickych aplikaci splnéno.

Véta. Necht A symetrickd a pozitivné definitni matice. Pak T je teSenim (7) prdvé
tehdy, kdyz minimalizuje funkciondl J(x) = %xTAsc —bTz na prostoru RN .

Pfi jednotlivych iteracich metody sdruzenych gradienti se funkcional J minimalizuje
na podprostorech, jejichz dimenze postupné vzrista.

Jak jiz bylo feceno, pfi pouziti metody koneénych prvk je matice A fidka. V tomto
pfipadé metoda sdruzenych gradientti potfebuje fadové jen N paméfovych bundk
pocitace. Matice A se v prubéhu celého vypoctu neméni, zatimco pfi eliminaci se
matice soustavy méni a navic se ztraci jeji ridkost.

V disledku velké rychlosti konvergence metody sdruzenych gradientt 1ze ukoncit
itera¢ni proces mnohem dfive nez po N krocich (kdyz iteraéni chyba je zhruba rovna
diskretiza¢ni chybé). Pro trojrozmérné ulohy vyzaduje Gaussova eliminace Fadoveé
NT7/3 operaci, zatimco metoda sdruzenych gradientt fadové jen N*/3 operaci a tzv.
metoda sdrufengjch gradienti s predpodminénim Fadové dokonce jen N7/6 operaci
(viz [15]). Pfi dnes bé&zné na PC dosahované rychlosti milion aritmetickych operaci
za sekundu si posledné jmenovana metoda vyzada pro N = 108 f4dové desitky sekund
strojového Casu. Naproti tomu Gaussova metoda s %N 3 operacemi by spotiebovala
zhruba 20000 let pro plnou matici, vzniklou napt. pomoci klasické Galerkinovy me-
tody, a vypoctovy ¢as pro znamé Cramerovo pravidlo’) by byl jesté o mnoho Fadu
vetsi.

V soucasnosti se zkoumaji metody vice siti, které vyzaduji fadové jen N log N
operaci, coz umoznuje Tesit soustavy o mnoha milionech neznamych.

9. Teorie optimalizace

Bouflivy rozvoj numerickych metod si vyzadala teorie optimalizace, ktera ma Siroké
uplatnéni v ekonomii (napf. optimalizace distribuce zbozi). Pomoci optimaliza¢nich
technik lze stanovit i ekonomickou drahu vesmirné sondy, tj. kdy a na jak dlouho maji
byt zapaleny jeji motory, aby dosédhla cile co mozno nejiispornéjsi cestou.

Teorie optimalizace také umoznuje navrhnout tvar strojni soucasti tak, aby méla
miniméalni vdhu nebo aby na jejim povrchu bylo minimélni mechanické napéti. Takovy

7y Kdybychom pfislusné determinanty pocitali pfimo z definice, kterd vyzaduje provést
N! souétii souéinii N &isel, pak by pro milion rovnic bylo zapotiebi vice nez 10°°°90%0 et
strojového ¢asu (viz Stirlingtiv vzorec v [22]).
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pristup se nazyva tvarovd optimalizace. Spociva v hledani oblasti (2., kterd minima-
lizuje dany kriteridlni (téelovy) funkciondl J na mnoziné piipustnych oblasti U,g,
tj.

V [15] se metodou koneénych prvki hledd pfiblizné feseni této tlohy pro ,,optimalni“
névrh tvaru elektrickych stroji. V koneéné fazi se hledd minimum (popf. maximum)
spojité funkce J : RN — R!. Zde lze v nékterych piipadech uplatnit nasledujici Fule-
rovu nutnou podminku pro extrém.

Véta. Jestlize J md v T lokdind extrém a VJ(T) existuje, pak VJ(T) = 0.

10. Teorie informace

Praktické aplikace v této oblasti jsou vice nez evidentni (viz napt. [24]). Proto se
zminime jen o jednom vyznamném objevu.

Kniha promén, kterd vznikla v Ciné zhruba v 8. stol. pf.n.l., obsahuje obrizek
skladajici se z 8 x 8 poli¢ek (viz [14, str. 224]). Uvnitf kazdého z nich je 6 horizontalnich
Car. Prerusend Cara znamend stary ¢insky princip jin a plna princip jang. Jin je
spojovano s Mésicem, vlhkosti, tmou, zemi, Zenou a pasivitou, jang naproti tomu
se Sluncem, suchem, svétlem, nebesy, muzem a aktivitou. Vyznamny némecky filozof
a matematik G. W. Leibniz (1646-1716) spojoval tento obrazek s objevem dvojkové
soustavy. Budeme-li totiz misto prerusené cary uvazovat nulu a misto plné cary jed-
nicku, pak symboly v polickach 1ze jednoznacné interpretovat jako ¢isla 0,1,2,...,63
zapsana ve dvojkové soustave.

I kdyz staii Ciflané neprovadéli se symboly jin —jang Z4dné aritmetické ani logické
operace, nelze jim upfit prioritu ve znazornéni c¢isel zapsanych ve dvojkové soustave.
Tento fenomenélni objev nasel praktické uplatnéni az v dnesni dobé pocitacu, tj. témér
0 28 stoleti pozdéji. Poéitade totiz zobrazuji a zpracovavaji veskerou informaci (véetné
Cisel) pravé ve dvojkové soustavé. Je to nejjednodussi zpusob, jak v elektronickych
obvodech pocditace toto zpracovani realizovat. A tak i fungovani celosvétové sité inter-
net, e-mailu, faxu, digitalnich kamer a fotoaparat, kompaktnich diska CD, mobilnich
telefont apod. je vlastné zaloZeno na principech jin (= 0) a jang (= 1).

Zavérem mi dovolte podékovat RNDr. J. Chlebounovi, CSc., RNDr. A. Solcové
a Mgr. J. Némcovi, ktefi svymi cennymi pfipominkami pfispéli ke zlepseni textu. Priste
se zamérime na zajimavé aplikace teorie mnozin, teorie distribuci, teorie chaosu, teorie
katastrof aj.

Literatura

[1] Bisnop, D. M.: Group theory and chemistry. Clarendon Press, Oxford 1973.
[2] BUCHSTABER, V. M., GINDIKIN, S. G.: Od Cavalieriho principu k tomografu. PMFA 29
(1984), 196-210.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 1 23



24

CooLEY, J. W., TUKEY, J. W.: An algorithm for the machine calculation of complex
Fourier series. Math. Comp. 19 (1965), 297-301.

CiZEK, V.: Diskrétni Fourierova transformace a jeji pouziti. SNTL, Praha 1981.
DANIEL, J. W.: The conjugate gradient method for linear and nonlinear operator equati-
ons. SIAM J. Numer. Anal. 4 (1967), 10-26.

GROSEK, O., PORUBSKY, S.: Sifrovanie — algoritmy, metody, prax. Grada, Praha 1992.
HOFSTADTER, D. R.: Mathemagical themes. Scient. Amer. 247 (1982), 18-30.
CHLEBOUN, J., KRIZEK, M.: K7ivky kolem nds. Rozhledy mat.-fyz. 76 (1999).
JELINEK, J., SEGETH, K., OVERTON, T. R.: Three-dimensional reconstruction from
projections. Apl. Mat. 30 (1985), 92-109.

KANIEL, S.: Estimates for some computational techniques in linear algebra. Math. Comp.
20 (1966), 369-378.

KLARNER, D. A. (ed.): The mathematical gardner. Wadsworth Internat., Belmont 1981.
KRIZEK, M.: Padesat let metody konecngch prvkid. PMFA 87 (1992), 129-140.
KRIZEK, M.: Metoda RSA pro Sifrovdni zprdv pomoct velkych prvocisel. Rozhledy mat.-
-fyz. 75 (1998), 101-107.

K&iZEK, M., L1u, L.: Matematika ve starovéké Ciné. PMFA 42 (1997), 223-233.
KRIZEK, M., NEITTAANMAKI, P.: Mathematical and Numerical Modelling in Electrical
Engineering: Theory and Applications. Kluwer, Dordrecht 1996.

KuraTowski, C.: Sur le probléeme des courbes gauches en topologie. Fund. Math. 15
(1930), 271-283.

LiTzMAN, O., SEKANINA, M.: UzZiti grup ve fyzice. Academia, Praha 1982.

NEcCAs, J.: Grafy a jejich pouziti. SNTL, Praha 1978.

NESETRIL, J.: Teorie grafu. SNTL, Praha 1979.

POLLARD, J. M.: A Monte Carlo method for factorization. BIT 15 (1975), 331-334.
PRADLOVA, J.: Ornamentdlni vzory — fryzy. Rozhledy mat.-fyz. 72 (1995), 121-125.
REKTORYS, K.: Prehled uzité matematiky. Prometheus, Praha 1995.

RIvEsT, R. L., SHAMIR, A., ADELMAN, L. M.: A method for obtaining digital signatures
and public key cryptosystems. Comm. ACM 21 (1978), 120-126.

ROMAN, S.: An introduction to coding and information theory. Springer-Verlag, New
York 1996.

RosEN, K. H.: Discrete mathematics and its applications. Mc-Graw Hill 1994.
SABELFELD, K. K.: Monte Carlo methods in boundary value problems. Springer Series
in Comput. Physics 1991.

SEDLACEK, J.: Uvod do teorie grafii. Academia, Praha 1981.

SCHNEIER, B.: Applied cryptography. Wiley, New York 1993.

SCHROEDER, M. R.: Number Theory in Science and Communication. Springer, Berlin
1986.

SoLoVAY, R., STRASSEN, V.: A fast Monte-Carlo test for primality. STAM J. Comput.
6 (1977), 84-85.

STALLINGS, W.: Network and internetwork security principles and practice. Prentice
Hall, New Jersey 1995.

THOMPSON, T. M.: From error-correcting codes through sphere packings to simple
groups. Math. Assoc. Amer. 1983.

Zuu, Q., LiN, Q., Liu, L.: Monte Carlo finite element method. Sbornik seminare:
Programy a algoritmy numerické matematiky 8, MU AV CR, Praha, 1996, 210-217.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 1



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T22:54:07+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




