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Délové koule a véeli plasty

Thomas C. Hales

Kdyz David Hilbert predlozil svij slavny seznam tfiadvaceti problému, fekl, Ze
zkouskou dokonalosti matematického problému je to, zda miize byt vysvétlen prvnimu,
koho potkdme na ulici.!) Avsak ani po celém stoleti nejsou Hilbertovy problémy takto
dikladné provérovany. Kdopak kdy klabosil s prodavacem o Riemannové hypotéze
nebo s rodinnym lékarfem diskutoval o obecnych zakonech reciprocity?

Obr. 1. Optimalni usporadani stejnych kouli je kubické
plosné centrované uspotradani.

Loni se jeden novindf z novozélandského Plymouthu rozhodl podrobit zkousce
Hilbertiv osmnacty problém a vyrazil s nim do ulic. C4st tohoto problému mtize
byt formulovana takto: Je mozné z pomeranc¢t poskladat tspornéjsi hromady, nez
jsou pyramidy na pultech zelinafd? V pyramidach zaujimaji pomerance néco pfes
74 % objemu (obr. 1). Mtize byt jiné usporadani jesté efektivnéjsi??)

Na plymouthské obchodniky se zeleninou a ovocem tloha zadny dojem neudélala.
, Tata mi ukazal, jak rovnat pomerance, kdyz mné byly asi ¢tyfi roky,“ pravil prodavac

Yy Pozn. prekladateli: P. HOFFMAN: The Man Who Loved Only Numbers: The Story of
Paul Erdds and the Search for Mathematical Truth, Hyperion, New York, 1998, na str. 208
uvadi Lagrangetuv vyrok, ze matematik dostateéné neporozumél své vlastni praci, pokud ji
nemiuze srozumitelné vysvétlit prvnimu cloveéku, kterého potka na ulici.

2) Pozn. prekladateli: Presné vzato, osmnacty problém je jiny. Problém nejtésnéjsiho
usporadéani kouli je zminovan pouze jako ,,s nim spjatéd otidzka uzitecnd pro teorii ¢isel, fyziku
a chemii“. Viz nap¥. P. S. ALEXANDROV (ed.): Problemy Gilberta, Nauka, Moskva, 1969, a téz
W. WIESLAW (ed.): Problemy Hilberta, Inst. historii nauk PAN, Warszawa, 1997.
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Allen. Novinaf mu sdélil, Ze matematikim trvalo ¢tyfi sta let, nez problém vyftesili,
a zeptal se ho, jak tézké pro néj bylo najit to nejlepsi usporadani pomeranci. ,Vzdyt
jen dévate jeden na druhy,“ znéla odpovéd. ,,Tohle pochopit mné trvalo tak dvé
sekundy.“

Nedlouho poté, co jsem ohlasil vyfeseni tohoto problému, se mi ozvali z trzisté v Ann
Arbor. ,Zrovna véas tady potiebujeme. Pomerance rovnat umime, ale mame problémy
s artycoky.“

Jako geometr za tou ustépacnosti vidim vaznou otazku. Proc¢ je mezi intuici a di-
kazem tak velka propast? Geometrie nas popichuje a provokuje. Napriklad, co takhle
rovnani plechovek? Muze nékdo pochybovat, Ze rovnobézné fady stojicich plechovek
jsou tim nejlepSim usporadanim? Muze néjakd neusporadand hromada plechovek
zabrat jesté méné mista? Jisté fekneme, ze nemuze, ale dikaz ndm uniké. Jaky tvar
zaujme shluk t¥i, ¢tyT nebo péti mydlovych bublin stejného objemu, aby celkova plocha
povrchu byla minimélni? Vyfukujeme bubliny a brzy objevime odpovéd, ale neumime
ji dokéazat. Anebo véeli plast.?) Trojrozmérna konstrukee pléastu, jak ji véely pouzivaji,
neni ta nejefektivnéjsi mozné. Jaka je ta skutecné nejucelnéjsi?

V tomto ¢lanku popisi jisté nedadvno dokézané véty, které by byvaly mohly byt doka-
zany uz pred staletimi, jen kdyby nase matematické néstroje dokazaly soupefit se silou
nasi intuice. V ¢lanku predstavim dikaz toho, ze pyramidalni nakupeni pomerancu je
nejlepsi mozné. Ale nejprve vysvétlim nékolik pojmit. Uspordddnim kouli (angl. sphere
packing) vzdy rozumime seskupeni pevngch kouli v prostoru. Hustota vypovida o tom,
jaka cast prostorové oblasti je pevnymi koulemi vyplnéna. Pro omezenou oblast je to
pomér objemu kouli k objemu oblasti. Jestlize néjakd koule protind hranici oblasti,
pak se zapocitava jen ta cast koule, kterad lezi uvnitf oblasti. Je-li oblast neomezena,
pocité se hustota v podoblasti vzniklé priinikem ptivodni oblasti a koule o poloméru R.
Hustota celé oblasti je definovana pomoci limsup pro R jdouci do nekonecna.

Harriot a Kepler

Chemici znaji rovnani pomeranc¢i do pyramid jako kubické plosné centrované uspo-
faddni (angl. face-centred cubic packing). Také se mu Fik4 usporadani délovych kouli,
protoze ty byvaji takto srovnany u vale¢nych pamatniki. Nejstarsim prikladem, ktery
jsem vidél, je pyramida délovych kouli ze Sestnactého stoleti spocivajici pred Méstskym
muzeem v Mnichové. Z téze doby jsou znamy vztahy pro urceni po¢tu délovych kouli
v tomto mohylovém usporadani. Ukol najit takovy vztah zadal v Sestnictém stoleti
Walter Raleigh svému matematickému asistentovi Thomasi Harriotovi, a ten jej bez
problémt nasel.

S tim, jak vzrastala jeho védeckd povést, stavaly se pevné koule Harriotovym
oblibenym tématem. Atomy povazoval za koule. Porozumét tomu, jak jsou vzdjemné

3) Pozn. prekladateli: Dékujeme RNDr. Z. Vavkinovi, CSc., z Matematického ustavu
AV CR a Ing. D. TiTEROVI, CSc., z Vyzkumného ustavu véelaiského, s.r.o., za konzultace
tykajici se vcelarské terminologie. Na jejich doporuceni davame pfednost terminu ,plast®
pred ,plastev®.

102 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 46 (2001), ¢. 2



poskladany, znamenalo porozumét pfirodé. I ¢isla byla koulemi. Podle pythagorejského
zvyku jsou trojuhelnikova ¢isla usporadana do trojuhelniku jako sada kuleé¢nikovych
kouli. Harriot nakreslil Pascaliv trojuhelnik, v némz ¢isla nahradil odpovidajicim
poctem usporadanych kouli.

V roce 1606 si Johannes Kepler posteskl, ze jeho nedavna kniha o optice byla
zaloZena vyhradné na teologii. Obratil se o pomoc k Harriotovi, jenz uz léta provadél
optické pokusy. Harriotovy znalosti optiky byly opravdu tak pokrocilé, Ze vlastné
objevil Snelltv zékon lomu — dvacet let pfed Snellem a c¢tyficet let pfed Descartem.
Harriot Keplerovi nejen dodal cenné informace o optice, ale také se Keplera pokousel
presvédcit, ze skryté tajemstvi optiky budou odhalena prostrednictvim atomismu. Na
rozdil od Keplera byl Harriot nadSeny atomista a véril, ze tajemstvi vesmiru maji
byt odhalovana prostfednictvim struktury a usporadani malickych kulovitych atomiil.
Kepler byl skepticky. Priroda se dési vakua a mezi atomy je pfece prazdnota.

Harriot byl tvrdosijny a Kepler se dal obmeékéit. V roce 1611 Kepler napsal tutlou
brozuru Novoroéni ddrek aneb o Sestitihelnikovém snéhu), kterd po dvé staleti ovliviio-
vala nasmérovani krystalografie. Tato utla stat byla ,prvnim zaznamenanym krokem
smérem k matematické teorii vzniku anorganickych nebo organickych tvari“.?) V po-
jednani o usporadani kouli Kepler zkonstruoval kubické plosné centrované uspotradani.
Tvrdil, Ze je ,nejtésnéjsi mozné, takze pii zddném jiném uspotfadani nelze do stejné
nadoby napéchovat vice kuli¢ek”. Toto tvrzeni se stalo zndmym jako Keplerova do-

mnénka. Zistavalo bez diikazu témér ctyti sta let az do srpna 1998, kdy jsem s pomoci
doktoranda Samuela P. Fergusona predlozil dikaz.

Véta (Keplerova domnénka). V trojrozmérném prostoru nemd Zddné usporaddni kouli
stejného polomeéru vétsi hustotu neZ kubické plosné centrované usporaddni.

Kubické plosné centrované usporadani vznikne polozenim jedné vrstvy kouli na
druhou. Koule kazdé vrstvy vytvateji pravidelny vzorek v siti rovnostrannych trojithel-
nikii. Existuji ale i jina uspotadani kouli, kterd maji stejnou hustotu (n/v/18 ~ 0,74)
jako kubické plosné centrované usporadani. Nejznaméjsi alternativou je hexagonalni
tésné uspoiadani (angl. hezagonal close-packing). Jeho jednotlivé vrstvy jsou shodné
s vrstvami v kubickém plosné centrovaném uspofadani, avSak jsou poskladany tak,
ze vznikne®) jiné uspotadani s touz hustotou (obr. 2). Neexistuje Zadny jednoduchy
seznam vSech uspofaddni s hustotou nt/ V/18. Naopak, moznosti je mnoho. Hustota
vyplnéni prostoru je definovana limitné a odstranéni jedné, dvou ¢i stovky kouli
neovlivni vyslednou hustotu. Bez vlivu bude i vyjmuti celé jedné”) nekoneéné vrstvy
kouli.

+) Pozn. prekladatelii: Strena sen de nive sexangula, Praha, 1611.

5) L. L. WHYTE: The Siz-Cornered Snowflake, Oxford Clarendon Press, Oxford, 1966.

) Pozn. prekladateli: Vznikne otoc¢enim horni vrstvy o thel n/3 kolem spolecného t&zisté
libovolnych tii dotykajicich se kouli.

7y Pozn. prekladateli: ... nebo konecné mnoha nekonec¢nych vrstev kouli. To potom umoz-
nuje ziskat nepravidelnd nejhustsi usporadani tim, ze s kazdou kouli ,nepatrné“ pohneme.
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Obr. 2. Existuji dva optimalni zptsoby pro
umisténi jedné vrstvy kouli nad druhou. Obmé-
nami umisténi kazdé dalsi vrstvy lze sestrojit
mnoho riznych optimalnich usporadani.

Tento ¢lanek podava hruby nastin dikazu Keplerovy domnénky, a to nejelemen-
tarnéjsimi moznymi prostiedky. Vlastni diikaz je dlouhy (282 strany)®) a je zaloZen
na jesté delsich, poc¢itacem provadénych kalkulacich. Porota dvanacti posuzovateli®)
se nad nim radila od zafi 1998. Nikdo nezapochyboval o celkové spravnosti dikazu,
ackoli, pokud vim, pocitacovy program dosud nikdo pe¢livé a nezavisle neproveétil.10)

Gauss

Carl Friedrich Gauss byl prvni, kdo o Keplerové domnénce néco dokazal. Ukazal,
ze pokud jsou stredy vSech kouli umistény do prise¢ikti pravidelné mtizky, pak zadné
mrizkové usporadani nemuze byt lepsi nez kubické plosné centrované. Gaussovo jméno
ziskalo tomuto elementarnimu vysledku nezaslouzeny véhlas. Dukaz zabira jen par
radkt a nevyzaduje vypocty. V piipadé nejlepsiho usporaddani je jisté pravda, ze
se néjaké dvé koule budou dotykat. Jakmile se dvé koule dotykaji, pak charakter
miizky nuti koule, aby se dotykaly v dlouhych rovnobéznych fadach jako koralky
navlecené na Spejli. Pro nejlepsi usporddéani bude téz jisté platit, ze dvé z téchto
dlouhych fad koralkt se budou dotykat. Pro zachovani pravidelnosti mfizky musi byt
koule poskladany v identickych rovnobéznych vrstvach. Stiedy ctyf kouli ve vrstveé
vytvéreji rovnobéznik, jak je ukdzano na obr. 3. Rovnobézné vrstvy by na sebe mély
byt poskladany co nejtésnéji. Koule se sttredem D z horni vrstvy sedi na dutiné mezi

8) Pozn. prekladateli: Dukaz Velké Fermatovy véty ma ,jen“ 129 stran.

9) Pozn. piekladateli: Skoda, Ze autor neuvadi jejich jména.

10y Pozn. prekladatelii: Protoze program nepracuje v celociselné aritmetice, provérit jeho
spravnost bude velice obtizné, jak vyplyne z dalsiho.
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Obr. 3. V optimélnim usporadani do miizky se
koule ve vrstvé nad zobrazenou vrstvou dotyka
ti{ kouli A (nebo A’), B a C.

koulemi se stiedy A, B, C' z nizsi vrstvy tak, Ze se vSech t¥1 dotyka. Trojuhelnik ABD
je rovnostranny.

Zménme nyni sviij thel pohledu. Divejme se na vsechny koule tak, Ze jsou seskupeny
v rovinach rovnobéznych s ABD. Stredy kouli v kazdé z téchto vrstev opakuji vzor
rovnostranného trojihelniku ABD. Koule v jedné vrstvé se musi uvelebit v kapsach
mezi koulemi predchozi vrstvy tak, ze kazda koule spociva na tfech sousedkach nizsi
vrstvy. Tomuto popisu odpovida pravé kubické plosné centrované uspoiradéni.

Thue

Dvojrozmérna verze Keplerovy domnénky hledd nejhustsi seskupeni jednotkovych
kruhti v roviné. Jestlize rovinu vydlazdime pravidelnymi Sestitthelniky a do kazdého
Sestithelniku vepiseme kruh, dosdhneme hustoty nt/ V12 &~ 0,9069. Thueova véta pred-
loZzenéd roku 1890 tvrdi, Ze je to nejvyssi mozna hustota. Panuje mylnd pfedstava,
ze dikaz Thueovy véty neni jednoduchy. Diikaz, ktery tady uvadime, je zaloZzen na
Rogersoveé myslence a nevyzaduje témér zadné pocitani. V idedlnim piipadé by mél byt
predvadén interaktivné na obrazovce pocitace a bez psanych slov. Protoze jsem vSak
nikdy nenasel ¢as napsat prislusny pocitacovy program, uchyluji se jen ke slovnimu
vykladu.

Uvazujme libovolné vyplnéni roviny neptekryvajicimi se kruhy o poloméru 1. Rovinu
rozdélime na oblasti a ukazeme, Ze hustota kruhti v kazdé oblasti je nejvyse rovna
1/v/12. Kolem kazdého kruhu opisme kruznici o poloméru 2/v/3. Kdykoliv se dvé
z téchto kruznic protnou, spojime pruseciky tseckou a sestrojime nad ni dva shodné
rovnoramenné trojuhelniky s vrcholy ve stfedech téch dvou kruznic. Neexistuje bod,
jenz by soucasné lezel uvnitf t¥i kruznic. Opravdu, v extrémnim pfipadé se tfi kruznice
protinaji v jednom bodé a jejich stfedy tvofi vrcholy rovnostranného trojihelnika
o strané délky 2.

Tim dostavame jednoduché rozdéleni prostoru: oblasti vné vétsich kruznic, rovno-
ramenné trojihelniky a ¢asti uvnitt kruznic, ale vné vsech trojihelnikd. Oblasti mimo
kruznice maji hustotu 0, coZ je jisté méné nez n/+/12. Hustota uvnitt kruznic je rovna
3/4, tj. étverci poméru (1 : 2/v/3) mezi mensim a vétsim polomérem, coz je opét méné
nez n/y/12. Na tuto nerovnost se mtizeme podivat i geometricky, kdyZ nakreslime
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pravidelny Sestitthelnik!!) tak, aby byl vepsén kruznici a obsahoval jednotkovy kruh.
V pravidelném Sestithelniku je hustota pravé n/+/12, coz je vice nez hustota uvnit¥
celé vétsi kruznice.

Obr.4. Linearné transformovana
oblast napravo zaujima mensi ¢ast
rovnostranného trojuhelnika, nez
je ¢ast uvnitt jednotkového kruhu.

K vypoctu hustoty v rovnoramenném trojuhelniku pouzijeme linearni transformaci
(zachovéavajici poméry ploch, a tudiz i hustotu), jiz trojuhelnik zobrazime na troj-
tihelnik rovnostranny s délkou strany 2/+/3. Transformace méni méfitko podél kolmych
os danych zakladnou a vyskou trojuhelnika, neméni vSak polohu vrcholu v vzhledem
k zakladné rovnoramenného trojuhelnika. Jednotkovy kruh je transformovan v elipsu.
Linearni transformace zachovava délky obou stejné dlouhych ramen rovnoramenného
trojuhelnika, tudiz elipsa protind strany transformovaného trojuhelnika ve vzdale-
nosti 1 od stfedu v (viz obr. 4). Ze znalosti téchto prisec¢ikti vyvodime, Ze prinik elipsy
s vnitfkem rovnostranného trojuhelnika je obsazen v kruhu o poloméru 1 se stfedem v.
To znamend, Ze hustota v rovnostranném trojuhelniku se zvétsi, nahradime-li elipsu
kruhem o polomeéru 1. Sjednocenim rovnostrannych trojihelnikd vzniknou pravidelné
Sestitthelniky s vepsanymi kruhy o poloméru 1. Hustota v téchto Sestitthelnicich je
proto /12, a tim konéi dikaz Thueovy véty.

Tri dimenze

Vratme se do trojrozmérného prostoru a zabyvejme se ditkkazem Keplerovy do-
mnénky. Budeme zkoumat, jak koule vyplnuji cely eukleidovsky prostor. Tim se
vyhneme neptijemnym okrajovym jeviim objevujicim se u vypliiovani konecné oblasti.
Uspotradani kouli jsou urcena nekonecnou, avsak spocetnou mnozinou parametri
udéavajicich soufadnice stfedt kazdé koule. V padesatych letech dvacatého stoleti
vzniklo pfesvédceni, ze by mélo byt mozné dokézat Keplerovu domnénku studiem jen
kone¢ného poctu kouli. Majice toto na paméti, budeme se vénovat koneénym shluktm
kouli.

1y Pozn. prekladatelu: Délka strany pravidelného Sestitthelnika opsaného jednotkovému
kruhu je 1/ cos(n/6) = 2//3.
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Voronoi

Kazda koule z naseho usporadani by méla byt obarvena jednou z kone¢ného poctu
barev. Tyto barvy jsou zapotiebi pro jisté konstrukce vyporadéavajici se s degenera-
cemi, pro vytvofeni hladkych funkci z funkci po ¢astech hladkych a pro zachovani
kompaktnosti jistych uvazovanych oblasti. Barvy ndm pomohou vyhnout se prilis
zjednodusenému vykladu. Ale zachazenim do detailti o barvach bych zatemnil hlavni
myslenky diikazu Keplerovy domnénky. TakZze nyni, kdyz jsme zavedli obarveni kouli,
si je ¢tenal muze vSechny natfit nacerno.

Necht t > 1 je redlné ¢islo. Definujme shluk kouli jako mnozinu neprotinajicich se
barevnych kouli kolem pevné koule v poc¢atku a takovych, zZe jejich stfedy jsou vzdaleny
nejvyse 2t od pocatku. Shluk n kouli je uréen 3n soufadnicemi stfedt. Tyto soutradnice
urcuji topologii na mnoziné C' = C(t) vSech shlukd a délaji z ni mnozinu kompaktni.
Dva shluky s odlisnym poctem kouli nebo jinym obarvenim lezi v odlisnych souvislych
komponentach mnoziny C.

Koule ve stfedu shluku je obsazena v ofiznuté (angl. truncated) Voronoiové burice.
Voronoiova buiika je definovana jako mnozina vSech bodu, které lezi blize k pocatku
nez ke kterémukoli jinému stfedu koule ze shluku. Pro p € C je ofiznuta Voronoiova
buiika V;(p) pranik Voronoiovy buiiky s kouli o poloméru ¢ a se stfedem v poc¢atku. Vo-
ronoiovy bunky jsme jiz vidéli v dikazu Thueovy véty, ackoliv jsme je tak nenazyvali.
Pravidelné Sestithelniky, které vystupuji v diikazu této véty, jsou Voronoiovy buiiky
optiméalniho uspofadani. A ty velké kruZnice, pomoci nichz byly konstruoviny rov-
noramenné trojthelniky, jsou ofiznuté Voronoiovy buiiky (pro t = 2/+/3). Ofezavani
je vyluéné véc pohodli, protoze umoziuje snadnéji odhadovat objem Voronoiovych
buneék.

Ofiznuté Voronoiovy buriky urcuji mez pro hustotu usporadani kouli. Kolem kazdé
koule vytvorime jeji ofiznutou Voronoiovu buiiku. Voronoiovy butiky se nepiekryvaji.
Bod z prtniku dvou uzavienych Voronoiovych bunék lezi ve stejné vzdalenosti od
st¥edtt dvou kouli, tedy lezi na hranici obou bunék. Césti prostoru vné viech ofiznutjch
Voronoiovych bunék se neprotinaji s zaddnymi koulemi a maji hustotu 0. Hustota
usporadéani tedy neni vétsi néz nejvetsi hustota v ofiznutych Voronoiovych bunkach.
Nejvétsi mozny podil objemu koule a objemu ofiznuté Voronoiovy bunky tudiz dava
horni hranici pro hustotu usporadani.

Voronoiovy butiky kubického plosné centrovaného usporddani jsou identické ko-
soctvereéné dvanactistény, jak ukazuje obr. 5. Nechf v je objem kosocétverecného
dvanactisténu. Hustota kubického plosné centrovaného usporadani je pomér mezi
objemem jednotkové koule a vg:

IS

N X!

Vfcc \/E T
Nejvetsi vzdalenost vrcholti tohoto konkrétniho kosoctverecného dvanactisténu od
stiedu ¢ini v/2. Z toho plyne, 7e ofezavani je zbyteéné, jestlize t = /2. Je-li t < /2,
pak sefiznuti zasdhne kosoctverecny dvanactistén a porusi vztah mezi jeho objemem
a na$im cilem n/4/18. Nastavme parametr ofezdvani na jeho nejmensi uziteénou
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Obr.5. Kubické plosné centro-
vané usporadani vytvotrime tak,
7e prostor vyplnime kosoc¢tverec-
nymi dvandctistény a do kaz-
dého z nich vepiseme kouli.

hodnotu t = /2. Ofezavani je ted pevné dano. Miuzeme tedy ze zapisu vypustit ¢
a psat V(p) = Vi(p).

Miniméalni objem Voronoiovy builky (at uz neofiznuté, nebo ofiznuté pfi uziti
t= \/5) nedavno uréil Sean McLaughlin. V lednu roku 2000 za tento vysledek ziskal
Morganovu cenu udélovanou AMS-MAA-SIAM. Potvrzuje se tim domnénka, kterou

vy v

vyslovil L. Fejes T6th pred témeér sedesati lety.

Véta (McLaughlin). Objem Voronoiovy butiky shluku kouli p je jednoznacné minimali-
zovdn pravidelnym pétithelnikovym dvandctisténem, jenz je opsdan kouli o polomeéru 1.

Shluk kouli, jenz vede k pravidelnému pétitthelnikovému dvanactisténu, mé jednu
kouli ve svém stfedu a dvanact dalsich kouli dotykajicich se té stfedové a umisténych
ve stfedech stén pravidelného dvanactisténu.

Pomér mezi objemem jednotkové koule a objemem pravidelného pétitthelnikového
dvanéactisténu ji opsaného je horni mezi hustoty uspoiddani kouli. Tato mez!'?) je
zhruba rovna 0,75. Ve dvou dimenzich je Voronoiovou buitkou s minimélnim ob-
sahem pravidelny Sestitihelnik, jimz lze vyplnit celou rovinu. Ve tfech dimenzich
uz prostor nelze beze zbytku vyplnit Voronoiovou bunkou s minimélnim objemem.
Lokéalné optimalni tvar, pravidelny pétithelnikovy dvanactistén, neodpovida globéalné
optimalnimu tvaru, tj. prostor vyplnujicimu kosoc¢tverecnému dvanactisténu. To je
v ditkazu Keplerovy domnénky zdrojem komplikaci.

Pfidejme k minimalizaci objemu Voronoiovych bunék korekéni ¢len f. Definujme
funkci f spojitou na C' a uvazujme minimalizac¢ni ilohu

min (vol(V(p))+£(p)) -

Rekneme, Ze f je fcc-kompatibilni, jestlize minimélni hodnota vol(V (p)) + f(p) je Vece,
objem kosoc¢tvere¢ného dvanactisténu.

12y Pozn. prekladatelu: Tato mez je rovna my/ 650—‘,—290\/5/150, jak lze zjistit pomoci
vztaht uvedenych napf. v ¢lanku M. KRIiZEK, P. KRIZEK: Kouzelny dvandctistén pétiihelni-
kovy, Rozhledy mat.-fyz. 74 (1997), 234-238.
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Necht A je mnozina stiedt kouli v obecném uspoiadéani. Pro A € A uvaZzujme shluk
kouli soustfedénych ve vzdalenosti nejvyse 2t = 2¢/2 od ). Piemisténim shluku do
pocéatku pak ziskdme shluk py v C. Necht Ag je mnozina vSech stfedti z A vzdalenych
nejvyse R od pocatku. Rekneme, Ze f je transientns, jestlize

S Fpn) = o).

AEAR

Predpokladejme, ze f je fcc-kompatibilni a transientni. Sec¢tenim

Vfce § VOI(V(p)) + f(p)

pfes Ar dostaneme
|AR| Vtee < vol(Br) + o(R?),

kde Bp je koule o poloméru R a |- | oznacuje podet prvkii mnoziny. Vydélenim R3vg..
dostaneme hustotu usporadani uvnitt koule Bp,

[Ar| _ 4n/3 T
— = 1) = —= 1).
R3 = Vfce O< ) \/E—’—O( )

V limité pro R jdouci k nekone¢nu obdrzime pro hustotu uspofadani mezni hodnotu
n/V/18.

Ukazuje se tedy, ze nalezneme-li transientni fcc-kompatibilni funkei f, dikaz Keple-
rovy domnénky bude hotov. Aby byla zajisténa fcc-kompatibilita, musi byt na C
vyfFeSen neobycejné obtizny nelinearni optimaliza¢ni problém. Funkci f vybirame
s ohledem na transientnost, takze ta je jiz automaticky splnéna.

Fejes Téth

Existuji vitbec korekéni ¢leny s pozadovanymi vlastnostmi? Fakta naznacuji, ze jich
je spousta. Prvni korekéni €len navrhl L. Fejes T6th'3) v roce 1953, ale jeho shluky byly
mnohem vétsi nez ty, které jsme pouzili my. Jeho shluky obsahuji tolik kouli, Ze nikdy
nebyla zarucena fcc-kompatibilita. Nicméné jeho navrh predstavuje vyznamny pokrok,
protoze jim podal prvni diikaz, ze Keplerova domnénka by mohla byt vyfesena pomoci
optimaliza¢ni tlohy pro koneény pocet proménnych. V roce 1964 vystoupil s tim, ze
k urceni minima by mohly byt pouzity pocitace. Tak byla stanovena obecnéa strategie
dikazu.

Korekéni ¢leny f vychazeji z peclivého studia lokalni geometrie usporadani kouli.
Korekéni ¢len f(p) Fejese Tétha ma tvar

> ap,q)v(g),

q

13) Pozn. prekladateli: Podrobnéjsi popis Téthovy metody je uveden v clanku T. C.
HALES: The status of the Kepler Conjecture, Math. Intelligencer 16 (1994), 47-58.
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kde g probiha pfes vSechny stfedy kouli ve shluku p, jejichz vzdalenost od stiedu
shluku nepiekracuje jistou pevnou hodnotu. Clen v(q) zna¢i objem ofiznuté*) Vo-
ronoiovy builky se stfedem v g¢. Soucet konstant a(p,q) je nula, tj. pro vSechny
shluky p v usporddani je 3 a(p, ¢) = 0. Podminka nulového souctu vede k anulovani
Clentt v Y f(p), a tudiz k transientnosti f. Uvedeny korekéni ¢len ilustruje obecnou
strategii pro vybér korek¢nich ¢lent: f je konstruovana pomoci souct objemd, jez
jsou pfidavany v p a opét odeditany v ¢. Soucet > f(p) se chové jako alternujici
fada 1—14+1—1+4--- a kazdy jeho ¢len je vyrusen svym nasledovnikem v tadé.
Dtisledkem tohoto vzajemného ruseni ¢lent je transientnost.

Samoziejmé Ze neni zapotiebi, aby oblasti pfesunované mezi p a ¢ byly Voronoiovy
bunky. Jedna z mnoha jinych moznosti je zndma jako Delaunayova teselace na sim-
plexy (Gtyfstény). Pfi tomto rozkladu se vytvori hrana mezi dvéma stfedy kouli, jestlize
jejich Voronoiovy bunky maji spoleénou sténu. Tyto hrany definuji simplexy znamé
jako Delaunayovy simplexy, a ty vyplnuji cely prostor.

Kdyz jsem téazan, co byla nejtézsi ¢ast dukazu Keplerovy domnénky, bez vahani
odpovidam, Ze to bylo navrzeni vhodného rozkladu prostoru, protoze rozklady jsou
skryté obsazeny v f. Bez uspéchu jsem pouzival Voronoiovy buiiky a také jsem zkousel
Delaunayovy simplexy. Oba pfistupy se tak zkomplikovaly, Ze uZ jsem jim nebyl
schopen porozumét. Mij postup se zastavil. Nakonec mne jednoho dne v listopadu
1994 napadlo, jak zkombinovat tyto dvé metody v hybridni rozklad, ktery si podrzi
nejlepsi vlastnosti kazdé z nich. Od toho dne jsem se nikdy nevzdal svého presvédceni,
ze Keplerova domnénka nakonec bude dokazana hybridnim pfistupem.

Hybridni korekéni ¢leny jsou nesmirné prizpusobivé a lze je snadno konstruovat.
Brzy jsme si se Samuelem Fergusonem uvédomili, Ze kdykoliv p¥i feseni minimalizac-
niho problému narazime na obtiZze, mizeme upravit f, a tim je obejit. Funkce f se
komplikovala, ale s kazdou zménou jsme uSetfili mésice — ne-li roky — prace. Neustalé
upravy se mym kolegim nelibily. Pokazdé, kdyz jsem o postupu své prace referoval na
konferenci, jsem minimalizoval jinou funkci. Ba htite, korekéni funkce z mych starsich
¢lanku se lisi od funkce z téch zavéreénych, coz mne nutilo vracet se a zaplatovat staré
prace. Korekéni funkce se ménila, dokud nenastal ¢as, aby Ferguson obhajil disertaci,
a my jsme koneéné pocitili povinnost prestat si s ni hrat. AvSsak kdybych mél dikaz
predélat a zjednodusit, prvni véc, kterou bych ucinil, by byla dalsi zména korekéni
funkce. To je kli¢ k jednoduchému dtkazu.

Kombinatorické struktury

Je-li f pevné zvolend transientni funkce, pak jedinym zbyvajicim problémem je mi-
nimaliza¢ni tloha: ukaZzte, Ze korigovany objem F(p) = vol(V(p)) + f(p), kde p € C,
neni mensi nez objem vg.. koso¢tverecného dvanactisténu. Prostor shlukiu C je tak
slozity, ze F nemtizeme minimalizovat pfimo. Pfifadime kazdému shluku p € C rovinny

v

14) 'V tomto pfistupu se pro ofezavani pouziva jina konstanta.
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mez pro hodnotu F(p), kterd z4visi jen na kombinatorické struktufe tohoto rovinného
grafu. Ve vétsiné pripadl je kombinatorickd spodni mez vétsi nez vg.c, coz je zadouci.
Kombinatorickd aproximace F(p) je pomérné hrubd a obcas nedévé takovou spodni
mez, jakou chceme. Pomoci poc¢itace mizeme generovat vSechny rovinné grafy, pro néz
je kombinatorickd spodni mez pro F(p) mensi nez vg.. Jestlize nastane F(p) < vgec,
pak se rovinny graf pfislusny p musi objevit na pocitacem generovaném seznamu
moznosti. Seznam obsahuje asi 5000 rovinnych grafi.

Prislusny rovinny graf lze pro shluk p zkonstruovat snadno. Kazda hrana grafu
odpovida dvojicim kouli, jez jsou tésné u koule v pocatku a téz blizko u sebe. Po-
lozme T = 4\/§ ~ 2,619. Blizkost je uréena parametrem!®) T € (2, 7). Jestlize stiedy
dvou kouli jsou vzdaleny nejvyse T' od pocatku a jejich vzajemné vzdalenost je také
nejvyse T, pak na jednotkové kouli se stfedem v poc¢atku nakreslime kruhovy oblouk
spojujici dva jednotkové vektory smétujici do stfedt onéch dvou kouli (obr. 6).

Obr. 6. Cty¥stén vytina na povrchu jednotkové koule
sféricky trojuhelnik.

Tyto kruhové oblouky se navzajem neprotinaji s vyjimkou dotyku v koncovych
bodech. To je diisledek naseho pozadavku T' < 7. Kdyby totiz bylo T' = 7, dostaneme
takovou konfiguraci stfedt kouli, jakou ukazuje obr. 7. VSechny hrany maji délku 2

Obr. 7. Toto uspotfddani je tfeba vylouéit, protoze
jeho dusledkem jsou oblouky protinajici se na jed-
notkové sféfe.

15y Uzivame T = 2,51, ale na tom prili§ nezalezi.
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nebo 7, hrany délky 7 jsou vyznaceny plnymi ¢arami. Oblouky na kouli s pocatkem v 0
zkonstruované pro hrany A a B se protinaji. Pro Zddné mensi T' se protnout nemohou.

Rovinny graf — nebo presnéji sféricky graf — sdruzeny se shlukem p je tvofen
systémem obloukt na jednotkové sfére. Naptiklad rovinny graf odpovidajici kubickému
plos$né centrovanému uspoiadani tvori stfidajici se ¢tverce a rovnostranné trojihelniky,
pricemz v kazdém vrcholu se setkavaji vzdy dva trojuhelniky a dva ¢tverce. Shluku od-
vozenému z pravidelného pétitthelnikového dvanactisténu odpovidéa graf dvacetisténu
s dvaceti trojihelniky uspofddanymi tak, ze se jich vzdy pét styka v jednom vrcholu.

V doplitku mnoziny obloukt na jednotkové sféfe nazyvame uzavér kazdé souvislé
komponenty standardni oblasti. Standardni oblasti jsou v jednoduchych pfipadech jen
obycCejné sférické mnohotuhelniky na jednotkové sfére. Obecné vSak mohou byt mnohem
ze slozité standardni oblasti nikdy nejsou optimalni. Ukazuje se to prostfednictvim
kombinatorické aproximace minimaliza¢niho problému. Poc¢itdme dolni mez F(p), jez
zévisi pouze na kombinatorické strukture rovinného grafu sdruzeného s p.

Vétsinu Casu mezi lety 1995 a 1998 jsem travil nad dikazy téchto kombinatorickych
dolnich mezi. Jiz v roce 1994 jsem védél, jaké by mély byt, ale dikazy mi chybély.
Obtize vznikaly pfedevsim u standardnich oblasti s velkym poc¢tem stran. Jak rostl
pocet stran, stavala se dimenze pfilis velkou na to, abych si s ni poradil.

Koneény dtikaz byl podminén schopnostmi pocitaci. Kdyby pocitace byly vykon-
néjsi, dikaz mohl byt daleko kratsi. Kdyby byly méné vykonné, jesté stale bych pra-
coval na feseni. Diky rozvoji pocitact bude za padesat let diikkaz Keplerovy domnénky
pravdépodobné zcela odlisny od toho dnesniho.

Jednoduché heuristicka tvaha mi fekla, co bych mél od pocitace dostat. Muj pocitac
byl schopen dokazat tvrzeni tykajici se jednoho ¢étyfsténu, ale nedokazal nic zjistit
o slozitéjsich geometrickych objektech. Jinymi slovy, mtij pocita¢ mi mohl néco Fici
o Sestirozmérném prostoru parametrizujicim délky hran étyrsténu, avSak byl prilis
pomaly na to, aby zvladl sedm dimenzi. Vzhledem k tomu, ze Keplerova domnénka je
optimaliza¢ni problém se zhruba sedmdeséti proménnymi, mé toto omezeni znechutilo.
Uvazovany problém mé vyzyval k tomu, abych presel k dikladnému Sestirozmérnému
porozumeéni sedmdesatirozmérnému prostoru.

5000 pripadul®)

V nékterych pfipadech nebyly hrubé kombinatorické meze dost dobré. Jeden pfipad
se nakonec ukazal byt zdaleka nejspletitéjsi a stal se pfedmétem Fergusonovy disertace.
Téch zbyvajicich 4999 (¢i tak néjak) rovinnych grafi bylo analyzovano individudlné.
Pro kazdy z nich je tfeba vyTeSit rozsdhly nelinedrni optimaliza¢ni problém, totiz

minimalizovat F(p) s omezujici podminkou, Ze shluk je sdruZzen s danym rovinnym

16y Pozn. prekladateli: Pro srovnani, v puvodnim dukazu véty o obarveni mapy ¢tyfmi
barvami bylo na pocitaci provéfeno piiblizné 1900 pripadi a pouzivala se celociselna
aritmetika.
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grafem. Vyfesit dostatecné presné nelinearni problémy této velikosti mize byt bez-
nadéjné obtizné. Snadno se muze stat, ze dospé€jeme blizko k feSeni, ale pak jsou
nasSe pokusy dosdhnout cile zmafeny nelinearitami. Novy postfeh nam vsSak ukéaze
vychodisko: makrostruktura problému je vlastné linearni, takze si pfi jeho TeSeni
miizeme pomoci metodami linedrntho programovéani.'?)

Linearnim rystum problému nejlépe porozumime, kdyz se vratime k tloze, kterou
fesil McLaughlin, tj. k minimalizaci objemu ofiznuté Voronoiovy bunky. Neni zde
zadny korekéni ¢len, tedy f = 0. Abychom vyklad dale zjednodusili, pfedpokladejme,
7e nedoslo k ofezavani, takze celd Voronoiova buiika lezi uvnit¥ koule o poloméru v/2
a se stfedem v pocatku. Tuto bunku rozdélime vhodnym zptisobem na Ctyfstény.
Pro pfedstavu uvedme jednu moZnost. Spustme z kazdé stény (z bodu, ktery na-
zveme v) kolmici do stfedu Voronoiovy buiiky. Spustme z kazdé hrany (z bodu, ktery
nazveme w) kolmici do v. Vrcholy étyfsténu jsou stfed buiiky, bod v na sténé, bod w
na hrané stény a kterykoli z koncti této hrany. Tyto ¢tyfstény tvoii rozklad Voronoiovy
bunky.

Misto pfimé minimalizace objemu Voronoiovy buitky mtizeme zavést proménné x;
predstavujici objemy jednotlivych ctyfstént. Minimalizujeme soucet proménnych z;
(jenz je jisté linedrni v z;) za omezujici podminky, Ze se jednotlivé ¢asti k sobé hodi.
Podminky sklddani jsou vSechny linedrni. Nékteré maji tvar z = 2’ (linedrni v z i 2’),
kde z je délka hrany &tyisténu a 2’ je délka spole¢né hrany sousedniho &tyfsténu.
Jiné podminky maji tvar iy + ag + - - - + ax = 2n (linedrni v «;) a zajistuji, Ze soucet
thlt mezi sténami ¢tyfstént protinajicimi se ve spoleéné sdilené vnitini hrané musi
byt 2n. Podobné jsou i linedrni podminky pro hrany lezici na sténé€ Voronoiovy buiiky.
Ptvodni problém se tak stava rozsadhlou tlohou linedarniho programovéani.

Tyto avahy maji kaz: stale existuji neodstranitelné nelinearni omezujici podminky.
Objemy z; a thly «; mezi dvéma sténami jsou nelinedrni funkce délek hran Ctyi-
sténu. Nicméné kostra celého velkého problému je linedrni. Nelinedrni vztahy plati
pro izolované ¢tyrstény, zahrnuji jen malé mnozstvi proménnych a mohou byt feSeny
pocitacem ve shodé s vysSe vyslovenym heuristickym principem, Ze totiz pocita¢ nam
fekne vsSe, co chceme védét o jednom ctyisténu. Zejména ovéfuje nerovnosti mezi
objemy, thly a délkami, jez mohou byt pouzity jako linearni nahrazky v nelinearnich
vztazich.

Jestlize se nyni vratime ke Keplerové domnénce s nenulovym korekénim Clenem f,
kostra problému zistane linearni. Skutecné, funkce f je geometricky definovana jako
linedrni kombinace objemt. Kdyz jsem poznal, Ze linearni programovani bude pod-
statnou soucasti dikazu, peclivé jsem vybral vhodnou funkci f. Tim, Ze velky objekt
rozdélime na malé ¢asti, muZzeme minimaliza¢ni problém vyjadrit prostfednictvim
jednoduchych velic¢in, jako jsou plochy sférickych trojuhelniki a objemy Ctyfsténi,
podléhajicich linedrnim omezenim odvozenym z podminek skladani. Vsechny nelinea-
rity se tudiz tykaji jen malého poétu proménngych.

17y Pozn. prekladatelu: V neceloc¢iselné aritmetice.
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Linearni programovani

Lineédrni ¢ast problému vytesil software pro linearni programovani. Typicky linearni
optimaliza¢ni problém ma pfiblizné 200 proménnych a asi 2000 omezujicich vazeb. Od-
haduji, ze jsme jako soucést feSeni celého problému vyftesili témét 10° tloh linedrniho
programovani této velikosti. To je celkem maly vypocet ve srovnani s primyslovymi
aplikacemi linearniho programovéani.

Nékteré proménné udavaji vzdalenosti mezi koulemi v rozmanitych shlucich. Jiné
proménné predstavuji thly mezi hranami a sténami, objemy a korigované objemy
Voronoiovych bunék. Nékteré vazby vyjadiuji geometrické vztahy mezi proménnymi.
Délky a thly jsou omezeny a svazany tak, abychom dostali realizovatelné usporadani
kouli. V problémech linearniho programovani se minimalizuje korigovany objem vzhle-
dem k témto omezenim. Keplerovu domnénku jsme dokézali tak, ze jsme v kazdém
pripadé ovéfovali, zda je korigovany objem vétsi nez objem kosoctverecného dvanac-
tisténu.

V¢eli plasty

Kdyz v Keplerové brozure Novoroéni ddarek aneb o Sestituhelnikovém snéhu nalis-
tujeme Keplerovu domnénku a oto¢ime stranku, najdeme tam diskusi o struktufe
vceliho plastu. Pravé diky bedlivému pozorovani véeli bunky Kepler objevil kosoc¢tve-
reény dvanactistén. Bunku tvori Sestiboky hranol na jednom konci uzavieny tfemi
kosoc¢tverci. Pokud opa¢ny konec také ohrani¢ime tfemi kosoctverci, bunika se nam
pretvori na kosoc¢tverecny dvanactistén.

Obr.8. V roce 1964 byla obje-
vena butika (vpravo), kterd mé
vyhodnéjsi tvar nez bunka vceli
(vlevo).

Béhem osmnéctého stoleti matematici provedli rozsdhlé studie vlastnosti povrchu
bunky vceliho plastu a vérili, Zze ma nejlepsi mozny tvar. Napiiklad C. Maclaurin
v roce 1743 pii vyzkumu kosoc¢tverecnych zakladen buriky usoudil: ,, Tim, Ze jsou bunky
Sestitthelnikové, je podil jejich objemu a povrchu nejvétsi mezi vSemi pravidelnymi
télesy, kterd vypliuji prostor bez mezer a ziroven maji nejlepsi zdkladnu.“ Avsak
zdanlivé samoziejmé odpovéd nabizend vcelami se ukdzala byt nespravnd. Navzdory
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prevladajicimu nazoru objevil L. Fejes Téth, Ze trojrozmérna bunka vcéeliho plastu
neni nejekonomic¢téjsi (viz obr. 8). Nejekonomictéjsi tvar vSak nebyl nikdy urcen.

Usporadani délovych kouli vede az k bunkam véeliho plastu. M4 také vztah k obec-
néjsim problémum mydlové pény. Priklad takové pény dostaneme, kdyz prostor vy-
plnime dutymi kosoctvere¢nymi dvanactistény a predstavime si, ze kazda sténa je
tvorena pruznou mydlovou blankou.

Kelvin

Problém mydlové pény, jejz poprvé predlozil lord Kelvin, se sice snadno formuluje,
ale tézko tesi. Jak miizeme rozdélit prostor na dutiny stejného objemu tak, abychom
minimalizovali velikost jejich povrchu?'®) Ptiklad s koso¢tvereénym dvanictisténem
neni zdaleka optimdlni. Kelvin navrhl nasledujici feSeni. Zkosené osmistény (angl.
truncated octahedra) vypliuji prostor (viz obr. 9). Jejich!?) priifez je pravidelny
osmithelnik, kterym je mozno vyplnit rovinu az na C¢tvercové diry. Protoze kazdy
zkoseny osmistén obsahuje ¢tvercové stény, lze ¢tvercové otvory v jedné vrstvé ucpat
étvercovymi sténami sousedni vrstvy.

cooivo

Obr.9. Obr. 9. Kelvin vyslovil do-
mnénku, Ze rozdéleni prostoru na
stejné objemy, které by bylo opti-
malni vzhledem k minimaliaci po-
vrchu, se dostane deformaci komo-
Iych osmistént vypliujicich pro-
stor.

Kelvin zjistil, Ze vhodnou nepatrnou deformaci stén zkoseného osmisténu mizeme
ziskat pénu s mensim povrchem, nez maji bunky pivodniho zkoseného osmisténu.
Toto Kelvinovo feSeni spliiuje podminky, jez pro minimalni mydlové bubliny objevil
Plateau. Zdalo se, Ze kazdy je spokojen s Kelvinovym feSenim, i kdyz dikaz optimality
chybél.

18) Pozn. prekladateli: Konvexni kompaktni mnoziny s neprazdnym vnitikem, které bez

mezer vypliuji cely prostor, jsou konvexni mnohostény — viz napi. E. SCHULTE: Tilings,
Handbook of Convex Geometry, Vol. B, North-Holland, Amsterdam, 1993, str. 902.
19y Pozn. prekladatelu: ... vhodné zvoleny . ..
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Obr. 10. R. Phelan a D. Weaire na-
§li v roce 1994 protipiikad ke Kel-
vinové domnénce vyslovené v textu
pod obr. 9.

Kelvin a jeho pfiznivci se vSak mylili, coz v roce 1994 ukazali fyzici D. Phelan
a R. Weaire. Ti navrhli pénu s dutinami se stejnym objemem, ale zna¢né mensim
povrchem, nez mé péna Kelvinova. Jejich péna obsahuje dva rizné typy dutin. Prvni
se 14 sténami a druhy s 12 sténami (viz obr. 10). Pfedstavme si krychli s malou kouli
v kazdém vrcholu a téz ve stfedu. Pridejme jesté dvé koule ke kazdé sténé tak, jak
je znazornéno na obr. 11. Jejich polohu lze zvolit tak, ze Voronoiovy bunky vytvo-
fené kolem kazdé koule budou mit stejny objem. Pokud stény této sestavy nepatrné
zdeformujeme, ziskdme Phelaniv-Weaireuv protipfiklad ke Kelvinové domnénce.

o)
o—o0
Obr. 11. St¥edy Phelanovych-Weai-
reovych bunék jsou umistény ve
vrcholech krychle, ve vyznacenych
o bodech na jejich sténach a v jejim
stfedu.

Jednodussi verze problému by mohla byt snadnéji zvladnutelna. Jaky tvar minima-
lizuje velikost povrchu, jestlize péna obsahuje pouze kone¢ny pocet bublin stejného ob-
jemu? Pro jednu bublinu jde o klasicky izoperimetricky problém. Kulova sféra ziejmé
minimalizuje povrch obklopujici dany objem. Problém dvou bublin?®) (angl. double

29y Pozn. prekladateli: Obsah vnitini spole¢né stény se zapocitava jen jednou.
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bubble conjecture) vyiesili teprve neddvno J. Hass, M. Hutchings a R. Schlafy?!).
Problém vice nez dvou bublin neni stale vyresen.

Keplerova domnénka a Kelvintv problém jsou specidlnimi pripady obecnéjsich pro-
blémt s pénou. Phelan a Weaire nés zadaji, abychom si predstavili, ze stény mydlovych
bublin maji méfitelnou tloustku. Snazili jsme se interpolovat mezi Keplerovym a Kel-
vinovym problémem pomoci parametru w (urcujiciho vlhkost mydlového filmu), jenz
udavé podil prostoru, ktery zaujimaji tlusté stény, pficemz 1 — w je podil vyplnény
dutinami. Pokud je pé€na dokonale such4, pak w = 0 a stény jsou dvojrozmeérné plochy.
Kelvintv problém vyzaduje najit nejlepsi tvar. Kdyz je vSak péna dostatecné vlhka,
pak w je blizko jednicce a jednotlivé dutiny v péné lze tvarovat nezavisle. Izoperime-
trickd nerovnost predepisuje, ze dutiny musi minimalizovat povrch, takze se zformuji
dokonalé kulové plochy.

R. Weaire pravé psal knihu o usporadani kouli, kdyz jsem dokonéil dikaz Keplerovy
domnénky. Zacali jsme si dopisovat. Pod jeho vlivem jsem obréatil svou pozornost k ro-
vinné verzi tlohy s pénou. Tento problém je stary dva tisice let. Jaké je nejefektivnéjsi
déleni roviny na stejné ¢asti? Domnénka o véelich plastech fika, Ze je to plast slozeny
z pravidelnych Sestitthelniki.

Pappus

Kolem roku 36 pf.n.l. fimsky ucenec Marcus Terentius Varro napsal knihu o ze-
médélstvi, v niz diskutoval Sestitthelnikovy tvar bunék vceliho plastu. Tuto Sesti-
thelnikovou strukturu tehdy vysvétlovaly dvé konkurenc¢ni teorie. Jedna tvrdila, ze
Sestitthelniky jsou 1épe prizptisobeny Sesti véelim noham. Druhé teorie, podporovana
tehdej$imi matematiky, vysvétlovala strukturu pomoci izoperimetrickych vlastnosti
Sestitthelnikovych bunék. Varro o tom pise: ,Nema snad komiirka uvnitt pladstu Sest
ahli. .. Geometii dokazali, ze tento Sestitthelnik vepsany do kruhu ohranicuje nejvétsi
¢ast prostoru.*

Staroveéky dukaz byl ztracen, pokud to ovSem nebyl dikaz predkladany o néko-
lik stoleti pozdéji Pappem z Alexandrie v predmluvé k jeho paté knize. Pappova
argumentace vSak neni uplna. Ve skutecnosti neobsahuje nic vic nez srovnani tii
sugestivnich pfipadt. Jiz pythagorejci védéli, ze jediné tii pravidelné mnohothelniky
vypliujici rovinu jsou trojihelnik, ¢tverec a Sestitthelnik. Pappus tvrdil, Ze pfi stejném
mnozstvi materidlu pouzitém pro konstrukci téchto tvart miize Sestitihelnik pojmout
nejvice medu. Pappovy duvody k tomu, Ze omezil svou pozornost jen na tii pravidelné
mnohouhelniky, nebyly matematické (véely se vyhybaji nepodobnym tvartim). Rovnéz
vyloucil mezery mezi bunkami bez jakéhokoliv matematického zdtvodnéni. Jestlize
by bunky nebyly tésné u sebe, ,mohla by cizi latka vniknout do skulin mezi nimi
a znehodnotit tak &istotu jejich produktu.“??)

21y The double bubble conjecture, Electron. Res. Announc. Amer. Math. Soc. 1 (1995),
No. 3, 98-102.
22y T. HEATH: A History of Greek Mathematics, Vol. 11, Oxford, 1921, str. 390.
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V roce 1943 L. Fejes Téth podal ditkaz domnénky o véelim plastu za predpokladu,
7e vSechny jeho burky jsou konvexni mnohotuhelniky. Prohlasil, Ze obecna domnénka
»odolala vSem pokustim ji dokézat*“. V roce 1999 jsem nalezl jeji prvni obecny dikaz.

Véta (Domnénka o véelim plastu). Libovolné déleni roviny na oblasti se stejnym
obsahem md obvod*®) alespori takovy jako pravidelny Sestiihelnikovy vceli pldst.

Hlavni soucésti diikazu je nova izoperimetricka nerovnost, jejimz jedinym minimem
je pravidelny Sestithelnik.

Moje o¢ekavani matematick§ch obtizi byla utvaiena Keplerovou domnénkou. Cekal
jsem, ze kazda véta bude vyzadovat obrovské tsili. Nebyl jsem psychologicky pfipraven
na jasny dvacetistrankovy dikaz domnénky o vcelim plastu. V podstaté nevyuziva
pocitace a jeho dokonceni trvalo Sest mésicti. Na rozdil od let usilovné préace, ktera
prinesla dikaz Keplerovy domnénky, jsem se citil, jako bych vyhral v loterii.

Uloha o véelim plastu je pFipravou na skuteénou vyzvu — Kelvintv problém. Jaké
je nejefektivnéjsi rozdéleni prostoru na ¢asti se stejnym objemem? Je to Phelanova-
-Weaireova péna?

V roce 2000, kdy se ozivil zadjem o Hilbertovy problémy, mnoho matematikt pred-
lozilo nové seznamy uloh. Muj pfispévek k Hilbertovu seznamu pro nové tisicileti
je Kelviniv problém. M& bohatou historii. Jeho fesSeni si vyzada nové myslenky
z geometrické teorie miry. Frank Morgan predpovidé, zZe feseni Kelvinova problému
miize trvat jedno stoleti. Na zavér otazka pro zacatecniky: Existuje viibec optimalni
feseni?
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