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Padesát let metody sdružených gradientů
aneb

Zvládnou počítače soustavy milionů rovnic o milionech neznámých?

Jan Brandts, Amsterdam, a Michal Křížek, Praha

1. Úvod

V roce 1952 M. R. Hestenes a E. Stiefel publikovali fundamentální a zcela zásadní
článek [12], v němž představili novou metodu pro řešení soustavy lineárních algebraic-
kých rovnic

(1) Ax = b,

kde A je daná reálná symetrická a pozitivně definitní1) matice typu n × n, x ∈ Rn

je vektor neznámých a b ∈ Rn je daná pravá strana. Metodu nazvali the conjugate
gradient method, což se do češtiny překládá jako metoda konjugovaných nebo sdru-
žených gradientů. Tato metoda dlouho zůstávala nepovšimnuta, protože pro „plné�
matice vyžaduje provedení 2n3 +O(n2) aritmetických operací (tj. sčítání a násobení),
zatímco známá Gaussova eliminace pro symetrickou matici vyžaduje jen 13n

3 +O(n2)
operací2) pro n → ∞. Metoda sdružených gradientů může být použita i na systémy
rovnic, jejichž matice není pozitivně definitní, ale pak nemusí vždy dospět k řešení.
Hestenes a Stiefel ji zprvu chápali jako přímou metodu3) pro řešení soustavy (1).
Přibližně o 15 let později se zjistilo, že metoda sdružených gradientů, kterou lze
interpretovat též jako iterační metodu, může konvergovat velice rychle (viz [10], popř.
[14]), pokud je matice A pozitivně definitní a má další příznivé vlastnosti. Takové

1) Matice A je pozitivně definitní, jestliže xTAx > 0 pro každé x �= 0.
2) Člen O(n2) zahrnuje ostatní sčítance, které odpovídají provedení řádově nejvýše n2 ope-

rací. Takový člen nižšího stupně dostaneme např. při zpětném chodu Gaussovy eliminace.
Obecně řekneme, že f(n) = O(nα) pro α ∈ R

1 a n → ∞, jestliže existují takové konstanty
C a n0, že pro všechna n > n0 platí |f(n)| � Cnα.
3) Přímé metody vedou k přesnému řešení soustavy (1) po konečném počtu kroků (za

předpokladu, že se nedopouštíme žádných zaokrouhlovacích chyb). Naproti tomu u iteračních
metod se konstruuje posloupnost {xk}, která konverguje k řešení (1).
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matice vznikají při řešení řady technických úloh, např. při diskretizaci diferenciál-
ních rovnic pomocí standardních numerických metod. To pak umožňuje na dnešních
paralelních počítačích vyřešit soustavu (1) s dostatečnou přesností pro n ≈ 1 000 000
během několika minut. Pro srovnání uveďme, že pro inverzi matice soustavy (1) pro
n = 10 počítače v roce 1949 potřebovaly 8 hodin (viz [28, s. 462]).
V roce 1969 V. Strassen publikoval článek [25], v němž ukázal, že Gaussova eliminace
není optimální přímou metodou pro řešení (1), jestliže ji posuzujeme podle počtu
prováděných aritmetických operací. Navrhl přímou metodu vyžadující jen O(n2,81)
aritmetických operací. Později byl tento počet snížen dokonce na O(n2,38) (viz např.
[9], [26]). Poznamenejme však, že tyto metody se pro praktické počítání nepoužívají,
protože jsou rekurzivní, složité a nestabilní. Dodnes ale není známo, jaký je minimální
možný exponent u n. Zřejmě nemůže být menší než 2, protože plná obecně nesymet-
rická matice má n2 nenulových prvků a každý z nich se samozřejmě musí uplatnit při
výpočtu řešení soustavy (1).
Je-li k dispozici dostatek času a paměti počítače, obvykle se doporučuje dát přímým
metodám přednost před iteračními. Pak odpadnou problémy provázející iterační me-
tody, např. potíže s volbou počátečního přiblížení, různých relaxačních parametrů,
se zastavovacím kritériem apod. (viz [2]). Na dnešních nejvýkonnějších superpočíta-
čích však lze přímými metodami vyřešit soustavy obsahující nejvýše sto tisíc rovnic
(s „řídkou� maticí), což je pro řešení skutečných technických trojrozměrných problémů
nedostatečné. Řešit i „malou� soustavu (1) bez znalosti teorie, např. Cramerovým
pravidlem, může vést ke katastrofálním nárokům na výpočetní čas (srov. [17, s. 30]).

2. Hlavní myšlenka metody sdružených gradientů

Snadno lze ukázat, že úloha (1) se symetrickou a pozitivně definitní maticí A je
ekvivalentní úloze hledání minima kvadratického funkcionálu

(2) J(x) = 1
2x
TAx − bTx

v prostoru Rn. Vrstevnice tohoto funkcionálu (srov. obr. 1) jsou hyperelipsoidy, jejichž
společným středem je řešení soustavy (1) a jejichž osy jsou dány směry vlastních
vektorů matice A (podrobnosti viz [15, s. 79]).
Metodu sdružených gradientů lze chápat jako iterační metodu, při níž se konstruují
tři posloupnosti vektorů — posloupnost iterací xk, posloupnost reziduí rk = b − Axk

a posloupnost tzv. sdružených vektorů pk pro k = 0, 1, . . . . Hestenes a Stiefel dokázali,
že posloupnost xk dokonverguje k přesnému řešení soustavy (1) po nejvýše n krocích
algoritmu za předpokladu, že se nedopouštíme zaokrouhlovacích chyb.
Na obrázku 2 vidíme geometrickou interpretaci toho, jak jednotlivé iterace postu-
pují pro n = 2, kdy vrstevnice J jsou elipsy. Nejprve zvolíme libovolnou počáteční
aproximaci x0 ∈ Rn a funkcionál (2) minimalizujeme ve směru největšího spádu, tj. ve
směru rezidua p0 = r0, které je kolmé na příslušnou vrstevnici. Tak získáme bod x1.
Dále minimalizujeme J ve směru sdruženého vektoru p1 (tj. směru, který spojuje bod
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Obr. 1. Graf kvadratického funkcionálu J : R2 → R.

dotyku x1 a střed elipsy). Takto získáme řešení x2 po dvou krocích jednorozměrné
minimalizace.
Pro obecné n je metoda sdružených gradientů pro soustavu (1) se symetrickou
a pozitivně definitní maticí A definována takto:
Nechť x0 je počáteční aproximace řešení soustavy (1) taková, že Ax0 �= b. Pak
položíme

(3) p0 = r0 = b − Ax0

a definujeme

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

αk =
rTk rk

pTk Apk

xk+1 = xk + αkpk

rk+1 = rk − αkApk

βk =
rTk+1rk+1

rTk rk

pk+1 = rk+1 + βkpk

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

k = 0, 1, . . . ,

dokud rk �= 0.

Obr. 2. Geometrická interpretace metody sdru-
žených gradientů.
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Koeficient αk z rovnice (4) nám určuje, jak daleko máme postupovat ve sdruženém
směru pk, abychom získali další iteraci xk+1 pomocí vztahu (5). Bod xk+1 je definován
tak, že v něm funkcionál J nabývá svého minima na přímce {xk + tpk | t ∈ R1}.
Rovnice (6) nám říká, jak je třeba opravit staré reziduum, abychom dostali nové.
Konečně „vhodnou� lineární kombinací starého sdruženého vektoru pk s koeficien-
tem βk (viz (7)) a nového rezidua rk+1 získáme nový sdružený vektor z rovnice (8).
Povšimněme si, že β je rovno poměru čtverců velikostí reziduí.
Lze ukázat, že rezidua rk jsou vzájemně ortogonální, tj.

(9) rTk r� = 0 pro k �= �,

(proto obdržíme přesné řešení po nejvýše n krocích), a že vektory pk jsou A-ortogonální
(tj. sdružené), neboli

pTk Ap� = 0 pro k �= �.

Odtud pochází název metoda sdružených gradientů.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4
−1 4 s
0 −1 4 y
0 0 −1 4 m

−1 0 0 0 4
0 −1 0 0 −1 4
0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 0 −1 0 0 0 4
0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Obr. 3. Řídká matice odpovídající pětibodovému diferenčnímu schématu pro Laplaceovu
rovnici na síti 4× 4.

Při každé iteraci metody sdružených gradientů se provádí jen jedno násobení ma-
tice A vektorem pk (viz (4)). Ostatní operace v algoritmu (3)–(8) nejsou časově příliš
náročné. Pokud je matice A navíc řídká (tj. jen O(n) prvků je nenulových), pak je
i násobení matice A vektorem velice „levná� operace. V tomto případě metoda sdru-
žených gradientů potřebuje řádově jen n paměťových buněk počítače (viz tabulku 1).
Poznamenejme, že řídké matice vznikají například při diskretizaci parciálních diferen-
ciálních rovnic metodou konečných diferencí, metodou konečných objemů, metodou
konečných prvků apod. (viz [4], [15], [16], [17]). Při použití nejjednodušší pětibodové
diferenční aproximace Laplaceovy (či Poissonovy) rovnice na dvojrozměrné oblasti má
matice A v každém řádku nejvýše 5 nenulových prvků, a proto je řídká (srov. obr. 3).

106 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 47 (2002), č. 2



Nespornou výhodou metody sdružených gradientů je také to, že se matice A po celý
výpočet nemění, zatímco při eliminaci se matice soustavy mění a navíc se ztrácí její
řídkost.

3. Rychlost konvergence metody sdružených gradientů

Zajímavým rysem metody sdružených gradientů je odhad její rychlosti konvergence
(viz (10)). Jak známo, matice A má kladná vlastní čísla λn � · · · � λ1, je-li symetrická
a pozitivně definitní. Její číslo podmíněnosti se definuje vztahem

κ(A) = max
j

λj/min
j

λj = λn/λ1.

Na základě této definice pro algoritmus metody sdružených gradientů (3)–(8) platí4)

(10) ‖ ∗
x −xk‖A � 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)k

‖ ∗
x −x0‖A, k = 0, 1, . . . ,

kde x0 je počáteční aproximace přesného řešení
∗
x soustavy (1) a

‖x‖A =
√

xTAx

je tzv. energetická norma. Podrobný důkaz tohoto tvrzení je uveden např. v [16, kap. 5].
Zde je též ukázáno, že chyba monotónně klesá i ve standardní eukleidovské normě, což
ovšem neplyne z (10), ale vyžaduje samostatnou analýzu.
Nerovnost (10) je ve většině případů (srov. [3, s. 15]) velmi pesimistická. Při praktic-
kých výpočtech pozorujeme, že konvergence není jen mnohem rychlejší, ale též jiného
typu, než ukazuje vztah (10). Jestliže znázorníme závislost logaritmu pravé strany (10)
na počtu iterací k, pak dostaneme přímku se zápornou směrnicí. Na druhé straně pro
logaritmus levé strany získáme křivku, jejíž směrnice s rostoucím k obecně monotónně
klesá. Odtud je zřejmé, proč se takový typ konvergence nazývá superlineární, i když
tento termín nebyl použit v článku [13] A. Jenningse, který zajímavé chování chyby
matematicky analyzoval. Jak superlineární konvergence, tak i horní odhad z (10) jsou
ilustrovány na obrázku 4 pro k = 1, . . . , 100.
Intuitivní výklad předchozího jevu je založen na ortogonalitě vlastních vektorů.
Nechť v1, . . . , vn je ortonormální systém vlastních vektorů odpovídajících vlastním
číslům λ1, . . . , λn (tj. Avi = λivi). Uvažujme ortogonální doplněk V vektoru vn, což je
podprostor všech vektorů kolmých na vn. Protože každé v ∈ V je lineární kombinací
zbývajících vlastních vektorů, vidíme, že A lineárně zobrazuje vzájemně jednoznačně
V na V . Odtud je patrné, že vlastní čísla každé matice Ar, která reprezentuje toto
zúžené zobrazení, jsou λ1, . . . , λn−1.

4) Tento odhad poprvé uvedený v [10] a [14] podstatným způsobem využívá vlastností
Čebyševových polynomů. Základní myšlenka jeho důkazu je obsažena v článku Meinar-
dus, G.: Über eine Verallgemeinerung einer Ungleichung von L. V. Kantorovich, Numer.
Math. 5 (1963), 14–23.
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Obr. 4. Lineární versus superlineární konvergence.

Předpokládejme na okamžik, že b ∈ V . Potom lze snadno ukázat, že
∗
x je také ve V .

Použití metody sdružených gradientů s počáteční podmínkou x0 = 0 pak vede na
metodu, jejíž iterace, rezidua i sdružené vektory patří do V , jak plyne z (3)–(8). Ve
skutečnosti celá metoda může být interpretována tak, jako kdyby směr vn neexistoval,
přičemž číslo podmíněnosti κ(Ar) � λn−1/λ1 definuje konvergenci metody podobně
jako v (10). Jestliže λn−1 < λn, platí κ(Ar) < κ(A), což vede ke zlepšení horního
odhadu. Podobné úvahy platí, i pokud by b bylo v ortogonálním doplňku v1 místo vn.
V tomto případě „nové� číslo podmíněnosti bude nejvýše λn/λ2.

Lze vyslovit obecné pravidlo: pokud by b byl v ortogonálním doplňku vektorů
v1, . . . , vq a vp, . . . , vn pro 1 � q < p � n, pak horní odhad rychlosti konvergence
metody sdružených gradientů bude dán číslem podmíněnosti λp−1/λq+1 zúžené matice
typu (p − q − 1)× (p − q − 1). Navíc lze ukázat, že metoda dá přesné řešení během
nejvýše p − q iterací (pokud nedojde k zaokrouhlování).

Samozřejmě by se mohlo jen zcela výjimečně stát, že by taková čísla p a q existovala.
Nicméně se dá ukázat (i když zde to dělat nebudeme), že iterační proces je možno inter-
pretovat jako záměnu původní soustavy Ax = b posloupností jiných soustav lineárních
algebraických rovnic, jejichž pravé strany se stávají čím dále tím více kolmé na vlastní
vektory v1, . . . , vq a vp, . . . , vn a žádné jiné. Lze si to představit tak, že spektrum
λ1, . . . , λn je postupně „ujídáno� z obou stran, což způsobuje neustálé zmenšování
čísla podmíněnosti a odpovídající zrychlování konvergence. Více informací lze nalézt
v [23] a v nedávno publikovaném článku [5].
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4. Metoda sdružených gradientů s předpodmíněním

Ze vztahu (10) je patrné, že rychlost konvergence metody sdružených gradientů
bude velká, jestliže číslo podmíněnosti κ(A) bude blízké jedničce. Pak lze iterační
proces zastavit mnohem dříve než po n krocích, což je velká přednost této metody.
Číslo podmíněnosti lze zmenšit pomocí tzv. předpodmiňování, kdy místo soustavy (1)
řešíme jinou soustavu

Ãx̃ = b̃,

kde Ã = P−1A(P−1)T je symetrická a pozitivně definitní matice, x̃ = PTx, b̃ = P−1b
a kde P je vhodně zvolená (viz např. [2], [4], [16]) regulární matice taková, že

κ(Ã) < κ(A).

V tomto případě hovoříme ometodě sdružených gradientů s předpodmíněním. Matice Ã
se nazývá předpodmíněná a matice P předpodmiňující matice. Na obrázku 5 jsou
znázorněna spektra matic A a Ã pro úlohu z [16, s. 110].

0 20 0 2

Obr. 5. Spektra matic A (vlevo) a Ã (vpravo).

Předpodmínění lze geometricky interpretovat takto: Místo funkcionálu (2) minima-
lizujeme na prostoru Rn funkcionál

J̃(x̃) = 1
2 x̃
TÃx̃ − b̃Tx̃,

jehož vrstevnice (viz obr. 6 vpravo) jsou mnohem méně protáhlé hyperelipsoidy než
vrstevnice funkcionálu J (viz obr. 6 vlevo). Velikosti os hyperelipsoidů ve směru

Obr. 6. Geometrická interpretace předpodmínění.
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vlastních vektorů vi matice A jsou totiž přímo úměrné 1/
√

λi, i = 1, . . . , n. Přímky na
obrázku 6 odpovídají jednotlivým rovnicím soustav Ax = b a Ãx̃ = b̃ pro n = 2. Více
podrobností o předpodmiňování lze nalézt např. v [4], [6].5)
Diskretizací jedno-, dvoj- a trojrozměrné eliptické okrajové úlohy (např. Poissonovy
rovnice) metodou konečných prvků vzniká soustava (1) s pásovou maticí. Typická šíře
pásu6) matice A pro d = 1, 2, 3 je postupně O(1), O(n1/2), O(n2/3) a při použití
Gaussovy eliminace se tento pás zaplní obecně nenulovými prvky. Protože A má
n řádků, je zapotřebí O(n), O(n3/2), O(n5/3) paměťových buněk pro d = 1, 2, 3. Na-
proti tomu metoda sdružených gradientů nám umožňuje uchovávat v paměti počítače
pouze nenulové prvky řídké matice A a informaci o jejich poloze v A. Nároky na
paměť počítače pro Gaussovu eliminaci, metodu sdružených gradientů (CG) a její
předpodmíněnou verzi (PCG) jsou porovnány v tabulce 1.

Nároky na paměť počítače

Metoda d = 1 d = 2 d = 3

Gaussova O(n) O(n3/2) O(n5/3)
CG O(n) O(n) O(n)
PCG O(n) O(n) O(n)

Tab. 1.

Jak již bylo řečeno, při použití metody konečných prvků dostáváme řídkou pásovou
matici A, na jejíž sestavení je třeba jen O(n). Tabulka 2 (viz [4, s. 388]) uvádí srovnání
nároků na počet operací pro výše diskutované metody řešení soustavy (1). Počet
aritmetických operací pro Gaussovu eliminační metodu je úměrný čtverci šíře pásu
násobeného počtem rovnic n, tj. O(n), O(n2), O(n7/3) pro d = 1, 2, 3. V důsledku
velké rychlosti konvergence metody sdružených gradientů lze iterační proces ukončit
mnohem dříve než po n krocích (když iterační chyba je zhruba rovna diskretizační
chybě metody konečných prvků) a předpodmíněná verze PCG konverguje ještě rych-
leji (podrobnosti viz [2]). Za dobré předpodmínění se považuje to, pro něž platí
κ(Ã) ≈√κ(A), což předpokládáme v tabulce 2. Za tohoto předpokladu jsou odhady
uvedené v tabulkách 1 i 2 optimální v tom smyslu, že je obecně nelze zlepšit.

Počet aritmetických operací

Metoda d = 1 d = 2 d = 3

Gaussova O(n) O(n2) O(n7/3)
CG O(n2) O(n3/2) O(n4/3)
PCG O(n3/2) O(n5/4) O(n7/6)

Tab. 2.

5) Za článek [6] získal v roce 2001 doc. ing. Miroslav Tůma, CSc., z Ústavu informatiky
AV ČR cenu společnosti SIAM (Society for Industrial and Applied Mathematics).
6) Nechť A je nenulová matice typu n × n a nechť s je nejmenší přirozené číslo takové, že

aij = 0 pro |i − j| � s, i, j ∈ {1 . . . , n}. Pak číslo 2s − 1 nazýváme šířkou pásu matice A.
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Opět vidíme, že použití Gaussovy eliminace není příliš efektivní, když d > 1
a zejména když d = 3, což odpovídá velkým hodnotám n. Povšimněme si ještě, že
s rostoucím d exponent u n pro Gaussovu eliminaci roste, zatímco pro metodu
sdružených gradientů (i s předpodmíněním) klesá! Exponent 7/6 v posledním řádku
posledního sloupce tabulky 2 je hodně blízký jedničce. A právě v tom tkví obrovská
přednost metody sdružených gradientů, která tak umožňuje rychle vyřešit soustavu (1)
o milionech neznámých.
Jiná možnost, jak zlepšit konvergenci metody sdružených gradientů a příbuzných
metod, je popsána např. v [7], [29].

5. Závěrečné poznámky

Po Gaussově eliminaci se pás řídké matice zaplní obecně nenulovými prvky. Při
řešení skutečných technických problémů může být dimenze n tak velká, že nejsme
schopni vyřešit soustavu (1) přímými metodami v důsledku omezené vnitřní paměti
počítače (viz např. tabulku 1 pro d = 3). Proto se pro řešení trojrozměrných problémů
používají iterační metody, které umožňují uchovávat v paměti počítače pouze nenulové
prvky matice A a informaci o jejich poloze v A.
Jestliže výchozí diferenciální rovnice má velké skoky v koeficientech (např. o několik
řádů), pak je odpovídající číslo podmíněnosti κ(A) obrovské. Zvolíme-li pro řešení
iterační metodu, pak je téměř nezbytné použít metodu sdružených gradientů (s před-
podmíněním) a její rozmanité modifikace (viz [2], [4]). Klasické iterační metody (Jaco-
biova metoda, Gaussova-Seidlova metoda, superrelaxační metoda, metoda největšího
spádu, Kaczmarzova metoda ortogonálních projekcí apod.) totiž většinou globálně
konvergují extrémně pomalu a navíc teoreticky potřebují obecně nekonečně mnoho
iteračních kroků k dosažení přesného řešení. Lze je ale použít k dodatečnému „zhlazení
numerického řešení� získaného metodou sdružených gradientů, protože nejsou citlivé
na zaokrouhlovací chyby a lokálně dobře konvergují (viz [16, s. 222]).
Metoda sdružených gradientů má další pozoruhodnou geometrickou interpretaci.
Není těžké dokázat, že

‖ ∗
x −xk‖A = min

x∈x0+Kk

‖ ∗
x −x‖A, k = 1, 2, . . . ,

kde Kk = span{r0, Ar0, . . . , A
k−1r0} je tzv. Krylovův prostor a kde span označuje

lineární obal. Lze si to představit tak, že se funkcionál J postupně minimalizuje na
Krylovově prostoru Kk, jenž se s rostoucím k zvětšuje. Norma chyby ‖ ∗

x −xk‖A tedy
monotónně klesá, což neplyne z (10), neboť tento odhad jen udává horní odhad chyby.
Z definičních vztahů (3)–(8) lze snadno odvodit i jinou zajímavou vlastnost:

Kk = span{p0, p1, . . . , pk−1} = span{r0, r1, . . . , rk−1}.

Metoda sdružených gradientů se někdy používá i pro plné matice. Například matice
vznikající z metody hraničních prvků jsou plné, ale obecně mají podstatně menší číslo
podmíněnosti než matice vzniklé z metody konečných prvků.
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Jistou nevýhodou metody sdružených gradientů je její citlivost na zaokrouhlovací
chyby. V průběhu výpočtu na počítači totiž dochází ke ztrátě ortogonality reziduí
(viz (9)) a iterační proces je občas zapotřebí „restartovat�, tj. začít s novou počáteční
podmínkou. Přitom lze maximálně využít informaci získanou již v předchozím běhu
(viz [22]). Zde je důležité si též uvědomit, že různé počítačové implementace stejného
algoritmu mohou vést k poněkud odlišným numerickým výsledkům.
Metodu sdružených gradientů je možno zobecňovat mnoha směry. Například vztahy
(3)–(8) lze uvažovat i pro hermitovské matice, pokud všechny transponované vektory
zaměníme za hermitovsky sdružené. Pro obecnou komplexní matici A je v [16, s. 100]
uvedena metoda bikonjugovaných gradientů (s předpodmíněním), která za určitých
předpokladů rovněž konverguje v konečném počtu kroků. Otevřeným problémem ale
zůstává rychlost konvergence této metody. Rovněž se doporučuje používat blokovou
verzi metody bikonjugovaných gradientů a dalších příbuzných metod, což často zlep-
šuje numerickou stabilitu (viz [8], [21]).
V [15, s. 211] uvádíme tvar zobecněné metody sdružených gradientů pro hledání
minima hladkého ryze konvexního, koercivního a nekvadratického funkcionálu. Pokud
by byl funkcionál nehladký třeba jen v jednom bodě, metoda sdružených gradientů
vůbec nemusí konvergovat (srov. [30]).
Na závěr poznamenejme, že existují ještě další iterační metody používající Kry-
lovovy prostory. Mezi nejdůležitější patří GMRES a BiCGStab pro nesymetrické
soustavy a Lanczosova metoda pro indefinitní symetrické soustavy (viz [20], [27], [19]).
Ve skutečnosti lze metodu sdružených gradientů chápat jako speciální případ posledně
jmenované metody. Mírnou obměnou Lanczosova algoritmu [18] pro výpočet vlastních
čísel symetrické matice dostaneme metodu sdružených gradientů (viz [11, s. 345]). Mo-
difikace podobných algoritmů pro výpočet vlastních čísel vedla kdysi také k Arnoldiho
metodě pro řešení (1) pro nesymetrické matice [1]. Efektivní restartovací strategie této
metody se popisuje v [24].

Poděkování. Práce vznikla za podpory grantu A1019201 GA AV ČR. Autoři děkují
J. Chlebounovi a J. Zítkovi za cenné připomínky.
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