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Weierstrassova véta o aproximaci

Jiri Vesely, Praha

Od objevu Weierstrassovy véty o stejnomérné aproximaci spojité funkce na intervalu
[a,b] polynomy [20] nas déli vice nez sto let a pfesto tento ¢as neubird nic na jeji
dilezitosti a krase. Patii k pilifim matematické analyzy a teorie aproximace, pri¢emz
jen malo vét s ni miize svym vyznamem soupefit. Popisuje jistou moznost priblizného
,analytického“ vyjadieni libovolné spojité funkce!), blizkou pohledu LEONHARDA EU-
LERA (1707-1783); pro né&j byly spojité ty funkce, které mély ,dostateéné jednoduché®
analytické vyjadieni. Pohled do historie Weierstrassovy véty ukazuje, ze k vyznamnym
matematickym vysledkim lze dospét i v pokrocilém véku a Zze vyvoj poznani je slozity:
staré postupy mohou byt velmi inspirativni a mohou vést k neocekdvanym objevim
v ,davno vytézenych“ oblastech.

Oznacime-li || f|| = max{|f(¢)| : t € [a, b]} normu funkce f na prostoru C([a, b]) vSech
spojitych komplexnich funkci na intervalu [a,b], lze Weierstrassovu vétu formulovat
napi. takto:

Véta W (WEIERSTRASS, 1885). Pro kaZdou funkci f € C([a,b]) a kaZdé & > 0 existuje
polynom P, pro kteryg je ||f — P| < e.

Jinak Yfeceno, pro kazdou funkci f € C([a,b]) existuje posloupnost polynomu {P,}
takovd, ze ||f — Pn|| — 0 pro n — oo; funkce f je tedy limitou stejnomérné kon-
vergentni posloupnosti polynomi. Poznamenejme, ze rizné pfiblizovani slozitéjsich
funkci polynomy jsou podstatné starsiho data nez Weierstrasstiv vysledek (Taylortiv
polynom, Lagrangeova interpolace, ... ), témi se vSak zabyvat nebudeme.

Zakladnim tvrzenim, které zde nebudeme dokazovat, je véta o stejnomérné spojitosti
funkce f spojité na intervalu [a,b]. Ta ¥ika, Ze pro takovou funkci f lze ke kazdému
e > 0 nalézt 6 > 0 tak, ze |f(x) — f(y)| < ¢, jakmile x,y € [a,b] a |x — y| < 0. Jeji di-
kaz neni trivialni, avSak studenti se s nim seznamuji v prednaskach z matematické ana-
lyzy pomérné brzo. Jejim dusledkem je moZnost stejnomérné aproximovat f € C([a, b))
spojitymi po éastech linedrnimi funkcemi. Je-li D ={a =ty <t; < --- < t, = b} dé&-
leni, pro néz max{ty —tx—1:k=1,...,n} <4d, potom se pro funkci L linedrni na
v8ech intervalech [t;_1,tx] a nabyvajici v bodech déleni D stejnych hodnot jako f
snadno dokéze odhad || f — L|| < 2e; srv. [19].

Véta o aproximaci nebyla prvni Weierstrassovou zkusenosti se stejnomérnou konver-
genci, spise jejim zavrSenim. Pravé Weierstrass zasadnim zptisobem pfispél k poznani

1y Weierstrass a jeho soucasnici uzivali spojeni willkiirliche (stetige) Funktionen pro obecné
(spojité) funkce.
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dilezitosti tohoto pojmu: zformuloval a dokdzal napf. véty o (lokdlné) stejnomérné
konvergenci mocninné fady nebo o derivovani fady diferencovatelnych funkci ,clen
po ¢lenu“. Stejnomérnou konvergenci efektivné vyuzival, dfive napf. pfi konstrukei
spojité funkce ,bez derivace®.

Soucasné s Vétou W dokézal Weierstrass i tvrzeni o stejnomérné aproximaci spojité
2n-periodické funkce trigonometrickymi polynomy, které je s Vétou W ekvivalentni.
Budeme se podrobnéji zabyvat prevazné Vétou W, diive vSak uvedeme nékolik idajt
o Weierstrassové zivoté. Z nich lze vytusit cestu, jak k tomuto tvrzeni Weierstrass

.....

KARL WEIERSTRASS (1815-1897) mél v r. 1885 za sebou skvélou matematickou dréhu.
Doséhl vynikajicich vysledkt a vychoval fadu Spickovych matematikt. Pfipomenme, Ze mezi
nimi byli GOSTA MITTAG-LEFFLER (1846-1927) a KARL RUNGE (1856-1927), jemu nejmilejsi
vSak byla SONA KOVALEVSKA (1850-1891). Z jejich obsahlé korespondence se dochovaly pouze
dopisy, které psal Weierstrass ji, on jeji dopisy na sklonku Zivota spalil.

Dopisy odrazeji atmosféru Weierstrassova zivota. V dopise ze srpna r. 1883 si stéZuje na
zhorSovani vztaht s kolegou LEOPOLDEM KRONECKEREM (1823-1891). NepiSe nic o mate-
matice, byl nemocen, a odjizdi se do Francie zotavit. Citi se dusevneé i fyzicky vycerpan.
Teprve fijnovy dopis svédéi o velkém zvysSeni Weierstrassova zajmu o redlné funkce rediné
promeénné. Spolu s Kovalevskou se vénuje problematice parcidlnich diferencialnich rovnic.
Zobecnuje téz Riemanniv integral, zabyva se konvergenci Fourierovych fad. Prazdniny travi
patrné v Berling, v zafi r. 1884 vsak piSe o rozhodnuti kvili Kroneckerovi Berlin opustit.
V tomto duSevnim rozpoloZeni, necelé dva mésice pfed svymi sedmdesitymi narozeninami,
posila Mittagu-Lefflerovi a Kovalevské prace o aproximaci. Vychazeji prakticky okamzité,
patrné v souvislosti s jeho nadchéazejicim jubileem.

slovy: Je to zdkladni tvrzeni ndleZejici Weierstrassovi. Vyznam véty je podtrzen nejen
mnoha aplikacemi, ale i okruhem otézek, které v oblasti aproximaci vyvolala. Proto
zadhy upoutala pozornost mnoha matematikti, kteii se snazili Weierstrasstv dikaz
zjednodusit nebo nahradit dikazem elementarni povahy. K tomuto tsili se dostaneme
dale. Nezli vSak vétu dokazeme, celou situaci zjednodusime.

Komplexni funkci 1ze rozlozit na realnou a imaginarni ¢ast a aproximovat kazdou
z téchto funkci zvlast; tvrzeni proto stac¢i dokdzat jen pro realné funkce. Kazdy interval
[a,b] 1ze linedrni funkci zobrazit na interval [0, 1]; polynomy takovou transformaci
prechdzeji zase v polynomy. Lze se tedy omezit pouze na interval [0,1]. Od f lze
odecist linearni funkci, nabyvajici v bodech 0, 1 stejné hodnoty jako f. Na zakladé
téchto jednoduchych tavah se lze pfi dikazu Véty W eventudlné omezit jenom na
pfipad specialnich spojitych funkei f.

Pro vétsi prehlednost jesté polozme fo(x) =1, fi(z) =, fo(x) =22, x €0,1].
Aproximujici polynomy explicitné popiSeme. Je-li f € C([0,1]), pak polynomy B, f
definované vztahem

Buf(z) = i f(%) (Z) -2k, ze0,1], (1)
k=0

jsou tzv. Bernstejnovy polynomy; jsou to polynomy stupné nejvyse n-tého a pro
v8echny funkce f € C([0,1]) an € N je B, f(0) = £(0), Bnf(1) = f(1). Dokdzeme, ze
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|Bnf — fll = 0, tj. Ze B, f konverguji k f stejnomérné na [0, 1]. Pro vétsi prehled-
nost rozdélime diukaz do nékolika jednoduchych tvrzeni. Kromé pouziti stejnomérné
spojitosti jsou jednotlivé kroky elementarni. Dosazenim fo do (1) dostaneme podle
binomické véty nasledujici tvrzeni:

Lemma 1. Pro vSechna n € N je B, fo = fo.
Lemma 2. Pro vSechna n € N je B, f1 = fi.

Diikaz. Uvézime, 7e pro 1 £ k < n je

% (Z) - % e nzi)!k! “ 011)7(11)! - (Z ~ 1) (2)

Dosazenim f; do (1) dostaneme pomoci (2)

B fi(z) = i% <Z)xk(1 —z) k= xi <Z - i)xkl(l )k =

Lemma 3. Pro vSechna n € N je Bpfo=(1—1/n)fa+ (1/n)f1.

Diikaz. Nejprve pomoci (2) spoéteme pro k = 1

(E)Q n\_k(n-1\ _ k—-1/(n-1 +l n—1Y) 3)
n/ \k) n\k-1) n \k-1 n\k—1)
prvni ¢len posledniho souétu pro k = 2 jesté upravime:
k—1(n—-1\ n—-1k—-1/(n-1 _(1 1) n—2 (@)
n k—1) n n—-1\k-1) n/\k—2)
Po dosazeni f> do (1) obdrzime pro vSechna z € [0, 1]

By fa(x) = ;(%)2 (Z)xk(l — )"k

a pomoci (3) a (4) jednoduchou tipravou postupné dostaneme
1 n n—2 k n—k 1 - n—1 k n—k __
(15)2(13—2):” (1-2) +Ez(k—l)z (1 =)™ =
k= k=1
=(1- 1)1,2”2‘:2 ") i1 -y 4 250 (0 )y
n j n J

j =

coz jiz. dava dokazované tvrzeni; to ziejmé plati i pro n = 1.
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Lemma 4. Pro vsechna n € N a x € [0, 1] plati rovnost a odhad
"k 2/n\ . x z(l—x) 1
- — l—a)" "= ——= < —.
Zo(n x) (k)x (1-2) n 4dn 5)

Diikaz. Upravou vyrazu na levé strané (5) pomoci Lemmat 2 a 3 obdrzime

Zﬂj(%f (Z) ab(1—a)"F — 2z kzn:_o % (Z) b (1—a)"F4a? =

k=0

A

1 1 1-—
= (1— —>x2+—x—2x~x+sc2 = u
n n n an
coz jiz. dava dokazované tvrzeni.

Lemma 5. Necht n € N, § >0 a x € [0,1]. Oznaéme F = F, mnoZinu viech takovych
ke{l,2,...,n}, pro néz |(k/n) — x| = 6. Potom

= (J)-ars g

keF

Diikaz. Pouzijeme Lemma 4. Po dosazeni postupné dostaneme

S (1)ra-at s m D G-a) ()ra-ar s g

= 62
keF keF

Véta B (BERNSTEIN, 1912). Pro kaZdou f € C([0,1]) plati

Diikaz. Zvolme f € C([0,1]) a € >0. Ze stejnomérné spojitosti funkce f na inter-
valu [0,1] plyne existence takového 6 >0, pro které |f(z)— f(y)| < ¢/2, jakmile
z,y € [0,1], |x — y| < 6. Pfipometime, Ze s ohledem na Lemma 1 pro kazdé n € N

a kazdé z € [0, 1] plati
io(f(x) (5 ()

k=
= S8 ()0 -

Je-li nyni = € [0,1], ozna¢me F = F, mnozinu, kterou jsme zavedli v Lemmatu 5.
Potom

@ -i(5)| 25 ke a |i@ g

Odtud dostaneme pomoci Lemmatu 5 odhad

103 1(5) (3)ata - e - <

k=0

k

n

=201, ker

@)= Bt @] £ 55 ()t a -t v 211 ()t - ot s
kg F kEF
e 1
§§'1+2\|f\|'m-

Z né&j vyplyva, ze pro n > ||f||/e6% je |f(z) — Buf(z)| S €, a tedy | Bof — f|| S e.
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Tim jsme dokazali Vétu B a tedy i Weierstrassovu Vétu W. Vicerozmérnou verzi
tohoto diikazu nalezne ¢tenat napi. v [9]%).

Nase dalsi pozorovani se bude tykat integralt. Je-li f,g € C(R) a mnoZina
{z € R: f(x) # 0} je omezend, mizeme definovat tzv. konvoluci funkci f, g vzorcem

o0

oD@ = [ ge=vre)d
— 00

Linearn{ prostor funkci f € C(R), pro néz je {x € R: f(z) # 0} omezend, znacime

C.(R). Naskyté se otdzka, zda existuje takova funkce w € C(R), pro kterou by platilo

wx f = f pro kazdou f € C.(R). Odpovéd je negativni, existuje ale jistd ndhrazka,

ktera souvisi s aproximacemi. Rikdme, Ze spojité funkce K,, = 0, n € N, pro které

/Z Ko(v)dv =1

a ke kterym pro kazdé € > 0 a kazdé 0 < § < 1 existuje m € N tak, Ze pro vSechna
n 2 m plati
K,(v)dv <e, (6)
|z|26
tvori Diracovu posloupnost. Nazev souvisi s tzv. Diracovou distribuci, ktera by v jistém
smyslu nas problém fesila, to vSak jiz neni funkce v obvyklém smyslu. Neni obtizné
dokézat tvrzeni:

Lemma 6. Je-li K, Diracova posloupnost, pak pro kaidou funkci f € C.(R) plati
[ * f = fl| — 0.

Spokojime se s popisem diikazu, ktery by mél ¢tenafi pfipomenout ¢ast predchozich
uvah. Zvolime bod x € R a uvazime, Ze f je navic stejnomérné spojitd na R (protoze
f(v) = 0 pro vSechna v mimo néjaky interval [a, b]). Proto l1ze zvolit k e > 0 éislo § > 0
tak, aby byla splnéna podminka stejnomérné spojitosti na R. Dale zvolime m € N tak,
aby pro vSechna n = m platilo (6), a odhadujeme

[f(x) = (K f)(2)]

‘/O; Kn (2 —v)(f(z) = f(v)) dv

=

— ‘/ZKn(v)(f(x) — fla—v))dv

< /jo Kn(0)|f(2) - f(z— )| dv <
e

ge/ Ko@) do+21f] [ Ku(w)dv< (1 +2]f])e.
-6 |v|=8

Vidime, ze odhad nezavisi na volbé x, konvergence je tedy stejnomérna.

2) Weierstrass se pozdé€ji zabyval i vicerozmérnym piipadem, avSak vySetfovani tohoto
pfipadu provedl prvni r. 1891 Emir. CHARLES PICARD (1856-1941); srv. [16].

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 47 (2002), ¢. 3 185



Vsimneme si nyni vyvoje diikazii Véty W. Weierstrass zalozil jeji dikaz na partiich,
které ho v té dobé zajimaly a o kterych patrné diskutoval s Kovalevskou. Jestlize je
funkce f definovana na intervalu [—1,1], rozsifime ji spojité na R tak, Ze je rovna 0
mimo interval [—2,2]. Po tomto rozsifeni je tedy f omezend spojita funkce na R. Na
©(+,0) := f budeme pohliZet jako na popis pritbéhu teploty v tenké nekone¢né kovové
ty@. Uvedomime si, Ze prubéh teploty ¢(z,t) v zavislosti na poloze bodu z a na
Case t 2 0 mé byt spojitou funkci v uzaviené ,horni“ poloroviné a na jejim vnitiku
feSenim rovnice pro vedeni tepla; proto se bude pro mald t > 0 funkce ¢(.,t) malo
lisit od f. Funkci ¢ 1ze definovat integralem, ktery nese Weierstrassovo jméno a ktery
Weierstrasse patrné k dikazu Véty W dovedl. Podstatné jsou pfitom vlastnosti, které
majiijiné ,podobné“ integraly. Plati napi.

1 > v —x\2
lim p(x, k) = lim V) ex [—( )}dv: x), 7
) = Jim [ g0 exp [+ F(a) 7)
pficemz v (7) je mozné faktor u funkce f v integrandu nahradit obecnéjsi funkei
¢((v—z)/k) s vlastnostmi, které Weierstrass popsal.®) Dikaz lze charakterizovat
v podstaté jako ,,dvoustupiiovy“, nebot nejprve aproximujeme f funkci ¢(., %) s ma-
Iym k > 0 a potom tuto funkci polynomem, ktery je ¢aste¢nym souctem jeji Mac-

laurinovy fady. Dnes se mizeme vSak jiz jen dohadovat, ze Weierstrassovy tuvahy

o parcialnich diferencialnich rovnicich, specialné o rovnici pro vedeni tepla, ho dovedly
k aproximacni vété. Weierstrassovo uvazovani je blizké zptisobu tehdejsiho studia tri-
gonometrickych fad, je zkoumén i pfipad nespojitych limitnich funkei, kdy konvergence
polynomt nemtZe byt stejnomérné; srv. [18]. Z dnesniho hlediska jsou pro k = 1/n ve
vzorci (7) funkce v — (n/y/7) exp[—(nv)?] specidlnimi jadry K, (v), tvoficimi Diracovu
posloupnost.

Dukaz, ktery jsme podrobné provedli, lze oznacit jako ,,jednostupnovy“: aproxi-
mujici polynomy jsme konstruovali pfimo a popsali jsme dokonce jejich explicitni
vyjéddieni. Je to modifikace dikazu, ktery pfedlozil r. 1912 v [3] SERGEJ NATANO-
VvIC BERNSTEJIN (1880-1968). Kromé jednoduchosti méa dalsi vyhody, ke kterym se
dostaneme pozdéji.

Témér ve stejnou dobu jako Weierstrassova prace [20] vySel ¢lanek [17], ktery napsal
jeho zak Runge; jde vlastné o vynatek z jeho dopisu Mittagu-Lefflerovi. Aproximacni
Véta W neni v ¢lanku explicitné vyslovena, ale vysledky tohoto ¢lanku o aproxi-
maci raciondlnimi funkcemi spolu s ¢lankem, ktery Runge napsal v tomtéz roce
(srv. poznadmku u [17]), dévaji jing, také dvoustupiiovy dikaz Véty W.

Pro nedostatek mista se nelze vénovat vsem variantam dikazu Véty W, vSimneme si proto
pouze téch, které jsou pro nas zajimavé. Po dikazu z r. 1891, ktery publikoval Picard, se o rok
pozdé&ji objevila prace MATYASE LERCHA (1860-1922), ve které popsal jiny dukaz Véty W:
byl opét dvoustupnovy, zalozeny na aproximaci po ¢astech linearni funkce ¢astecnymi soucty
Fourierovy fady a rozvoji (kone¢né mnoha) ¢lenti téchto souctia v Maclaurinovy fady. Dukaz
rozhodné nebyl elementarni, avSak Lerch se k nému r. 1903 vratil v ¢lanku [15]; jeho prvni
Cast obsahuje jednodussi dvoustupnovy dikaz, zaloZzeny na jiném zptsobu aproximace po
castech linearni funkce. Ta vyuziva specidglnich Fourierovych tad dvou funkcs.

3) Viz napf. [13], kde mezi vice ditkkazy Véty W je uveden na str. 292 i modernizovany
dikaz Weierstrasstv a popsan podrobnéji vztah k rovnici pro vedeni tepla.
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Pomineme i ditkaz, ktery predlozil r. 1897 VITO VOLTERRA (1860-1940), a popiSeme
dalsi, ktery podal r. 1898 ve své prvni publikované praci HENRI LEON LEBESGUE
(1875-1941). Také on je zaloZen na aproximaci spojité funkce po Gastech linedrni
spojitou funkci. Klicovou roli v ném hraje rozvoj absolutni hodnoty v fadu. Pomoci
ni se rozviji funkce k(t + |t|), t € R, s parametrem k a z posunuti téchto funkci se
po castech linearni funkce ,sklada“. K rozvoji absolutni hodnoty slouzi jednoduchy
vypocet (lze ale uzit i jiné fady)

2 _ 2N 1 2 1 212 1-3 2
H=VE=VI- (-2 =1-5(1-) g7 (1) — = (1)~

Tato fada (neni to Taylorova fada!) konverguje stejnomérné na [—1,1]. Lebesgueiv

dikaz tak patfi k tém, které jsou myslenkové relativné jednoduché, i kdyz technické
provedeni je opét ponékud pracné; srv. [7], s. 5, kde se po &astech linearni funkce
explicitné vyjadiuje.

Na pfelomu stoleti v r. 1900 publikovali Mittag-Leffler a LIPOT FEJER (1880-1959)
dalsi dikazy Véty W. Jako Weierstrassiv ditkaz uzivaji (singuldrnich) integrala. Druhy
dikaz je zajimavy zejména z teoretického hlediska: Fejér pti studiu Fourierovych rad
dokéazal, ze pro kazdou spojitou 2n-periodickou funkci je

50(f7t)+81(f7t)++5n(f7t)

P = f(t), teR, (8)

on(f,t) =

tj. Ze aritmetické priméry CasteCnych soucttt Fourierovy fady spojité 2n-periodické
funkce f konverguji stejnomérné k funkci f. Tento mozna ponékud prekvapivy fakt
souvisi s tim, ze ve vyjadfeni

sin[(n + %)v]

3v)

sn(ft) = %/j ft—=v)D,(v)dv je Dp(v)=

sin(

2

1
wulfi) = 5= [ -0, e i) = T2

Con ),
a tzv. Fejérovo jadro K je nezdporné a ma v podstaté (faktor 1/(2m)) vSechny
potiebné vlastnosti jader z definice Diracovy posloupnosti.?)

Populérni je také jednostupnovy dikaz, ktery publikoval r. 1908 EDMUND GEORG
HERMANN LANDAU (1877-1938). Jiz vime, Ze tvrzeni sta¢i opét dokézat jen pro realné
funkce f, pro néz plati

fec(o,1]), f0)=f1)=o0.

4) Podrobnéji: pro f =1 je s(1,t) = o(1,t) = 1 pro vSechna ¢ € R, ale v integraci absolut-
nich hodnot |Dy| a |K;| = K, je podstatny rozdil, protoze pro n — oo je [*_|Dn| — co.
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Se zachovanim oznaceni se f rozsif{ na R hodnotou 0 vSude mimo [0, 1], takZe f je
stejnomérné spojitd na R. Pak definujeme polynomy K, (v) = c,(1 —v*)", kde pro
vSechna n € N volime koeficienty ¢, € R tak, aby platilo

1
/Kn(v)dvzl7 ncN.
—1

Pro funkci f definujeme aproximujici polynomy P, f vzorcem

1 1—t 1
Puf(®)= [ S+ oK@ do= [ fr oK, @) do = [ )KL 1) do
1 —t 0
Posledni integrél dava ziejmé (redlny) polynom v proménné ¢; viz [19].
Tak jsme se postupné v historii dikazt Véty W dostali az k r. 1912, kdy Bernstejn
publikoval v [3] dtikaz této véty. Lemmata, kterd jsme dokdzali, lze interpretovat

X

,pravdépodobnostné“: Lemma 1 popisuje binomické rozdéleni a rovnosti

n

S (D)ot ot <o, 3 (L)t =t

k=0

jeho stredni hodnotu a rozptyl; srv. s Lemmaty 2 a 3. Vice pak nalezne ctenar
napf. v [21], s. 132, v [2] nebo [6]. Neni viibec zfejmé, proé¢ nelze misto polynomt B, f
volit interpola¢ni polynomy nabyvajici v bodech k/n, k =0, ..., n, stejnych hodnot
jako f. AvSak pravé Bernstejn ukdzal, Ze napf. pro funkci f(x) = |x| a interval [—1, 1]
tak dostaneme posloupnost polynomd, kterd k f konverguje pouze ve tiech bodech
—1, 0, 1. Podobny piiklad pochazi od Rungeho: pro funkci f(z) = 1/(1 + %) a ana-
logicky ziskanou posloupnost polynomii P, plati dokonce ||f — P,| — oo.

Pfednosti Bernstejnova dtkazu je to, Ze zobrazeni L, : f — B, f ma fadu ,pék-
nych® vlastnosti: Je to linedrni zobrazeni C([0, 1]) do (pod)prostoru P,, restrikci vSech
polynomt stupné nejvysSe n-tého na interval [0,1] a je nezdporné, takze je zfejmé
i monotonni, tj. plati

(f,g€cC([0,1]), f < g) = Buf < Bng.

Linearita a monotonie se uplatni v obecné vété, ze které Véta B jednoduse vyplyva.
Takovou vétu (nékdy téZ oznadovanou ,véta o tfech funkcich“) dokazal r. 1953 PAVEL
PETROVIC KOROVKIN (1913-1985)°). U nés ji zpopularizoval ¢lanek [1]. DokaZeme ji
v obecném ,funkcionalné-analytickém“ tvaru pomoci obratu, ktery byva oznacovan
jako ,v/6-trik“.

Véta K. Jsou-li L, n € N, monotonni linedrni zobrazeni C([a,b]) do C([a,b]), pak
jsou ndsledugici podminky ekvivalentni:

(i) Lof = f pro vSechny funkce f € C([a,b]),

(ii) Lnf; = f; pro funkce f;(z) =127, z € [a,b], kde j=0,1,2.

%) Korovkin ohlasil vysledek ve sdéleni [12] z r. 1953, avSak o rok diive podobnou vétu
uvefejnil v [4] HARALD BOHMAN (1920-1996).
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Diikaz. 7 podminky (i) zfejmé plyne (ii), staci tedy dokézat obracenou implikaci.
Zvolme f € C([a,b]) a M € R tak, ze ||f]| < M. Je-li ¢ > 0, pak ze stejnomérné spoji-
tosti f na [a, b] plyne existence takového & > 0, Ze plati (zde je onen ,v/0-trik)

(-9 <6 = |f(x) - fly)| Se.

Polozime-li o = 2M/§, pak zvazenim piipadt (x —y)? < J a (x — y)? > § dostaneme
pro vSechna x,y € [a, b] nerovnost

|f(x) = fF)| S e+ alz —y)?,

ze které plyne pro vSechna y € [a, b]

If—f)| Se+alfi —y)2

Z monotonie a linearity operatort L,, odtud vyplyva

|Lnf - f(y)Ln]-‘ § eL,l+ O‘(Lan - 2yLnfl + yZLnl) =
=eLnl +a((Lufo = y?) = 2y(Lafi —y) +y* (Ll - 1)),

a po dosazeni x za y a Upravé

[Lnf(x) = f(@)] < |f(@)] - [Lnl = 1] +eLlnl +
+a(Lnfa(z) = f2(x)) — 2f1(x) (Ln f1(z) — fi(x)) + fa(2z)(Lnl —1)].

ProtoZze existuje K € R tak, ze || fx]| < K pro k=0, 1,2, dostaneme piechodem
k supremu

[Lnf = I = M| Lo fo— foll +eLnfo+ aK (| Lnfz = fol | + 2| Ln f1 = fill+ | Ln fo = fol));

z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni.

Poznamenejme, ze i geometricky je pfedchozi dikaz velmi nazorny: pro danou
funkci f ,zkontrolujeme“ L,f v kazdém bodé x € [a,b] pomoci systému funkci
f(@) £ (e +v(z—1)?), t € [a,b], s vhodnymi &,7 > 0. Tuto ,kontrolu umoziuje
fakt, ze zndme chovani L, fr pro k=0, 1, 2. Pfi L, fo = fo, coz nastava napf. pfi
L,f = B,f, se odhady jesté zjednodusi. Je-li pouzit téz modul spojitosti, je mozno
odhadnout ||L,f — f|| elegantnéji a presnéji, coz nésledné vede pro Bernstejnovy
polynomy k odhadu rychlosti konvergence pomoci O(1/+/n); srv. [7], s. 68-70.

Zvazime-li vyvoj diikazti Véty W, postiehl Lerch zéhy, ze dikaz lze provést pomoci
Fourierovych fad. Potiebny aparat byl k dispozici prakticky od r. 1870, kdy EDUARD
HEINE (1821-1881) publikoval praci [8], ve které byla dokdzana stejnomérnd konver-
gence Fourierovy fady spojité po Castech monoténni funkce. Presto Vétu W objevil
az 15 let poté sedmdesatilety Weierstrass na sklonku své zivotni drahy a dokazal ji
zcela jinym zptsobem. Jesté po dalsich témér sedmdeséati letech hledani jinych dikaza
tuto vétu pronikavé zdokonalili patrné zcela nezavisle dva lidé. Mozna, ze se ¢tenari
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bude zdat tento vyvoj krivolaky. To vSak neni pro matematiku atypické. Moznost stale

hledat a Casto i nachazet jednodussi cesty je jednou z véci, které jsou na ni krasné.

Podékovéni. Dékuji RNDr. VERE KURKOVE, DrSc., za upozornéni na ¢lanek [16],
ktery pfinasi podstatné hlubsi pohled na Weierstrassovu vétu a ktery jsem pfi psani

tohoto textu neznal. V ném c¢tenal nalezne fadu dalSich podrobnosti o dikazech
Véty W.
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