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Pozoruhodné reseni problému N téles

Ales Kropdc, Praha

1. Uvod

Tento ¢lanek se zabyva zajimavymi periodickymi feSenimi rovinného problému N té-
les, ktera na sebe gravitacné ptisobi. Napt. tii té€lesa o stejnych hmotnostech mohou
obihat po kfivce ve tvaru ¢isla osm (viz obr. 1). Tato FeSeni byla nedédvno objevena
pomoci numerickych metod, viz [2], [4], protoZe jejich explicitni analyticky tvar neni
zndm. V PMFA se o prekvapivych fesenich problému N téles uz psalo. Naptiklad
v Cisle 2 (1997) se objevil ¢lanek, ktery popisuje unikatni konstrukei vyvrzeni télesa
do nekonecna v kone¢ném case v soustavé péti téles, viz [6]. Zadjemce o problematiku
FeSeni problému N téles odkazujeme také na €ldnek [1].

Obr. 1. Trajektorie nového feseni problému tii
téles.

Nez prejdeme k podrobnému popisu vlastnosti novych feseni, pripomenme si né-
kolik zakladnich pojmia. V dalsim textu pfedpokladame, ze télesa jsou idealizovana
v podobé hmotnych bodi, jejichz pohyb se tidi podle klasické newtonovské mechaniky.
Opomijime tedy veskeré efekty teorie relativity. Podle Newtonova gravita¢niho zédkona
pusobi na sebe dva hmotné body silou F, jejiz velikost je pfimo iimérna soucinu jejich
hmotnosti m1 a mo a nepfimo imérnd druhé mocniné jejich vzdalenosti rqs:

mimsa

2 b
T2

(1) F=ux

Mgr. ALES KROPAC (1978), Matematicky tstav Akademie véd CR, Zitna 25, 11567 Praha,
e-mail: kropac@math.cas.cz.
Préce vznikla v rdmci grantu ¢. A 1019201 GA AV CR.

308 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 48 (2003), ¢. 4



kde 7 = 6,67 - 101! Nm? kg~? je gravita¢ni konstanta. Podivejme se nejprve na fegeni
rovinného problému dvou téles. Ten je zndm jako Keplerova tloha, viz [4]. Pro vektor
7 =715 — 71, kde 71, T2 jsou polohové vektory téles, je pohyb popsan rovnici

dazr M
2 Sl 7
) & =T
kde M = my 4+ mga je Keplerova konstanta a || - || je euklidovskd norma, kterd vyja-

dfuje vzdalenost téles. Rovnice (2) plyne z Newtonovych zakont sily, akce a reakce
a z gravitaéniho zadkona. ReSenim Keplerovy ulohy je kuZeloseka dana poc¢ateénimi
podminkami. V tomto ¢lanku nas budou zajimat feSeni, ktera jsou periodicka, tj. je-li
T > 0 perioda a 7(t) je periodické feSeni, pak plati #(t + T') = 7(¢) pro libovolny ¢as ¢.
V Keplerové tiloze jsou periodickymi feSenimi pouze elipsy, nazyvané Keplerovy elipsy.

Vysetfovani pohybu N hmotnych bodd, které na sebe vzajemné gravitacné ptisobi,
pak vede na FeSeni soustavy nelinearnich obycéejnych diferencidlnich rovnic druhého
radu:

4?7, m;
3 -t —32 7. i=1,....N
Y e P A

kde m; je hmotnost j-tého hmotného bodu, 7; oznacuje polohovy vektor i-tého
hmotného bodu a 7;; = 7; — 7. Soustavu (3) vétsinou dopliiuji poc¢ateéni podminky
pro polohy a rychlosti hmotnych bodi, které zarucuji existenci pravé jednoho fesSeni,
pokud nedojde ke kolizi téles (viz [6]). Vektory 7 (t),...,7n () nazyvame feSenim
problému N téles, pokud spliiuji uvedené diferencidlni rovnice (3).

Snaha o feSeni problému N téles mé dlouhou historii. Jiz v roce 1885 byla vyhlasena
soutéZ, ve které bylo tkolem najit obecné feseni problému pro N > 2. Reseni tehdy
nebylo nalezeno a cena byla udélena Henri Poincarému za jeho p¥ispévek [5], v némz
dokézal, ze obecné TeSeni nelze explicitné vyjadfit analyticky pomoci elementarnich
funkei pro N > 2 (srov. [1]). Mnoho dalsich v§znamnych matematiki se pokouselo roz-
lousknout tento problém, bohuzel vSak netspésné. Ve 20. stoleti se presto rozzafrily dvé
jiskficky nadéje. V roce 1907 publikoval Karl Sundman ¢lanek [7] s obecnym FeSenim
problému tii téles ve tvaru mocninné rady, ktera konvergovala pro vSechny pocatecni
podminky s vyjimkou podminek odpovidajicich nulovému momentu hybnosti soustavy.
Reseni pro pifpad N téles ve tvaru konvergentni mocninné fady se pozdéji objevilo
v ¢lanku [8] ¢inského studenta Quidonga Wanga. Ten vyloudil poéateéni podminky
vedouci ke srazkdm hmotnych bod. Znamena to tedy, ze problém NN téles byl vyfesen?
Bohuzel ne. Uvedené fady sice konverguji, ale neumime je secist. Jejich konvergence
je navic velmi pomald. Abychom ziskali dostatecné presné polohy hmotnych bodu
v néjakém casovém intervalu, museli bychom secist miliony jejich ¢lenti a vlivem
zaokrouhlovacich chyb jsou tato FeSeni prakticky nepouzitelna. K feSeni soustavy (3)
se proto pouzivaji numerické metody.
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2. Eulerovo a Lagrangeovo FeSeni

Podivejme se nyni na periodickd feseni pro rovinny piipad tii téles libovolnych
hmotnosti. Nejjednodussi feseni objevil jiz v roce 1765 Leonhard Euler (viz obr. 2, 3)
a v roce 1774 Joseph-Louis Lagrange (viz obr. 4, 5). Rovinu komplexnich éisel C
uvazujme jako rovinu pohybu. Pocate¢ni polohy hmotnych bodt ozna¢me 7%; € C,
ténim bodi na jednu piimku tak, Ze pomér jejich vzdalenosti ||7o; — 70|/ ||70: — 7ok ||
je kofenem urcitého polynomu s koeficienty zavislymi na hmotnostech téles. Vezméme
nyni libovoln4 periodické FeSeni Xl(t) € C,1=1, 2, 3, tlohy t¥{ téles, kterd maji stej-
nou excentricitu, periodu a spole¢né ohnisko v poc¢atku. Eulerovo feseni pak miizeme
psét 7 (t) = Xi(t), Xi(0) = ;. V kazdém okamziku lezi hmotné body na jedné pifmce
(jsou kolinedrni) a pomér jejich vzdalenosti zlstava stejny.

N

o o o

\_

Obr. 2. Eulerovo feSeni pro stejné hmotnosti.

\&\‘\x i

Obr. 3. Eulerovo feSeni pro obecné hmotnosti.

Lagrangeovo feseni ziskdme umisténim pocatecnich poloh hmotnych bodu 71, 72,
703 do vrchol rovnostranného trojihelniku. Opét si zvolme néjaké periodické Feseni
Keplerovy tlohy Xl(t) € C s jiz uvedenymi vlastnostmi. Pak Lagrangeovo feseni mé
tvar 7;(t) = Xi(t), XZ(O) = 79;. Kazdy bod obihd po elipse takovym zptsobem, Ze
v libovolném okamziku t tvofi hmotné body vrcholy rovnostranného trojihelniku
(viz [3]).

Pro studium problémt v astronomii jsou jesté velmi dtlezité tzv. Hillovy pevné
dvojice. Ty modeluji napf. systém Slunce-Zemé-Mésic. Dvé blizka télesa obihaji kolem
svého hmotného stfedu po skoro kruhovych orbitach. Treti ztistava ve velké vzdalenosti
od téchto dvou a spoletné s hmotnym stfedem dvou blizkych téles obiha po maélo

v
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Obr. 4. Lagrangeovo feSeni pro stejné hmotnosti.

Obr. 5. Lagrangeovo feSeni pro obecné hmotnosti.

Obr. 6. Hillovy pevné dvojice.

dvojice existuji pro vSechny poméry hmotnosti téles. Dalsi dilezity ptipad problému
t1i téles je pro ms = 0, ktery ma aplikace v kosmonautice.

3. Popis nového reSeni problému tfi téles

V dalsim textu predpokladejme, ze gravita¢ni konstanta s a vSechny hmotnosti m;
jsou rovny jedné. Polohové vektory hmotnych bodt v roviné opét oznacme 7, 75, 3.
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Trajektorie. V ivodu jsme se zminili o novém periodickém feSeni rovinného pro-
blému tfi téles se stejnymi hmotnostmi. VSechna tii té€lesa se pohybuji po stejné
trajektorii a ta je zajimava nejenom pro svij svérazny vzhled, osovou symetrii podle
os x a y, ale i pro dalsi vlastnosti, jako je napt. stabilita.

vV

Fi(t), 7a(t), 73(t). Je-li T perioda, pak 7% (t) = 71 (t — £T) a 73(t) = 71 (t — 2T'). Télesa
jsou tedy od sebe fazové posunuta o tretinu periody. V case t = 0 tvori bod m; stied
usecky mezi body mo a ms. Uspofddani tohoto typu nazyvame Eulerova konfigurace
a oznacujeme ji F;, i = 1, 2, 3, podle toho, ktery bod tvori stfed tisecky. Kazdou Sestinu
periody prochézeji body Eulerovou konfiguraci v potadi Ey, E3, Es, E1, E3, Es po
celou periodu 7. V ptli cesty mezi dvéma konfiguracemi E;, E; utvoii body vrcholy
rovnoramenného trojihelniku. Danou konfiguraci ozna¢me M; (viz obr. 7, 8). Za ¢as
%T projdou body z konfigurace F; do konfigurace M, a to byl také kli¢ k sestrojeni
nového Feseni, viz [2].

Obr. 7. Eulerova konfigurace.

Obr. 8. Lagrangeova rovnoramennd konfigurace.

Stabilita. Dilezitou vlastnosti feseni je stabilita. Je znamo jen velmi malo stabilnich
feSeni problému tif téles se stejnymi hmotnostmil) a navic se nové feseni ziskalo
metodami varia¢niho poctu, které obvykle davaji nestabilni dynamicka reseni. Hillovy
pevné dvojice jsou stabilni za urcitych podminek, Lagrangeovo feSeni je stabilni jen
tehdy, pokud je jedno t€leso hmotnéjsi nez ostatni dveé, a Eulerova feseni stabilni
nejsou.

1) Nestabilita konfigurace z obr. 4 je hlavni pfi¢inou toho, pro¢ nepozorujeme galaxie se
tfemi spiralnimi rameny oto¢enymi o 120°.
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Trajektorie nového feSeni je atraktorem, coz znamend, Ze TeSeni s pocateCnimi
podminkami velmi mélo odliSnymi od pocate¢nich podminek feseni ve tvaru osmicky
ma tendenci se vratit zpét na ptuvodni trajektorii feseni. Otazkou proto je, zda je
mozné dany systém pozorovat nékde ve vesmiru. Autofi ¢lanka [2] a [4] odhaduji,
ze pravdépodobnost existence skutecné osmicky se pohybuje v rozmezi mezi jednou
osmickou na galaxii a jednou na cely vesmir.

Konfiguraéni prostor. Pii feSeni pohybu soustavy N hmotnych bodt se zavadi tzv.
konfigura¢ni prostor. Misto vySetfovani pohybu N hmotnych bodd napf. v roviné
vysetfujeme pohyb jen jednoho bodu v prostoru o dimenzi 2N, tj. v konfigura¢nim
prostoru. Méjme tedy v roviné t¥i hmotné body, které na sebe pusobi pritazlivymi
silami podle Newtonova zdkona. Pak konfigura¢ni prostor je mnozina

3
(4) F{T(Fl,FQ,Fg)G(CgZ Z’FZO},
3 i=1
kde podminka Y 7; = 0 vyjadiuje, Ze hmotny stfed soustavy lezi v pocatku.

Newtonovy rloivlnice jsou invariantni vii¢i izometriim prostoru R2, tj. posunuti a ro-
taci. Mame tedy moznost snizit dimenzi konfigura¢niho prostoru a dosdhnout tak
urcitého zjednodusSeni. Mtzeme vytvorit kvocientni strukturu podle grupy téchto
izometrii. Vysledkem je prostor orientovanych trojihelnikt, ve kterém neuvazujeme
posunuti ani rotace. Tento prostor mé dimenzi tfi a muzeme ho proto ztotoznit s pro-
storem R3. Celkové energie soustavy je spjata s volnym parametrem, ktery umoziuje
jeji preskalovani. Zafixovani tohoto parametru definuje povrch koule nazyvany tvaro-
vou sférou. Na pdlech sféry jsou body L; a L reprezentujici rovnostranné konfigurace,
na rovniku jsou symetricky rozmistény Eulerovy body F1, F5 a F5. Kazdym bodem F;
a L; prochéazi polednik M;, na kterém lezi konfigurace odpovidajici rovnoramennym
trojuhelnikim. Rovnik protind polednik M; v bodé binarni kolize Cj, ktery je umistén
oproti bodu F;.

V pripadé obecnych hmotnosti by rozlozeni bodt na tvarové sfére bylo asymetrické.
Jedind symetrie, kterd by se zachovala, je symetrie podle roviny rovniku. Tvarova
sféra pro tfi télesa stejné hmotnosti ma dané konfiguracni body rozlozeny symetricky.
T Eulerovy body a tfi body binarni kolize tvori pravidelny Sestithelnik vepsany do
rovniku.

Obraz feSeni ve tvaru osmicky v konfiguraénim prostoru tvori na tvarové sfére
kiivku, ktera odpovida celkové konstantni energii soustavy. Prochézi vSemi Eulerovymi
body E; a protind kazdy z poledniktt M; pravé dvakrat béhem jedné periody T

Véta. Existuje rovinnd kiivke q: R — R? ve tvaru ¢isla osm, kterd je periodickd
s periodou T, bezkolizni a je Tesenim rovinného problému tri teles. V konfiguracnim
prostoru I je tato krivka popsdna vztahem

(5) r(t) = (q(t + 37), a(t + 37), q(t)).
Drikaz véty lze najit napt. v [2]. ReSeni odpovida poc¢ateéni podmince (srov. obr. 7):
(6) 7 = (0.97000436, —0.24308753) = —7%5, 75 = (0,0),
drs . drp  dr 1 drs
7 — = (—0.93240737, —0.86473146 —_— =" == —
Q dt ( ’ ) dt dt 2 dt
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Odtud a podle uvedené véty lze dokazat, ze kiivka ¢ neni Bernoulliho lemniskatou,

ani Lissajousovym obrazcem s pomérem frekvenci 1 : 2, ani vrstevnici souctu gravi-
tacnich potencialti dvou stejné hmotnych bodi.

4. Nova reSeni pro N > 3

V ¢lanku [4] se popisuji i dalsi nova periodické feseni problému N téles, ktera byla
nedavno objevena pomoci numerickych metod. Napf. na obrazku 9 vidime vskutku
pozoruhodné trajektorie pro N = 4. Dalsi nové trajektorie byly spocitany také pro
N =5 N=6aN =9 (viz obr. 10, 11, 12).

Obr. 9. Trajektorie pro N = 4.

Obr. 10. Trajektorie pro N = 5.

Obr. 11. Trajektorie pro N = 6.

A
o |
—

)

e )

Obr. 12. Trajektorie pro N = 9.
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O jedné formé skryté symetrie
chaotickych stav atmostérickych procest

Jiri Hordk, Praha

Uvod

Stanoveni statistickych deskriptort atraktort generovanych matematickymi modely
vSeobecné cirkulace atmosféry je v poslednich letech vénovana znacna pozornost
v souvislosti s jeji stochasti¢nosti. Abychom chovani matematickych modeli atmosféry
mohli oznacit za stochastické, musi systém obsahovat expanzivni slozku, coz vyplyva
napft. z toho, Ze alespon jeden z Ljapunovovych exponenti na atraktoru matematického
modelu dynamiky atmosféry musi byt kladny, coz je znamy heuristicky predpoklad
chaosu?).

1) Ruelle, viidéi osobnost v teorii deterministického chaosu, upozornuje na to, Ze chaos neni
dokazan, jestlize jsme nalezli homoklinické body. Homoklinicky bod dynamického systému
(M, f) (M je prostor s algebrou méfitelnych mnozin s mirou, normovanou tak, aby mira M
byla rovna 1 a f je grupa transformaci M — M zachovévajicich miru), tj. takovy bod z,
pro ktery existuji lim f*z pro k — oo a lim f*z pro k — —oo a jsou si rovné, nemusi byt
atraktorem a nemusi mit nic spolecného s chovanim systému po uplynuti dlouhé doby.
Existence homoklinického bodu jesté neni dikazem, ze jde o chaos. Za standardni cestu,
jak ukézat, ze dynamicky systém je chaoticky, je povazovana ta, kterd vede k numerickému
odhadu Ljapunovova exponentu.

RNDr. Jitf HorAK, CSc. (1929), Ustav fyziky atmosféry AV CR, Boéni 11/1403, 141 31
Praha 4.
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