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Cambridgské setkani

Karel Zitng o Igor Zolotarev, Praha

V roce 1932 pii pobytu na univerzité v Cambridge Norbert Wiener (1894-1964)
usporadal sérii prednasek o Fourierové transformaci, které kratce nato shrnul do atlé,
dodnes cenéné knizky ,The Fourier Integral and Certain of its Applications“ [20].
Tento pozoruhodny text je jednim z trvalych vysledki, k nimz vedl jeho pobyt v Anglii;
druhym, nikoliv v8ak poslednim, je ¢lanek [2] publikovany G. H. Hardym (1877-1947).
Tento matematik, starsi nez Wiener, byl autorem nebo spoluautorem mnoha skvélych
stati a knih. Jeho sebrané spisy zaplnuji sedm znac¢né objemnych svazkid. Zamérime-li
nyni pozornost na jediny clanek, neni to bezdivodné. Intelektudlné poctivy Hardy
v ném podava svédectvi o tom, jak vyznamné jej ovlivnily diskuse s Wienerem a jak se
podnéty z neformalnich rozhovorti mohou pretavit do korektné formulovanych tvrzeni.

Opravnéné se muzeme domnivat, Ze vid¢im motivem, jenz vedl Wienera k tomu,
ze znovu pricestoval do Cambridge, byla touha po dalsim prohloubeni jiz existujicich
pratelskych vazeb s taméjsi matematickou komunitou, zejména s Hardym. Pobyt byl
Gspésny; nové renomé, které ziskal, mu rovnéz umoznilo, aby navazal nové a ozivil jiz
fungujici kontakty s matematiky z kontinentalni Evropy. AvSak nejcennéjSim vysled-
kem se stala monografie [9]. Mimofadné talentovany mlady cambridgsky matematik
Raymond E. A. C. Paley (1907-1933) ziskal Rockefellerovo stipendium a mél po
Wienerové boku stravit akademicky rok 1932-1933 na Massachusetts Institute of
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Technology. Uspésna spolecna prace vsak zahy skondila. Paley dne 7.4.1933 zahy-
nul na lyzarském vyletu do kanadskych Rocky Mountains. Nastésti nejvyznamnéjsi
vysledky, k nimz se dopracovali, byly zavcas publikovdny v prestiznim casopise [8].
Plody spolecného usili pokryvaji relativné sirokou skalu témat; sjednocujici ideou jsou
vlastnosti Fourierovy transformace v komplexnim oboru. Wiener, jemuz ptipadl neza-
vidénihodny tikol scelit bohaty predbézny material a dotdhnout planovanou publikaci
do konecného tvaru, nam zanechal svédectvi o neforméalnosti spoluprace, ktera ¢asto
probihala s kfidou v ruce pfed tabuli, na niz t¥ibili okamzité napady do predbéznych
verzi, aby z nich posléze vytézili publikovatelné zavéry. Wienertv hluboky vztah ke
Cambridge je potvrzen jiz ivodnim vénovanim: ,,Dedicated by the surviving author
to Professors G. H. Hardy and J. E. Littlewood the teachers of us both.“

O mnoho let pozdéji, v roce 1949, Wiener reagoval na Hardyovu smrt pozoruhod-
nym nekrologem. Stoji za zminku, e G. H. Hardymu je také dedikovéan romén [14],
ktery pred vice nez ctyficeti lety vysSel v cCeském piekladu. Jeho autor, vyznamny
anglicky prozaik Ch. P. Snow, byl Gspésnym fyzikalnim chemikem a koncem tii-
catych let minulého stoleti se stal ¢lenem jedné z celnych cambridgskych Colleges.
V romanu, nazvaném , The Masters“, podal vérohodny a plasticky obraz prostfedi,
v némz pracovali a zili tehdejsi angli¢ti vysokoskolsti pedagogové a védci. Jde v ném
o nepiili§ lichotivé zobrazeni komplikovanych intrik, které predchazeji volbu nového
kolejniho predstaveného. Bylo by naivni, ne-li pfimo smésné, pokouset se identifikovat
profesora Hardyho s nékterou z roméanovych postav, ale Snow jej bezesporu dobie znal
a spolehlivé vystihl atmosféru tehdejsi doby. Zadnéa z romanovych postav sice nehraje
kriket, jimz byl Hardy pfimo posedly, avsak ,A Mathematician’s Apology*, kterou
Hardy poprvé uverejnil v roce 1940, byla v pozdé€jsim vydani opatifena Snowovou
pfedmluvou.

Pro historii matematiky je zpravidla dilezitéjsi sledovat osudy ideji nez zZivotni
pribéhy jejich tvirct. Polozime proto diiraz na vypreparovani myslenek z Wienerovych
cambridgskych pfednések, které nasly bezprostiedni odraz v Hardyové élanku [2].
Tento zamér vyzaduje kratkou exkurzi do matematické analyzy.

Jestlize funkce f: R — C patfi do prostoru Lq(R), tj. je-li lebesgueovsky integrova-
telnd, jeji Fourierovou transformaci je spojita funkce dana predpisem

f(S)Z/Rf(t)eXp(—ist)dt, seR.

Zakladni myslenka, kterd vede k prirozené definici Fourierovy transformace pro
funkce z Hilbertova prostoru Lo (R), je prosta. Ptigel s ni Michel Plancherel jiz v roce
1911: funkci f € Lo(R) aproximujeme funkcemi lezicimi v prostoru Li(R) N La(R).
Pfesnéji feceno, je-li dana funkce f € Lo(R), pak existuje posloupnost (fy,)nen takova,
7€ fn, fn € L1(R) N Ly(R) pro n = 1,2, ..., pficem# f,, konverguji v normé prostoru
Ly(R) k funkci f a posloupnost (f,)nen konverguje vzhledem k téze normé k funkci
z Lo(R), jiz oznacime symbolem §f.

Snadno se presvédcime, ze funkce §f nezavisi na volbé aproximujici posloupnosti.
Skutecné, je-1i (gn)nen posloupnost funkei takova, ze ¢, ¢, € L1(R) N La(R) a g, — f
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pro n — oo v metrice prostoru Lo(R), potom lim, g, = §f skoro vSude v R. To
umoznuje, abychom §f interpretovali jako Fourierovu nebo presnéji jako Fourierovu-
-Plancherelovu transformaci funkce f € Lo(R). Je pozoruhodnym faktem, Ze pro funkci
f € L1(R) N Ly(R) plati, ze

1 .
5f=— skoro vSude v R.
f o f

Wiener okolo roku 1930 studoval vlastnosti Hermitovych funkci. Dosazené vysledky
mu umoznily dospét k transparentnéjsi definici operatoru §. Jeho inovaci muzeme
shrnout takto: pro kazdé celé nezaporné cislo n nazveme

n 1,2 d" 2
ho(t) = (—1)"exp (it )@ exp (—t7), teR,
n-tou Hermitovou funkci. V8echny tyto funkce patii do prostoru L1 (R) N Lo (R) a tvoii
ortogonalni posloupnost, tj.

/ hn(t) o () dt = 2" /T S, n,m € {0,1,2,...},
R

kde 6,y oznacuje Kroneckerovo delta. Nadto pro vSechna n =0,1,2,... plati,
T (=1)"v2nh,,. Jestlize skalarni souéin funkci f,g € Ly(R), tj. integral
I F(t)g(t) dt, oznacime symbolem (f | g), pak ||f]| = (f| f)? je normou funkce f.
Wiener ukézal, Ze posloupnost normalizovanych Hermitovych funkei (¢n)nen,
©n = hn/||hnll, n=0,1,2,..., tvofi ortonormalni bazi v La(R).

Pouzijeme-li pfedchozi terminologii, mizeme Wienerovu definici Fourierovy-Plan-
cherelovy transformace (v aktualizované formé) vyslovit takto:

Necht (¢n)nen je posloupnosti normalizovanych Hermitovych funkci. Fourierovou-
-Plancherelovou transformaci f € Ly(R) nazveme funkci

S§f= i(—i)k(f | r) ¢k,

k=0

jez je prvkem prostoru La(R).

7 definice okamzité plyne, Ze Fpr = (—i)kapk. To znamena, Ze normalizované Hermi-
tovy funkce jsou vlastnimi vektory (unitdrniho) operatoru § a éisla (—i)* jsou odpovi-
dajicimi vlastnimi hodnotami. Wienerova explicitni definice Fourierova-Plancherelova
operatoru, s niz se relativné snadno pracuje a jez umoziuje zjednodusit nékteré
z tradi¢nich dikazi, je bezesporu pozoruhodné. Av8ak monografie [20], kterou Wiener
dokoncil a také vydal v Cambridge, méla daleko sirsi dopad; bez prehanéni ji lze
povazovat za revoluc¢ni pocin. Kratce po jejim vydéni to vystizné vyjadril ve své recenzi
Einar Hille: ,,Recommended for anyone who wants to learn what Fourier integrals are,
what they are good for, and who aspires to the mastery of the new techniques in
handling them.“
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Kniha [20] je ¢lenéna do tii tematickych okruhd. Prvni je vénovan Fourierové
transformaci funkci z prostoru La(R). V druhém jde o problematiku absolutné konver-
gentnich Fourierovych fad. Nalezneme tam Wieneriv technicky narocny a relativné
dlouhy dtkaz proslulé véty:

wJe-li f: R — R spojita a vSude od nuly rizna funkce, jejiz Fourierova fada je abso-
lutné konvergentni, potom také Fourierova fada funkce 1/ f je absolutné konvergentni.*

0ddil je uzavien vysledky, které se tykaji rozlozeni prvocisel. V tieti ¢asti Wiener
posunul argumentaci do abstraktnéjsi podoby; jde o srozumitelny vyklad obecnéji
pojaté harmonické analyzy.

Souhrnny nastin historie harmonické analyzy ve 20. stoleti véetné ocenéni Wienerova
pfinosu lze nalézt, kromé jinych zdroji, v knize J.-P. Piera [11]. Stru¢né Feceno,
Wienerovy ideje a inovace mély dlouhodobou pisobnost. Nicméné k technickému
vytfibeni a k podstatnému zjednoduSeni nékterych jeho postupi doslo jiz po péti
az deseti letech, v ramci tehdy se tvorici nové discipliny funkcionalni analyzy, kterou
dnes oznacujeme jako teorii Banachovych algeber. Byl to napt. Gelfandav dikaz véty
zminéné v predchozim odstavci, jehoz prekvapiva strucnost a elegance presvédcila
o efektivnosti nové teorie a stala se mohutnym impulsem pro jeji rozvijeni po roce 1940.
Svétovy uspéch pozdéjsich Wienerovych publikaci, zejména slavné ,, Cybernetics* nebo
»,Time Series“ vedl zacatkem Sedesatych let k reedici cambridgského vydani v new-
yorskych Dover Publications. Neslo pfitom o pietni akt, njbrz o jesté stale uzitecny,
i kdyz jiz ponékud mélo moderni ivod do problematiky. Obecné vzato, Wienerovy
¢lanky a knihy nejsou snadnou ¢etbou, ackoliv jednim z jeho uditeld byl E. Landau,
ktery proslul tacitovsky struénym, jasnym a srozumitelnym stylem svych dél.

O dlouhodobém piisobeni rané Wienerovy tvorby se lze pfesvédéit napf. z mono-
grafie [6]. V ni je citovdno osm Wienerovych praci, z nichZ pouze dvé jsou z let po jeho
cambridgském pobytu v roce 1932. V roce 1972 vedle prave zminéného dila T. Kawaty
vysla také, a to dokonce v téze edici nakladatelstvi Academic Press, kniha [1]. Jeji
autofi H. Dym a H. P. McKean, jak se zda, poprvé a tedy s odstupem 40 let
vélenili Wienerovu definici Fourierovy-Plancherelovy transformace do dila minéného
jako ucebnice. AvSak teprve v poslednich desetiletich dochézi k Castéjsim pokustim
o prolamovani strnulé pedagogické tradice; jako priklad mutze poslouzit kniha P. Las-
sera [7]. V ucebnici F. Jonese [5], v ucelené kolekci cvideni, jsou studovany Hermitovy
funkce a vyzdvizen jejich vyznam pro teorii Fourierovy-Plancherelovy transformace.
Je to vsak predevsim D. W. Strook, ktery do 3. vydéani v rychlém sledu reeditované
knihy [15] zafadil vyklad o Hermitovych funkcich definovanych na eukleidovském
m-dimenzionalnim prostoru a rozsitil Wienerovu definici Fourierova-Plancherelova
operatoru na funkce z prostoru Lo(R). Renesanci zdjmu o Wienerovu koncepci lze
podle Strooka pripsat pfedevsim matematickym fyzikiim specializovanym na kvanto-
vou teorii pole.

Je cas vratit se k ¢lanku [2], precizovat Wienertiv vliv na jeho vznik a poté ocenit
jeho dlouhodoby dosah. V jeho vstupni vété se fika: This note originates from a remark
of Prof. N. Wiener, to the effect that ,a pair of transforms f and g [ = f] cannot both
be very small“. V poznamce pod ¢arou Hardy ptipojil zminku o Hermitovych funkcich:
»t was from Wiener’s lectures that I learnt their importance in the theory of the
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Fourier integral.“ Tyto citace vymezuji dilezity pocatecni impuls. To, co nésleduje, je
skvélou ukazkou Hardyovy mistrovské imaginace. Principialni vétu uvedeme dvakrat.
Nejprve v lehce oprosténé verzi, v niz se vyhneme Hardyovu pouziti Landauovych
symboli O a o, a poté v tradi¢néjsi formé.

Véta A. Necht a, b, ¢ jsou kladnd c¢isla. Jestlize f: R — C je lebesqueovsky méfitelnd
funkce takovd, Ze pro vsechna t € R plati soucasné

[F(B)] £ cexp(—3at®), |f()] < cexp(—5bt°),

potom bud f =0, nebo [ je konstantnim ndsobkem funkce exp(f%atz), resp. je

nekonecné mmnoho takovych funkci v zdvislosti na tom, zda ab > %, ab= 1 resp.

4’
ab < %. (Tteti moznost odrazi vztah mezi n-tou Hermitovou funkei a jeji Fourierovou
transformaci a je tedy mozné, Ze to byla pravé tato relace, ktera probudila Hardyho

zdjem o Hermitovy funkce.)

Hardy predlozil dva rtzné dukazy Véty A. Prvni vyuziva jednu z vét spojovanych se
jmény Phragmeéna a Lindelofa ve formulaci, v niz ji uvadéji Pélya a Szegé [12]; druhy,
jenz je zaloZen na vysledcich Hardyho, Titchmarshe a Lercha, je dnes opomijeny.
Z dne$niho pohledu je Véta A jednim z tzv. principtt neurcitosti pro Fourierovu
transformaci. Tim je devalvovano Hardyovo tvrzeni, ze nalezl ,the most precise inter-
pretation possible* Wienerova postiehu. Urcité nejzndméjsim principem neurcitosti je
nerovnost, kterou v terminech kvantové mechaniky formuloval Werner von Heisenberg
zhruba Sest let pfed Hardym a ucinil z ni jeden z fundamentalnich fyzikalnich po-
znatki. Je velmi pravdépodobné, ze ani Hardy, ani Wiener s timto vysledkem nebyli
seznédmeni, nebot se objevil v literatufe o kvantové mechanice. Jako matematické
tvrzeni jej dokdzal Hermann Weyl. Vyslovme je v nasledujici formé.

VétaB. Necht §f oznacuje Fourierovu-Plancherelovu transformaci funkce f € La(R).

o iz ([ eropa) ([ Sareras).

Nerovnost prejde v rovnost, pravé kdyz f(t) = Bexp(fé)\tz) skoro vsude v R, kde (3
je komplexni konstanta a symbolem A\ oznacujeme kladné cislo.

Predchozi nerovnost je prototypem ,kvantitativniho principu neurcitosti“, v némz
dolni mez udéva ,miru disperze“ f a (resp. §f), zatimco Hardytv vysledek je jednim
z tzv.  kvalitativnich principd neurcitosti®.

Literarni védec a spisovatel Viktor Sklovsky kdysi poznamenal, Ze prace ruskych
formalistii jsou spiSe ozimem nez jafinou. Totéz lze fici o Hardyho stati. Urcité ji
znali specialisté; prvni knihou, v niz nalezneme Hardyho princip neurcitosti, je jiz
zminéna monografie [9]. O pér let pozdé&ji je uveden v Titchmarshové kompendiu [19].
Do sirsiho povédomi vsak pravdépodobné pronikl az po roce 1972, kdy byly vydany
knihy [1] a [6]. Nicméné rozsahlejsi pozornosti se mu dostalo az po dalsich deseti letech.

K tomu, abychom mohli ocenit nejvyznamnéjsi pfimé zobecnéni Hardyovy véty,
uvedme nejprve slibenou parafrdzi Véty A. Ani zde nereprodukujeme jeji ptivodni
verzi. Dali jsme pfednost formulaci podle T. Kawaty [6], str. 279-283.
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Véta A’. Necht funkce f a f patit do Ly(R). Necht m je piirozené éislo. Necht a, b
jsou kladné konstanty takové, Ze ab = %. Predpoklddejme, Ze plati

fit) = O(|t\mexp(fat2))7 f(t) = O(|t\mexp(fbt2)) pro |t| — oo.

Potom f( t) = exp(— BtZ) (t), t € R, kde P(t) je polynom stupné nejuyse m. Specidlné
jestlite a=b=1,p f(t) = f@t) = exp(—1t?)P(t), t € R. Pro m =0 obdrZime

ft)=f@t) = cexp(—3t?)P(t), kde c je konstanta.

Cilem préace [10] bylo nahradit faktor |¢|™ rychleji rostouci funkei. Hardy dokézal
Vétu A’ na zdkladé modifikovaného principu maxima pro holomorfni funkce. Obdobny
aparét z teorie celistvych funkei pouzil zhruba ptred deseti lety Ch. Pfannschmidt [10],
aby dokazal néasledujici tvrzeni.

Véta B’. Necht a >0, b = 1/(4a). Jestlize f, fe L1 (R) splriugi podminky

F(t) = O(IR(D)| exp(—at®)), f(t) = O(|Q()| exp(=bt?)) pro |t] — +oo,
pricemZ plati, Ze

1 1
b sup PELROL o log[Q()

=0
[t]——+o0 t2 [t|—+oo 2 ’

potom bud ab =%, anebo f = f=o.

Pfannschmidt rovnéz ukézal, ze existuji pfirozend omezeni na rist faktordt R a @
a ze v tomto smyslu jde o obecnou verzi Hardyho véty.

Do kontextu komplexni analyzy je Hardyho véta zafazena v monografii [3], jiz lze
charakterizovat jako fadu kratsich studii vénovanych rtznym formulacim principu
neurditosti, nebot nepiehledné mnozstvi dilé¢ich vysledki zatim vzdoruje snahdm o sys-
tematickou klasifikaci. Autofi zduraznili, ze nejdtlezitéjsi varianty principu neurcitosti
byly ziskdny metodami teorie holomorfnich funkci, avSak Ze bariéra mezi reilnou
a komplexni analyzou neni nepropustna. To zfetelné dokumentuji prace indickych
matematiki sdruzenych okolo S. Thangavelu. Jimi ziskané vysledky ukézaly, Ze s pou-
zitim technik specifickych pro redlnou harmonickou analyzu 1ze Hardyho vétu rozsitit
nejen na eukleidovsky prostor, ale také napf. na Heisenbergovy grupy nebo symetrické
prostory. Po¢ateéni dosazené vysledky shrnuje ¢lanek [13] a jejich dlouhodoby vyzkum
je bilancovan ve dvou monograficky zaméfenych publikacich [17] a [18]. Samoziejmé
predmétem jejich zajmu neni vyluéné zobectiovani zminéné véty, nybrz dalekosahla
modifikace standardnich vysledkt z komutativni harmonické analyzy (Plancherelovy
véty, Paleyovy-Wienerovy véty, Wienerovy-Tauberovy véty atp.) na pfipady nékterych
Lieovych grup. Uvedme jesté, ze jedna z dalsich knih [16] S. Thangavelu je zcésti
vénovana Hermitovym funkcim.

Predchozi zcela letmy pohled do soucasnosti ukazuje, ze Wienertiv postieh pro
budoucnost zafixovany G. H. Hardym byl a je velmi podnétny. Havin a Joricke
charakterizovali svou knihu jako variace na Wienerovo téma: ,It is impossible for
a non-zero function and its Fourier transform to be simultaneously very small. In
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other words, any information gained about f has to be paid by a corresponding loss of
control on f.“ Analogickou frazi je také uveden i Havintv novéjsi piehledovy ¢lanek [3].

vvvvv

principu neurcitosti.

Frantisek Halas v jedné basni vyslovil ponékud melancholické ptéani: , byt kymsi
¢ten a pochvalen na dobrou paméatku“. Godfrey Harold Hardy a Norbert Wiener jsou
zcela urcité cteni a chvaleni a nejenom za to, co vzeslo z jejich cambridgskych diskusi.
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