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1982 ACTA UNIVERSITATIS CAROLINAE - MATHEMATICA ET PHYSICA VOL. 23. NO. 1,

Opérations Dérivées Des Treillis Orthomodulaires (Part 2)

J. SIMON
Faculté pédagogique, Ostrava*)

Le 10 avril 1981

L’auteur étudie les propriétés des opérations spéciales, dérivées des opérations du treillis
orthomodulaire.

Autor vysetfuje vlastnosti dvou specidlnich operaci, odvozenych z operaci ortomoduldrniho
svazu.

ABTOp 3aHMMAaeTCs CBOACTBaMH omepaLuif, KOTOPhIE BBIBEAECHBI H3 ONEpaumit OpTOMOAYJIApP-
HOH CTPYKTYpBI.

Dans cet article, qui est la continuité de [5], on étudiera les propriétés des
opérations spéciales, dérivées des opérations du treillis orthomodulaire J =
= (T, v, A,,0, 1). On définit ces opérations par les formules

(1) a+b=(avb)a(avd)
(2 a.b=(@aAb)v(aAb)
pour tous les éléments a, be I .

On dit que a commute avec b et on écrit a®b, si et seulement si (a, b) est un
couple d’éléments de I tel que

(3)a=(aAb)v(anb)

Les propriétés de la relation % sont décrites dans [3]; dans [2] on trouve le théo-
réme de Foulis-Holland: les éléments a, b, c€ J constituent un triplet distributif,
si 'un de ces élements commute avec les deux restants.

En premiére lieu, nous introduisons quelques propriétés des opérations (1)
et (2), qui résultent imédiatement des définitions des opérations citées.

Lemme 1. Soient a, be J. Alors

()(@a+by=a.b=a.b,(a.b)y =a+b=a +b;
({i)a+b =a" +b,a.b =a.b;
(ii)a+b=b+a,a.b=>b.a;
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(ivya+a =1,a.a =0;
(vVa+b=a<b=0<«a.b=a;
(vija+b=a<b=1<a.b=ad,
(vi)a+b=0<«a=b<wa.b=1;

(viii) aCb, aCc = aCb + ¢, aCb, aCc = aCb . c;
(ix)asb=>a+b=aAbasb=>a.b=avb.

Théoréme 2. Pour tout couple (a, b) d’éléments de 7, les conditions suivantes sont
équivalentes:

(A) a%b;
(B) (a + b) = a’ + b;
(C)(a.b)y =a’.b.

Démonstration.

(A) = (B): Soit a®%b, alors aussi a¥b’, b€a’ et comme a%a’, a’ A b'Ca, a’ A b'Ch,
on obtient
(@+b)y=(@Aab)yv(@anb)=((a rAb)va)a(@Aab)vbd)=

=(@vb)a(avb)=a +b.

(B)=(C):Si(a+by=a"+b,(a.by=a+b=(a+b)y=(a+b)=a.

. b d’apres (i) du Lemme 1.

(C)=(A):Si(a.b) =a'.b,(a.b’).(a .b) =1 dapres (vii) du Lemme 1. Donc

aA(a.by.(a.b)=a,

ce qui donne en égard a (2)
an(((avbya(@vd)a(@ ab)v(anab))v
V({@ab)v(@ab)a(avb)a(a vb))=a.

En conséquence,

an((@ab)v(@aanb)v(@aab)yv(aab)=a.

Si nous transformons la derniére égalité, nous obtenons d’aprés le théoréme de
Foulis-Holland

(@n(@ab)v(@aab))vi@ana(@anab)v(a ab))=a,
car a%(a’ A b) v (a A b’), ab(a A b) v (a' A b'). Lapplication ultérieur du
théoréme de Foulis-Holland — a%a’ A b, a¥a A b’ — donne
(@aab)v(anb)=a
et a¥b d’apres (3).

Théoréme 3. Les conditions suivantes sont équivalentes pour tous les éléments
a,beJ.
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(A) a¥®b;
(B) a + (a + b) = b;
(C) a.(a.b)=0b.

Démonstration.

(A) = (B): Si a%b, nous obtenons successivement
a+(a+b)=(av(a+Db)a(av(a+b))=
=(@av({@vda(@vd)a(@v(@ab)v(anb)=
=(avb)a(@vb=(@(@avdara)v(avb)ab)=
=(barad)vb=b,
car a¥a v b, a¥a’ v b’, a'¢a’ A b, a’6a A b, a%a v b, b¥a v b, a’¥a, a’¥b.
(B) = (C): Soit a + (a + b) = b. De (i) et (ii) du Lemme 1 il découle
a.(a.b)y=a.(a.b)=a.(a +b)=a.(a +0b)=
=(a+(a +b))y=(@0b)=0b.
(C) = (A): Comme a%a A b, a6a’ A b, a’a v b, b%a v b, il résulte de la sup-
position a . (a . b) = b:
(@arn(@adb)v(@ab))v(aa(@vb)a(avb)=>b,
(@anb)v(a a(avd)=0b,
bv(@ab)v(ana(avb)=hb,
bv(a a(avb)=>b,
(bva)a(bva)=hb,
B Aad)v( Aa)=Db".

La derniére égalité dit que b'%a’; vu les propriétés de la relation ¥ on a aussi
a¥®b.

Théoréme 4. Les éléments a, b € J commutent is et seulement s’ils existent respective-
ment ce 7, de T tels que respectivement a + ¢ = b, a.d = b.

Démonstration.

Supposons que a¥b pour a,be J. Mettons c =a + b, d =a.b — alors
a+ (a+b)=>b=a.(a.b)dapres le Théoréme 3.

Supposons réciproquement qu’ils existent ¢, d € J pour lesquels a + ¢ = b,
a.d =b.Commea¥a v c,a¥a’ v ¢’,a€a A d,a€a’ A d’,onaaussi a‘%(a Y c) A
A(a v ), a6(a nd)v (a Ad) Il en découle, par définition des opérations
(1) et (2), que a%a + ¢, a%a . d. Par hypothése, a commute avec b dans les deux cas.

Corollaire 5. Soient a, b, c € J tels que a¥c, b¥c. Alors

()a+c=b+c=>a=b,
({i)a.c=b.c=>a=h
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Démonstration.

Nous allons montrer que la relation (i) est vérifiée. La démonstration dans le
cas (ii) est analogique.

Si a%c, b%c et a + ¢ = b + c, ensuite ¢ + (¢ + a) = ¢ + (c + b) et d’aprés
le Théoréme 3. a = b.

Aucune des opérations (1), (2) n’est pas associative. Le théoréme suivant donne
la condition pour que le triplet (a, b, c) soit associatif.

Théoréme 6. Pour tout triplet (a, b, c) d’éléments de I tels que a®b, a6c, béc I'égalité
4) a+(b+c)=(a+b)+c

est satisfaite.

Démonstration.

Si les suppositions sont réalisées, une application répétée du théoréme de Foulis-
Holland donne

a+b+c)=(av(bveya®@ve))a@v®acd)v(bac)=
=(avbveaavbdve)a(((@vd)a(ave)v
v(bnac)=
=(avbvea@vdve)a(((a@vb)yvibaca
Afl@ve)yvibae)=(@vbvea(avd ve)a
Ag(tf’vII)’v;)))A(a’vb’vc)A(a’vc’vb)/\
=(avbveonan(favbve)a(@vb vea@vbyvc)=
=(avbvea@vbvea(lavd ve)alave va)a
A@vbve)albvb ve)=
=(avbveya(@ vb vea
All(@ Aab)yvav)a(@ab)vbvc))=
=(@avbvea(@vbvea(@ab)v
V@veyadve)=(((avda@vbd)vea
A(@Aab)yv(@ab)ve)=(a+b)+ec.

Corollaire 7. Pour tout triplet d’éléments de I tels que a%c, b%c, a¥b I'égalité

a.(b.cy=(a.b).c
est satisfaite.
Il n’y a pas de nécessité a satisfaire respectivement a®b, a%c, b¥c, si I'égalité
(4) est verifiée pour quelques éléments a, b, c€ T
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Exemple 8. Soit J, le treillis orthomodulaire libre ayant deux générateurs x, y.
Prenons trois éléments a, b, ce T ,:

a=(xvy A vxay),
b=(x"vyaxvy),
c=(xvy)AEVvYIAVE AY)V(XAY).
Nous prouvons par le calcul direct que
a+(b+c)=(xvy)axvy)=(@a+b)+c;

néanmoins, a ne commute pas avec c.
Le résultat intéressant est donné par

Théoréme 9. Si 'opération respectivement (1), (2) est associative, a commute avec b
pour tous les éléments a, b e I, c’est-a-dire J est un treillis booléien.

Démonstration.

Nous allons prouver le théoréme pour I'opération (1). Supposons d’abord que
(1) soit associative. Alors, pour tous les éléments a, be 7,

a+(a+b)=(@+a)+b=0+b=>b.

En effet, a¥b d’apres le Théoréme 3.
Notons, que le résultat énoncé dans le Théoréme 9 est aussi di a L. Beran

(cf. [1]).
Nous ne pouvons pas omettre aucune des conditions a€b, a€c, b%c du Théo-
réme 6. Montrons-le par

Exemple 10. Soit I, le treillis orthomodulaire libre ayant deux générateurs x, y. Ici
x¢xvy)AXvy), xvy)aE vy)Ex vY)Ay v ( AY),
mais x ne commute pas avec (x’ v ¥') A (y v (x" A y')). En méme temps

x+ (" vy)A v E A+ (xvy) Al vy))=
=x+y=(x"vyakxvy),
G+ VvI)AGVEAYD)+H(xv ) AR vY))=
=1+((xvy)a@vy)=Exay v ay).

Théoréme 11. Pour tout couple (a, b) d’éléments de F: a%b si et seulement si I'égalité

(@a+b)ra=anb
est verifiée.
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Démonstration.

Soit a%b, alors (a+b)ra=(avb)a(a vb)ra=anr(advb)=
= a A b, car a¥a’, a¥b’.
Inversement, (@ + b) A a = a A b’ implique

(@+b)rayv(aanb)=(arb)v(anb)
et d’aprés le théoréme de Foulis-Holland, (a‘éa Ab,a v bCan b),
@av@ab)a(@aab)yv(a@vb)=(aarb)v(anb).

La derniére égalité donne a = (a A b) v (a A b’). Or, a¥b d’apres (3). Voici
la conséquence du Théoréme 11, qui nous obtenons par dualité:

Corollaire 12. Les éléments a, b €  commutent is et seulement si
(@a.b)va=avb.

Théoréme 13. Pour tout couple (a, b) d’éléments du treillis 7 les conditions suivantes
sont équivalentes:

(A) a%b;

(B) a.(a + b)=b';
(©)a+(a.b)=V.
Démonstration.

(A) = (B): Soit a%b. Alors a . (a + b) = (a + (a + b))’ = b’ d’aprés (i) du Lemme
1 et d’aprés le Théoréme 3.

(B)=(C): Sia.(a +b) =1V,
a+(a.b)=(@a.(a+b)yy=(a.(a+Db))=(b))=0b

d’apres (i) et (i) du Lemme 1.

(C) = (A): 11 découle de la supposition a + (a.b) = b’ que (a.(a.b)) = b’ et

aussi a . (a . b) = b. En effet, a¢b d’aprés le Théoréme 3.

Théoréme 14. Pour tout triplet (a, b, ¢) d’éléments de 7 tels que a%c, b¥c, les relations

(5) @+b)ac=(@rnc)+(bnarc),

(6) (@.b)ve=(@ave). (bveo)

sont satisfaites.

Démonstration.

Puisque nous obtenons (6) de (5) par dualité, il suffit de démontrer (5). Par
hypothése a®c, b¥%c; il en résulte a A bCc, a v b%c et aussi (a A c)é(a’ v b'),
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(b A ¢)%(a’ v b’). En appliquant le théoréme de Foulis-Holland, nous obtenons
par le calcul direct

@+b)rc=(@avb)a(@vbd)yac=(anc)v(barc)a(avd)=
=((@anc)ar(@vb))v(barc)a(avd)=
=(an(cra)vcab)viba(caa)v(cab))=
=(@anr((crna)v(cab)vicac)))v

vibAa((caa)v(cad)v(cac))=
=((@rc)ar(@vbve)v(acya(@a@ vbd ve))=
=((@rc)vbac)a(@vbve)=
=((@anc)yvibac)ya((@ve)yvve)=(anc)+(bac).

D’autre part, si (5) est satisfaite pour quelques éléments a, b, ¢ € 7, les proposi-
tions a¥c, b&c ne sont pas en général vraies.

Exemple 15. Soient

b
’

vyYa(yv(x Ay)),

o o8
Il
X’;\k

les éléments du treillis 7, (voir EX. 8). Alors
(@+b)rc=x=(@nrnc)+(bnrc),

mais b ne commute pas avec c.
Théoréme 16. Soient a, b les éléments de J telsquea’ + b, a¥b. Alors a + b + 1.

Démonstration.
Supposons que a¥b, a’ £+ beta+ b =1.0na

a =(@Ab)v(anb),
a=(@vb)a(avhb),
aAnfavb)y=(@vb)a(avb)a(@vb),
aAb=(a+b)a(@vb)=1A(@vb=a vbh.

’

La derniére égalité montre que a’ = b et le théoréme est ainsi prouvé par
absurde.

Remarque 17. Le Théoréme 16 ne peut pas étre inversé. Le treillis de la figure ci-
dessus est orthomodulaire (voir [4]). Dans ce treillis (a A e) v (a A €) *+ a,
c’est-a-dire a ne commute pas avece,maisa + e=(ave) A (a' ve)=c Al=
=c # 1.
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