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Neékolik cest k minimalizaci vyrokovych forem

Tento pifspévek vénuji predeviim Vitu Saldkovi a Matéji Solcovi, aby slozité problémy
v budoucnosti fesili jednoduse a s nadhledem.

Alena Solcovd, Praha

1. Uvod

Reseni matematickych problémi je spojeno s abstrahovanim a formalizaci dloh, které
jsou vyjadieny v prirozeném jazyce. Uz ve stifedovéku byly ke zjednodusSeni téchto
formalnich vyjadieni pouzivany diagramové a mechanické metody. Ve druhé poloviné
20. stoleti se minimaliza¢ni metody staly velmi potFebnymi a dulezitymi v rozvijejici
se informatice.

V prispévku zminime pfedev§im metodu Maurice Karnaugha, ktery pouzil k mi-
nimalizaci vyrokovych forem novy zpusob zobrazeni tabulky pravdivostnich hodnot
vyrokové formy. Uvefejnil ji v ¢lanku nazvaném The map method for synthesis of
combinational logic circuits [2] v roce 1953. Karnaughovy mapy se dnes Siroce uzivaji
k minimalizaci forem nejen ve vyrokové logice a v Booleové algebfe, ale i v dalsich
aplikacich.

2. Metody minimalizace
Vyrokové formule (logické funkce) muzeme vyjddfit ruznymi zpusoby, napf.
e tabulkou pravdivostnich hodnot

e vyrazem, kde jsou symboly pro vyrokové proménné spojeny symboly logickych
operaci

e piirozenymi ¢isly, napt. v desitkové nebo dvojkové soustavée

e mapami (Svobodova nebo Karnaughova mapa)
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2.1. Tabulky pravdivostnich hodnot

Tabulky pravdivostnich hodnot muzeme pouzit k zdpisu formule dané v libovolném
tvaru, v némz je uzito operaci klasické vyrokové logiky. Po analyze tabulky muzeme
vyrokovou formuli zapsat v dplném disjunktivnim normaélnim tvaru. Formule
je v disjunktivnim normalnim tvaru, kdyz je disjunkci mintermiu, kde minterm
ve vyrokové logice znamend konjunkci literdlu (a je-li  vyrokovd proménnd, tak ji
urcené literdly jsou préavé x a jeji negace). Disjunktivni normélni tvar je tplny, jestlize
se v kazdém mintermu vyskytuji vSechny proménné formule.

2.2. U'pravy vyrazu

K tdpravam smérujicim ke zjednodusovani formuli se ve vyrokové logice a booleov-
ské algebte uzivaji predevsim tato tvrzeni: Véta o disjunkci (A V —A) a jeji dudlni
tvar, distributivni zdkony a de Morganovy zdkony. Znak — je operdtor negace a V je
operétor disjunkce. Disjunkce (A V —~A) mé vzdy pravdivostni hodnotu 1. De Mor-
ganovy zakony jsou pravidla, ktera lze vyjadrit v prirozeném jazyce takto: Negaci
konjunkce nékolika vyroku lze vyjddiit jako disjunkci negaci jednotlivych vyroku.
Negace disjunkce nékolika vyroku je konjunkce negaci jednotlivych vyroku. Pro dva
vyroky P a ) mohou byt pravidla formdlné zapsdna takto: (P A Q) < (=P V —Q),
—(PV Q)< (-P A-Q), kde A je operdtor konjunkce.

Znak < je metalogicky symbol vyjadiujici, Zze jednu formuli lze nahradit dru-
hou a jeji pravdivostni ohodnoceni se nezméni. De Morganovy zdkony jsou piikladem
obecnéjsi vlastnosti vyrokovych formuli — duality. Spole¢né s ostatnimi vétami dovoluji
zjednodusovat vyrokové formule v programech a pii navrhovani elektrickych obvodu
a siti.

2.3. Vyjadreni formule ve dvojkové nebo desitkové soustavé

Disjunktivni normalni tvar formule lze vyjadrit booleovsky pomoci pravdivostnich hod-
not z tabulky, viz [1]. Pokud v tabulce pravdivostnich hodnot mé formule X (A, B, C)
ohodnoceni 1 pro prvotni ohodnoceni: 000, 010, 111, pak zapiseme X (A4, B,C) =
3(000, 010, 111) nebo v desitkové soustave X (A4, B,C) = £(0,2,7).

2.4. Karnaughova mapa
Minimalizace pomoci Karnaughovy mapy
Upravujme formuli v disjunktivnim normalnim tvaru:

Q=(@xA-yA-z)V(zAyA-z)V(—xA-yA-z).

Tabulka pravdivostnich hodnot pro @ ma ve vysledném sloupci tiikrat hodnotu 1:

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 59 (2014), ¢. 3 247



n Karnaughova mapa (K-mapa) pro Q:
1

1

Qmin = Ql \v Q2
Ql = ﬁy Nz
Q2 = X /\ -z
Yy Yy

Yy Yy
-= [ -
- 1 0 0 1

- 1 0 0 0

S O O O B ==
o O B B O ©O =
S B ©O B ©O = O
= o = O = o o o

Buiky v K-mapé oznacené 1 odpovidaji tém fadkum v tabulce pravdivostnich hod-
not formule @, v nichz ve vysledném sloupci ) rovnéz hodnota 1. Pro minimalizaci spo-
jujeme buiky po dvojicich, ¢tveficich, po 2”-ticich. Pfitom se skupiny (2™-tice) mohou
prekryvat. Pripomeinime, ze K-mapa neni jen rovinné. Je to rovinné pokryti toroidu.
(Toroid je objekt, ktery v trojrozmérném prostoru vypadd jako ,povrch pneumatiky*.)
Bunky lze spojovat i pres okraj, jako by tabulka sousedila s vlastnimi kopiemi.

Mapa pro 3 proménné:

V=( AAN-BA-C)V
( AN-BA C)V
(~AA BA-C)V N I
(FAAN=BA C)V - 1 1 0 1
(mAN BA Q) A
V= -AVv-B

Karnaughovu mapu muzeme povazovat za specidlni usporadani tabulky pravdi-
vostnich hodnot. V K-mapéach se pouzivaji booleovské proménné 0 a 1 a jsou prevedeny
obvykle z tabulky pravdivostnich hodnot. Pouziti K-mapy je nédzorné. Pii minimali-
zaci seskupujeme faktory se spoleénymi ¢leny a vylucujeme ty cleny, které pravdivostni
hodnotu vysledku neovliviiuji. Je to graficka technika, kterd je vhodna nejvyse pro Sest
proménnych.

Umoznuje:

e Konstruovat Karnaughovy mapy pro minimalizaci logické funkce

e Urcovat minimdlni logickou funkci z Karnaughovy mapy
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Kdo metodu minimalizace vyrokovych forem pomoci Karnaughovy mapy
objevil?

Metoda je pojmenovana podle amerického fyzika Maurice Karnaugha. Byla vSak
nezavisle objevena Edwardem W. Veitchem v roce 1952.

Maurice Karnaugh (*1924 v New Yorku) studoval v letech 1944-1948 matema-
tiku a fyziku na City College v New Yorku. Odtud pfesel na Yaleovu univerzitu, kde
studium postupné dokonéil. Bakaldfem (BSc) se stal v roce 1949, Master of Science
obh4jil roku 1950 a doktorét (PhD) ve fyzice ziskal po obhajobé préace The theory of
magnetic resonance and lambda-type doubling in nitric-ozide v roce 1952. Poté pusobil
v Bellovych laboratoiich. ,Karnaughovu mapu“ pouzil v roce 1953 ke zjednoduseni
digitdlnich elektronickych obvodi.

Skola v New Yorku byla pro talentované studenty tradiéné vhodné motivujici
prostiedi. Na City College studovali fyziku napt. také tfi nositelé Nobelovy ceny: Ro-
bert Hofstadter v roce 1961, Arno Penzias v roce 1978 a Leon Lederman v roce 1988.
Albert Einstein zde mél v roce 1921 prvni z fady pifednéasek ve Spojenych statech.
Prosttedi Bellovych laborator{ (Bell Labs) v New Yersey, kde Karnaugh pusobil po
studiu, bylo rovnéz tvuréi a inspirujici v mnoha oblastech. Vyzkumnici se zde vénovali
radiové astronomii, vyvoji tranzistoru, laseriim, snima¢tim CCD, teoretické informa-
tice, vyvoji opera¢niho systému UNIX, programovacimu jazyku C a C++. Za prace
v Bellovych laboratotich bylo udéleno sedm Nobelovych cen a dvé Turingovy ceny.
A prévé v Bellovych laboratotich pracoval Karnaugh 4 roky v letech 1952-56. Poté
presel do IBM, kde zustal do roku 1989. Zabyval se zde sitémi. V roce 1976 byl Kar-
naugh zvolen IEEE Fellow a nakonec v letech 1980-1999 pusobil na newyorské poly-
technice ve Westchesteru.

Edward W. Veitch (*1924) je americky poéitacovy odbornik. Do roku 1949 stu-
doval fyziku na Harvardové univerzité. V roce 1952 v ¢ldnku A chart method for
simplifying truth functions popisuje Veitch graficky postup k optimalizaci logickych
obvodu [4]. O rok pozdéji (1953) tuto metodu pouzil a popsal Maurice Karnaugh,
a tak se metoda ve spojeni s jeho jménem rozsitila.

Puvodni Veitchuv diagram vychéazi ze zndmého predpokladu, ze logickou funkci lze
vyjadiit pomoci bodu ve vrcholech n-dimenzionalni krychle, kde kazda proménna je
vyjadiena jinou dimenzi krychle. Tii proménné mohou byt vyjddieny pomoci troj-
dimenzionélni krychle s osmi vrcholy. Pak se porovnavaji ¢tvefice na protilehlych
strandch krychle. Pro étyfi, pét nebo Sest proménnych je zobrazeni slozitéjsi, viz [5].

2.5. Svobodova mapa

Antonin Svoboda navrhl a pouzival jiné, zdanlivé podobné, zobrazeni tabulky pravdi-
vostnich hodnot. Svobodova mapa je ale indexovéana bindrné, proto se sousedni pole
nemusi lisit pouze v jedné proménné (jako je tomu u Kaurnaughovy mapy). Mapa
v této podobé neni vhodnd pro minimalizaci funkce. Hodi se vSak pro snadné nalezeni
inverzni funkce, kterou dostaneme rotaci mapy o 180°.
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Antonin Svoboda — tvirce prvniho

Ceskoslovenského pocitace SAPO
3. Zavér

Karnaughovym mapdm pfedchdzely Eulerovy a Vennovy diagramy [6], Marquandovy
pravouihelnikové logické diagramy [3] a zndmé diagramy Lewise Carrolla. Diagrama-
tické a mechanické metody k minimalizaci vyrazu byly uzivany jisté od stiedovéku
(napf. Raymundus Lullus na pfelomu 13. a 14. stoleti navrhl mechanicky piistroj
k feseni logickych problému). Modern{ systematické metody se rozvijely az od pocatku
padesatych let 20. stoleti, ale skute¢né v praxi byla napt. Karnaughova mapa uzivana
pozdéji, v osmdesatych letech. Ve druhé poloviné sedmdesatych let vznikaly pro mi-
nimalizaci forem poc¢itacové programy, nejznaméjsi z nich je minimizer Espresso. Jind
minimaliza¢ni alternativa je pouziti metody Quina-McCluskeyho, kterd je zalozena na
opakovaném uplatiovani véty (AA B)V (AA-B) < A.
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