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Sur un critere de la dépendance fonctionelle entre
deux fonctions.
Eug. Bounitzky.

1. Sojent f(x;,. .., za) et ¢{xy, ..., x,) deux fonctions de variables
réelles définies dans une classe donnée K de points x, ..., 24. Pour
quil ¥ ait une dépendance fonctionelle entre ces deux fonctions, il faut
et il suffit que la condition suivante soit remplie: pour chaques deux
points 2y ..., &y et 2", .. ., 2”5 dela classe K qui satisfont & ’équation

?(x,].) ey x'”) = w(xﬂl’ . ey x",,)
Pégalité '

f(x'lg s ey z’n) = f(x",_, .oy x“n)
est ausis satisfaite.

Supposons qu'une fonction ¢(y, . . ., z,) soit uniunivoque dans
la classe K. Ca veut dire gque pour chagues deux points z';,..., 'y
et 2}, ..., 2, différents de la classe K (c’est & dire satisfaisant & 'iné-
galité |2y — 2" {4+ ...~ |2n—2a"2|>0) on a @'y,..., 2)F
@@’y .. 2""y). Dans ce cas toute fonction F(zy,..., 2,) définie
dans la classe K est nécessairement une fonction de ¢(z, ..., z,), ce
qui ne donne pourtant aucune jndication sur la nature de la fonction #
. qui peutétre choisie tout & fait arbitrairement. En effet, la valeur
cp(z‘,, . .+ &,) définit dans ce cas le point 2y, . . ., #,, dont les coordonnées
définissent la valeur de la fonction F(zy,..., z,). Pour n =1 chaque
fonction monotone ¢(x,) et, en particulier, continue et monotone dans
un intervalle donne un exemple d’une fonction uniunivoque dans cet
intervalle (par exemple @(z,) = e*), -Pour construire une fonction
uniunivoque dans ’espace K, & 7 dimensions (n > 1) ou dans une
partie d’un tel espace il suffit de faire usage de I'idée de Cantor qui
a montré que Pespace K, 3 n dimensions a la méme puissance qu’un
intervalle @ . . . & (fini ou infini). Done, en faisant correspondre & chaque
point 2y, . . ., &, de 'espace K, un et seulement un point y d’un inter-
valledonnéa . . . b, on obtient une fonction uniunivoque y == @(xy, ...,2,)
des variables x, ... ,.

2. 11 est & remarquer que pour n > 1 une fonction continue
@2y, « .+, Zy), définie dans un domaine ¢ (suivant la nomenclature de
Jordan) n’est pas sirement uniuniveque. En effet, soit ¢(zy,. . ., zy)
une fonction continue dans le domaine O. En prenant deux points diffé.
rents dy, .., 4, et b; .., b, dans ce domaine et en désignant respecti.
vement par 4 et B les valeurs de ¢ en ces points, on aura

‘ (p(al, ..oy an’ == A, w(bl’ sy bn) = B

8i on a A== B, la fonction ¢ n’est pas slrement uniunivoque.. Soit
Maintenant 4 3= B, Joignonsdans ce cas les pointsay, . . ., apetby. . ., b,

v
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par un contour ontinu L situé entitrement dans le domaine (' et défini
par les équations

o= gq(t) (=1,2,...,n),
les fonctions gi{f) étant continues dans un intervalle donné < f,, ¢, =-
et vérifiantles conditions aux limites ,(ty) = a;, gi(t)) = b; (i = 1, 2,....n).
Soit ¥ un nombre compris entre 4 et B. La fonction ¢[g,(), . . ., gu(?)]
est continue dans l'intervalle <C £y, {;, > de plus, elle prend aux limites
1p 1y de cet intervalle les valeurs
Flate) - gallo)l = @lay. .. can) = 4. glgy(ly), .. .. gul(t)] =
= (I'(blx oub)) =8

Donc on aura pour une valeur 7 de ¢ comprise entre ¢, et £;, en posant
glt)=c (i=1,...,n),

A () - - gulT)) = gleg, o ooy ) = .

Ainsi nous avons trouvé dans le domaine (' un point ¢y, . . ., ¢, dont les
coordonnées satisfont & I'équation

P(Cy, -+ o ) = V. (1)
On peut joindre a,, ..., a, et by, .. ., b, par plusieurs contours continus

Ly, . . ., Lysans points communs intermédiaires et situés entiérement dans
le domaine C et méme par une infinité de tels contours. En applicant le
méme raisonnement & chague contour, on trouve dans le domaine une infi-
nité de points différents ct),, ¢, . . ., ¢, dont les coordonnées vérifient
Péquation @(ct), ..., ¢¢),) =9. Donc une fonction ¢(a,, ..., 2,)
continue dans le domaine (', n surpassant 'unité, n’est pas uniunivoque-

3. Soit @(xy, . . ., x,) une fonction qui est définie dans une classe K
de points =z, ..., 2,. Nous nommerons igoligne b de la fonction ¢
Pensemble de tous les pomts &, ..., &, dont les coordonnées &; satisfont
a Péquation @(&,, . . ., &) == b, b étant 'une des valeurs de la fonction ¢.
L’isoligne b d’une fonction ¢ n’est pas nécessairement une ligne dans
un sens plus précis du mot. Si la fonction ¢(z,, . . ., ,) se réduit & une
constante b dans la classe K de sa définition, elle n’a qu’une seule iso-
ligne b qui se confond avec la classe K. Si la fonetion ¢(ay, . . ., 2,) ne
prend une valeur b que pour un seul point &, ..., &, de la classe K,
Pisoligne b coincide avec ce point, Toutes les isolignes d’une fonction
@(2y, . . ., xp) uniunivoque dans la classe K se réduisent aux points isolés
de K; c’est une propriété qui caractérise 'uniunivocité de ¢. Nous
désignerons comme isoligne propre une isoligne qui ne se réduit
pas & un seul point. Pour qu’une fonction ¢(x,, ..., x,) ne soit pas
uniunivoque, il faut et il suffit qu’elle ait des isolignes propres. Une
fonction @(a;, . . ., 24} (n > 1) continue dans un domaine C & plus d’une
dimension a des isolignes propres, parce qu’elle n’est pas umumvoque,
comme nous 'avons vu au paragraphe précédent.
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4. Théoreme. Soit ¢(x;, . . ., ;) une fonction qui est définie dans
un domaine C et qui ne se reduit pus & une constante dans ancun environ
d’un point quelcongque de C. St la fonction f(x,. ..., x,) est continue
dans le domaine C et si de plus elle satisfait @ la condition

! ! " !’
'f(?‘,l’ ”.*":“'Er“) —le ,1,""’“.’*{‘7'}")‘ 20(50) (2)
Py, o) —elay, . L) T
pour chaques deux points x5, ..., &'y et &y, ... 2, du domaine (' pour
lesquelles on a @(&y,. .., 2"0) F @@y, .., 2"y, &y, ... a0) est une
fonction de p(zy, . . ., zp).

Remarque. L’inégalité (2) exprime gue la fonction f(zy, ..., a,)
est monotone (dans un sens large du mot) relativement a la
fonetion g(xy, .. ., 2,): elle ne déeroit pas (ou ne croit pas), quand la
fonction @{z,, . . ., ;) croit.

Démonstration. Admettons que f(x,,..., z,) ne soit pas une
fonction de g(xy, . . ., ,,) dans le domaine C. (a signifie qu’il y a dans ce
domaine deux points différents a,, ..., a, et by, ..., b, pour lesquels
on a simultanément

* play, ..., a,) = (P(b]: e ba), (3)
mais f(ay, ..., @) 3 f(by, ..., b,) ou, en posant f(a;,..., a,)= A
Hbys - s be) = B,
flay, .. ,a)=AF B=f(b,...,b,). 4)

Soit ¥ un nombre compris entre 4 et B. En vertu de la continuité de la
fonction f(z,, . . ., x,)} il existe dans le domaine C un point ¢, . . ., ¢, pour
lequel on a

f(cls CIEIE) Cn) =7 (5)

Dans le cas, ol on,a @ (¢, . . ., ¢y) F= @lay, . . ., a,), les quotients (voir

(4), (5)

fags - s an) — ey - n) A—y
‘P(au .. -yan)""fp(cp LS ] cn) “I’(a], LIRS an) —<P(01> IR IR Cn) ’
f(b;,..., bu) — fles - -y a) B—yvy

@by« ooy b)) —@(Ctr -+ 2 Cn)  Plbgy -+ - s Op) — @lC1s -+ s Cn)”

y étant compris entre A et B, ont des signes contraires, ce qui est contre
la condition (2). Soit maintenant ¢(cy, . . ., ¢x) F@(ay, . . ., a,). Le nombre
y étant compris entre 4 et B, on peut prendre un nombre positif » assez
petit pour que les nombres y — x, y + » soient aussi compris entre
A et B. En vertu de la continuité de la fonction f(z,. ..., z,) on peut
indiquer un tel nombre positif § que les inégalités

i

. . fi—cel<dli=1,...,n) (8)
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entrainent linégalité
i ey o) — ey ) <

ou [voir (8)]

[l ooy an) —p | < (N
Par hypothése la fonction ¢(zy, . . ., ,) ne se réduit pas & une constante
dans un environ du point ¢y, . . ., ¢, défini par led mégahtés (6). On peut
done choisir dans cet environ un tel point £, .. ., &, qu’on ait

(P(Ep <o én) # (]’(Cl’ cen Cp) == (}5’(“1! cea @) = ¢(b1: s ey bn) (8)

Ainsi, en posant ’
/(‘51) e 51:) = Y’ 9
ona |[&—e{<<o(i=1,...,n), dou il suit, en vertu des inégalités
{6), () et de I'équation (3),

1/(51: vy 5”)"““}’ ! < #’,
c’est & dire [voir (9)} |¥ —y | <z ou

Yy <y <y+x

Donc, les nombres y — %, ¥ + x étant compris entre 4 et B, y’ est aussi

situé entre A et 8. Par suite, en ayant en vue les relations (8) et 'équation
(9), on trouve que les quotiens

f(aly-" ,an)“"f(gp--‘, ‘En): A-——-‘y'
(f(ap . uy) ‘T(Elx vy én) ‘P(av vy ) “‘(P(é'p sovey En) '
f(bli"" ) f(é'])" sfn B— ’)/'

f;(’&: . n) - (51: ey En) ‘P(dp ey a’ﬂ) ‘P(fp vy é;;)

ont des signes contraires, ce qui est incompatible avec la condition (2),
Done f(x,, ..., z,) est bien une fonction de gp(z;#. .., x,) dans le do-
maine (.

Remarque. Ce théoréme ne présente d’interét que si la fonction
@2y, . . ., x,) a des isolignes propres. Dans le cas contraire la fonction
@@y, . . ., ,) est uniunivoque; dans ce cas, comme il est indiqué aux
paragraphes 1, 3, chaque fonction f(z;, ..., #;) est une fonction de

@lay, . ..., 2,) sans tenir compte de la condition (2) et indépendamment
de la nature de la c¢lasse €' qui ne doit pas étre nécessairement un do-
maine dans ce cas.

Exemple. Soita trouver une fonetion holomorphe F(z) dont le module
ne croit (ou ne décroit) pas, quand le module de z croit. Posons

=2t iy, FE=ulwy)+ivxy), |z]=a+ =gl ),
i F(z) | = Yur ¥ o = f(=, y).

Le module f(z, ¥} d’une fonction holomorphe F(z) est une fonctioft
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continue des variables ®, y dans le domaine C ol elle est définie, et le
module ¢{z, y) de = n’est constant dans aucun environ d’un point
quelconque du domaine C. De plus, on a par hypothése
f (‘L ) 7/ - f (.'t, 1/
w(=', y') — plz, J)
au moins que linégalité @(a’, ') & ¢(x, y) soits atisfaite. Ainsi les

fonctions f(x, y), ¢(x, y) remplissent toutes les conditions du théoréme
demontré plus haut. Par suite, le module | F(z) | de la fonction cherchée

doit étre une fonction de g(z, y) = V x? £ y® ou, ce qui est équivalent,
une fonction de 2%+ y2. Pour simplifier, nous chercherons la fonction
log Fz) qm doit’ étre aussi une fonction de z? 4+ %2 On aura done, en
posant a® -+ y?== N,
log F(z) = log | F(z) | + i arc F(z) = Ulx, y)+ ¢ V(x, y),
log | F(2) | = U(x., y) = p(2* + y* = p(H).
La fonction U(z, y) satisfaisant & I’éguation de Laplace, il vient

0 (£ 0)

U | 22U
1Z] q \ (AN 33 y
bmg-i—ay =1y"(N) 22+ 29" (N) + 49" (R) 2+ 29'(N) =
= 4[yp"(N). R+ p'(N)] = 0,
Ry 9
ouyp''(R). R+ »(R) = 0, c’est & dire dly'(R)-R) _ = 0, d’ou il suit

dR

¥(NH) = *R ,

¢ étant une constante arbirtraire réelle. En intégrant de nouveau on aura
p (M) = clogR + ¢,

« étant aussi une constante anbitraire réelle, c’est & dire

Uz, y) =clogR + «. (10)
En tenant compte des relations
QU _ 3V ol aF
dx  dy’ dy  dx
et de I'équation (10), on trouve
, oU xdy —y dx)
dlf—~~——~a~!7clx+-—d ~—i—x—2-:” .

d'out il suit en intégrant

V=2c arc tg——g— + p.
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B étant une constante arbitraire réelle. Par suite, en posant

Be==m, | Ni|= ]/x2+y{::g=:¢(x,y),arctgi:: W, &= ox by ==

= g(cos u - 2 sin w),
on trouve

log F(z) = 2¢log | Wi | 4 2ciw + a + if = m (logo 4 tw) — a — ifi.
d’ou il suit
F(z) = ovF@) = (glome+ iwym gatid = 4 [p(cos w -+ i sin w) = Azm,
A étant défini par Véquation 4 = e+,
Done la fonction cherchée F(z) doit étre exprimée par ’équation
F(z) = A zm, (11)

ol A désigne une constante complexe et m une constante réelle. Réci-
proquement, la formule (11) donne une solution du probléme proposé,
la constante complexe 4 et la constante réelle m étant tout & fait arbitraires.
En effet, pour 4 = 0 ou m = 0 le module de la fonction 4 =™ reste
constant et, par suite, ne croit pas et ne decroit pas, quand le module
de z croit. Pour 4 £ 0, m > 0 le module de cette fonction croit et pour
A £ 0, m < 0l décroit toujours quand le module de z croit.

5. Dans les sciences empiriques ainsi que dansla statistiqﬁe on se
laisse guider par le principe suivant: si une quantité croit toujours ou
décroit toujours, quand une autre quantité croit, 'une de ces deaux
quantités dépend de 'autre. On voit bien que, certaines conditions indi-
quées au texte du théoréme énoncé plus haut étant remplies, ce principe
devient une vérité mathématique.

The grouping of policy values.
Dr. 4. Zelenka.

I

The main difficulty in the drawing up of the balance of an Insu-
rance Company is in the ascertaining of the values of the individual
policies. Since the number of cases is usually very large, we have to make
our calculations as little cumbersome as possible. The actuary has to
solve the problem of ,,grouping policy values.

Disregarding merely approximative methods (e. g. Lidstone’'s Z
method), we can proceed by way of grouping policies of the same kind
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