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Die Zufallsvertriige in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung,.
Von Prof. Dr. dlfred Tauber (Wien).

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Messung des Gewinnes oder
Verlustes aus Zufallsvertrigen auf die Hypothese zu griinden, daB3
bei solchen Vertrigen Aquivalenz zwischen den Chancen beider Partner
zu herrschen habe, wenn alle vertragsmifBigen und eventuell sonst noch
bestimmte zur Vertragserfiillung notwendige Leistungen gegeneinander
abgewogen werden, widerspricht hiufig genug den tatsichlichen Ver-
hiltnissen, sodaf es zumindest eine Unvollstindigkeit der Problem-
stellung bedeuten miilite, Vertrige auszuschlieBen, bei denen einer der
Partner sich von vornherein im Vorteile befindet, denn die Méglichkeit
zufdlligen Verlustes besteht ja auch fiir den begiinstigten Partner.
AuBerdem aber, was das wichtigste ist, vermag ein ganz geringes Uber-
gewicht der Chance dieses Partners, wenn er mit sehr vielen Gegen-
partnern Vertrige schliefit, seine Verlusterwartung bis unter jede be-
liebige Kleinheit herabzudriicken.

Nun zeigt die kombinatorische Untersuchung des so verallgemeiner-
ten Risikoproblems, daB selbst wofern Aquivalenz besteht, der fiir diesen
Fall aufgestellte Grundsatz!) nich etwa auf die Berechnung der kombinier-

ten Verlusterwartung/l\% einer zahlreichen Vertragsgruppe (vgl. Abschnitt I)

so iiber tragen werden darf als ob sich R aus den durchschnittlichen Ver-
lusterwartungen R, R',R”, ... der einzelnen Vertrige als die Quadrat-

wurzel VR2 -+ R'2 -} R"? + . darstellen lasse. Hiebei wird, wenn ein
Vertrag Falligkeiten abhanglg von irgendwelchen Zufallsereignissen
festsetzt, deren Eintreffen mit den Wahrscheinlichkeiten wg, w,, .. .
zu erwarten ist und die finanziellen Effekte s, 8;,... zu Lasten

eines der beiden Partners herbeifiihrt, die durchschnittliche Verluster-
[+1] [+]
wartung ebendleses Partners durch wgsy -+ w;8, + . . . bestimmt, mit

+1]
der Definition, daB 8; entweder gleich s; oder Null sein soll, ]enaehdem
8; positiv ausfillt oder nicht.

1) Vgi. z. B. Czuber, Wahrschemhchkextsrechnung Bd. I. 259 (4)
{vierte Auflage)



Der erwihnte SchluB wire indes unzutreffend, weil fir k
gleichartige, auf dem Aquivalenzprinzip basierte Vertrige, die nur von
einer einzigen Wahrscheinlichkeit w (resp. deren Komplement 1 — w) ab-
hiingen und von denen jedem die durchschnittliche Verlusterwartung R

zugehort, der Quotient R/R]/lc~ den Grenzwert I/VQﬁwm(lw—‘:'zE) fiir

groBe k besitzt, nicht aber die Einheit.
Anderseits gilt im Falle der Nichtiiquivalenz bei k solchen Zufalls-

vertriagen einfachster Art als GroBenordnung der kombinierten Ver-

lusterwartung R des begiinstigten Partners ein Ausdruck der Form

cf*

—=R, 0<fg<1 (1)
VE
(# von k unabhiingig, ¢ innerhalb gewisser Schranken), welche ersicht-

A

lich macht, daB E fiir eine grofle Vertragszahl iiberhaupt nicht wie
bei Aquivalenz unbegrenzt grofl, sordern beliebig klein
wird. Nur hat die Konstante ¢ gerade in dem wichtigen Falle der
Fastiiquivalenz einen sehr groflen Wert, wodurch die alsdann erst
fiir geniigend groBe k richtige Angabe der GroBenordnung eine Uber-
schiitzung mit sich bringt, solange die Vertragszahl nicht im erforder-
lichen Grade angewachsen ist. Hier erscheint, um einen kontinuier-
lichen Ubergang zur Aquivalenz zu erzielen, der Ausweg passend,

die Dimension (1) durch eine Obergrenze fiir R
kR, 0<a =<1 (la)
unter Beibehaltung des Wertes §, aber mit einer immer endlich bleiben-
den Konstanten ¢’ zu ersetzen, denn so wird auch fiir grofie Werte von &
die Dimension, beziiglich derer in erster Linie die Hauptkonstante

den Ausschlag gibt, nicht wesentlich alteriert.
Sind aber die zu betrachtenden Zufallsvertrige nicht mehr von
einfachster Art, dann entsteht die Frage, wie die Schwierigkeit der

Berechnung von R, die alle Moglichkeiten des Zusammentreffens von
Ereignissen umfassen mufl, bewiltigt werden soll. Erfolgreich gelang
dies im Falle der Aqujvalenz schon vor vielen Jahren, namlich durch
die Einfithrung des ,,mittleren*‘ Einzelrisiko’s, die eigentlich erst eine tiber-
sehbare Rechnung ermoglicht hat, indem der kombinierten Verluster-

wartung R die Gestalt
g 1 e "2
RNV2 (R4 R24..) (2)

erteilt wird, wenn R, R’, ... die mittleren Risiko’s der einzelnen Ver-
trige vorstellen, und zwar ist fiir den oben charakterisierten von den
Wahrscheinlichkeiten wy, w,, . . . abhéngigen Vertrag das mittlere Risiko

durch ]/w,,,.s,,3 + w,s,% + . . . definiert.
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Es handelt sich also um die Generallslerung der Formel (2)
fiir den Fall der Nlchmqulvalenz oder, wenn eine exakte Angabe

der GroBenordnung von R allzu komplizierte Rechnungen erfordern
sollte, neben niherungsweisen Abschatzungen vornehmlich und wohl
zur Geniige orientierend um Ermittlung einer Obergrenze fiir
den ohnehin mit dem Anwachsen der Vertragszahl k beliebig klein wer-

denden Betrag von R, am einfachsten etwa durch eine Ungleichung

R< Bt V%ﬂ(ﬂ{w W24..), B<1, (2a)

sei es unter Verwendung der, durch geeignete Generalisierung fiir den
Nichtiquivalenzfall zu bildenden, Werte des mittleren Risiko’s der
einzelnen Vertrige, sei es dhnlich gebauter Ausdriicke.

Die Aufgabe eine solche Ungleichung wie (2a) aufzustellen, deren
Giltigkeit fiir alle, nicht bloB fiir grofe k zu fordern wire, reduziert sich
somit auf die Bestimmung einer (nicht iiberfliissig hohen) Kon-
stante < 1. Dazu erscheint ein Naherungs- und Durchschnitts-
verfahren dienlich, verbunden mit der Angabe genauer Formeln fiir die
Hauptkonstante § in einfacheren typischen Fillen, da sonst eine Be-
urteilung des Grades der Annéherung nicht mdéglich wire. Diese ge-
nauere Rechnung gestaltet sich auch bei Zufallsvertrigen, die von zwei
verschiedenen Ereignissen abhingen, noch unkompliziert und ver-
schafft schon Einblick in die mathematische Seite der Frage.

Keineswegs will die kombinierte Verlusterwartung mit der sich das
Folgende unter Anwendung kombinatorischer Methoden befaflt, als
der allein entscheidende MaBstab fiir das Risiko figurieren, das hieBe
auch wegen der Isolierung der Verlustmoglichkeiten, welche dabei nur
in summarischen Zusammenhang mit den Gewinnmoglichkeiten ge-
raten, einseitig gedacht, aber eine instruktive Bedeutung darf man dem

Betrage von B wohl nicht absprechen. Die Risikotheorie muBl sich
eben darauf beschrinken, Wahrscheinlichkeits-Konjekturen verschie-
dener Art vorzubringen, ohne die Wahrscheinlichkeit bis zur
GewiBheit treiben zu koénnen.

DaB sich vom mathematischen Standpunkte manche interessante

Probleme bei Untersuchung von B darbieten, wire vielleicht erwahnens-
wert,

I. Durchschnittliche und kombinierte Verlusterwartung bei
gleichartigen Vertriagen.

Die Filligkeiten eines Zufallsvertrages seien vom Eintreffen be-
stimmter Ereignisse abhéngig, so zwar, da8 » einander ausschlieBende
Ereignisse, fitr deren Eintreffen die Wahrscheinlichkeiten w, w,, . . ., Wp—
bestehen, iiber die Zahlungen entscheiden. Beim Eintreffen des ersten,
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zweiten, . . ., n-ten Ereignisses ist der Preis %, %, . . ., A,y vereinbart,
ferner der Preis B, im Falle des Nichteintreffens des ersten Ereignisses
und allgemein B,, wenn weder das erste, noch das zweite, ..., noch
das (i -+ 1)-te Ereignis eingetreten ist (i = 0 bis n — 1). Als Einsétze
sollen geleistet werden: Sofort bei Vertragsbeginn @, auBerdem €,
wenn das erste Ereignis nicht eingetroffen ist, €, wenn weder das erste
noch das zweite Ereignis eingetroffen ist usf.

Eigentlich, dem finanziellen Effekte nach, kime es hier mcht auf
alle die (2n — 2) Betrige @, bis €, .;, B, bis B, an, sondern nur auf
die Differenzen €; —B,, €, — By, ..., €1 — B,—s, aber weil diese
Differenzen sowohl positiv als negativ ausfallen kénnen und es bei
Nichtiquivalenz zweckmaflig ist, den Hoffnungswert der Preise mit
dem Einsatzwert ins Verhdltnis zu setzen, erscheint die Getrennthaltung
der Betrige @ und B vorzuziehen.

Der Hoffnungswert U aller Preise ist, wenn zur Abkiirzung v’y =
= 1=y, wy=1—wy—w, wWy=1—wy—w, —w,... gesetzt
wird

U= (wyy + w Wy + . wa W) +
+ (w’o%o + w'lsB] + vew + w'n—‘l%n«l),
anderseits der Wert aller Einsitze

C=Cy+ wol + &+ ...+ wpn 26 (3a)
und die Differenz §, um welche der Einsatzwert € den Hoffnungs-
wert U der Preise iibersteigt, werde als Uberentgelt desjenigen Part-
ners, der die Einsiitze zu leisten hat, des ,,Spielers bezeichnet. Bei
Aquivalenz reduziert sich § auf Null. (Zeitunterschiede der Filligkeiten
sind zu beriicksichtigen, indem man den Betrigen U, B, € den Sinn
von Zeitwerten, berechnet fiir den Vertragsbeginn, beilegt.)

Der finanzielle Effekt zu Lasten des ,,Unternehmers®, des Partners,
dem die Auszahlung der Preise obliegt, belduft sich beim Eintreffen des
ersten, zweiten, ..., n-ten Ereignisses auf

sg = Uy — Gy, 31-""‘911’“60.—((51—‘%0)---

(3)

Sp—y = 2[»0——4 - (So - (0:1 - %o) T e . T (Gyz~1 b %,‘“2)
und falls keines der n Ereignisse eingetroffen ist, auf
8y == %nul —_ (So - ((51 — %0) . (Gn~*1 — %)}——2)-

Simtliche Werte der finanziellen Effekte lassen sich in der einen Formel
zusammenfassen

8 = N, — Z (Ci—Bi), Up=0, B_,=0,C,=0,v=0hisn. (4)

i=0 : ’
Eine weitere Vereinfachung in mancher Hinsicht kommt hinzu, wenn
man die Differenzen der finanziellen Effekte einfiihrt



n
7u=8y-—‘8n’~=%+z(@i-~53iw1),v:O bis n — 1 (6)
. i=v+1
aus welchen der erste Einsatzbetrag ¢, eliminiert ist, dann
erhilt nimlich s, die Form ‘
S =1, —1t—=8, T=wy,+ wry 4+ ... 4+ WprTu_, (5a)

wo t, der sogenannte wahrscheinlichkeitstheoretische Mittelwert der
Betrage 74, 74, . - oy Tn—1, 7y = 0, auftritt. Diese Gleichung (5¢) oder was
dasselbe besagt, die Gleichung s, -+ v -+ 8 = 0 wird verifiziert, indem
man

8y T =8p -+ Wy (89— 3u)+ wy (8, — 8n) + . . . + Wiy (Ss—1 — 84)

durch Verwendung der komplementiren Wahrscheinlichkeit w, = w’, 4,
n

daB keines der n Ereignisse eintritt, in die- Form 8, + © = z w,8,

v =0
bringt und es bleibt nur zu zeigen, daBl

S = — (wyS + w8y + - . . + wysk) (6)

ist, das heiBt (— S) den Mittelwert der s reprisentiert. Nun ergibt die
Subtraktion von (3), (3a) fir 1 —C = — 8 den Wert

(g + + . . + w1 Wng) — g — w'p (6, — By) — . ...

— W (Ep — §Bn«z) + w1 Bt

und dessen Ubereinstimmung mit (wesy + wy8 + . . . - was,) oder mit
wo [Ap — Col + w3 (U — € — (&, — Bl + - .. +
+ Wn—1 [S«[n~1 - @0 — (@:1 —_ %0) - (@n»—-l —_ %n—-2)] +
+ Wy [%n—[ - @0 - (‘;s.:]_ - %0) —_— . (@n;—l - %n—2)]

ersicht man beim Vergleich der Koeffizienten von Ay, A;, A,, . ..
.y 60:7(61_ %o); (@2 - %1)3 oo

Um nun die ,,durchschnittliche‘* Verlusterwartung aus so charakte-
risierten Vertrigen zu definieren, miissen die finanziellen Effekte
nach ihrem Vorzeichen unterschieden werden, was durch die _
Bezeichnungsweise

[+]

8; = 8; oder Null, jenachdem s; positiv ist oder nicht

8; = 8; oder Null, jenachdem s; negativ ist oder nicht

geschehen soll. Fiir eine groBe Zahl von Vertragsgruppen, deren jede
-die ebenfalls grole Zahl k solcher Vertriage umfallt, weist aber die Ein-
treffenszahl des (v 4 1)-ten Ereignisses den wahrscheinlichen Durch.
schnitt Zw, auf, und so versucht man, ohne Riicksicht auf die Wahr-
. scheinlichkeit des Zusammentreffens von Ereignissen, als Ma der Ver-
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lusterwartung einer Vertragsgruppe von k gleichartigen Vertrigen die

A (+]
Summe }: {(kw.) 8, zu erkliren, daher als MaB fiir die durchschnittliche
=0
Verlusterwartung, oder kiirzer, das durchschnittliche Risiko R
des einzelnen Vertrages den k-ten Teil dieser Summe aufzustellen:

{+] [+] [+1
B = wey + w8 4~ . . . -+ wys,, (7)

(- >
wie analog G = — E w,s, als MaB der durchschnittlichen Gewinner-

, »=0
wartung. In Wirklichkeit aber sind G und R lediglich Hilfsgréfen
zur Konstruktion eines geeigneten MaBstabes, Durch Differenzbildung

ergibt sich noch @ — B = — 2’ w,8, = S oder, dal Gewinn- und Ver-

lustchance durchschnittlich um daq Uberentgelt differieren.

Ahnlichen Charakter beziiglich der kiinftigen Verlusterwartung
besitzt, wenn bereits die Entscheidung iiber das Eintreffen der ersten i
Ereignisse vollzogen ist, der noch nicht abgewickelte Teil des Ver-
trages, auller wenn bei der restlichen Abwicklung ein negativer Wert
von S oder .eventuell die Verlusterwartung Null resultieren sollte,

Neben und an Stelle der Berechnung von R ist aber auch die des
GauB’schen Ausdruckes

= V_}E—;; z:]/ iw (r,—1—8)2 (é) w

y==0 v =0

erforderlich, der im Aquivalenzfalle S = 0 das ,,mittlere”* ‘Einzelrisiko
des Vertrages vorstellt. Hiezu eignet sich die Formel

T2 — 8 = (wyre® + wyr® + - . - + Wpyra®) — :
— (Woro + Wiy + - . -+ WiaTu—a)?, . (8a) -
denn zundchst entsteht durch: Aisquadrieren von (8)

= Yu——28 Nun—1)+ 8 Y w,

wegen 7, = 0 verschwindet rechts der Koeffizient von S und wegen
n .

Z w, = 1 ergibt sich hieraus

vac

— 8= Yw(r,—12 ~(8b)

p=0



sowie durch nochmaliges Ausquadrieren

n n , n
Y ™\
T? — 82 = E wv'rvz ——21‘ )J WyTy + I‘2 == L wvrvz ——'172,

v=0 r=0 »=0

d.- h. die Richtigkeit von (8z). In Formel (8b) liegt ein kurzer Beweis

n
fiir 72 > &2, dies wieder zeigt 2R 4 S = Z w, |8 | <P
v=0
Als lineare Funktionen der Wahrscheinlichkeiten w sind somit
R und T? von sehr einfacher Struktur. Anders verhiilt sich dies bei der
skombinierten Verlusterwartung, dem ,kombinierten’ Ri-

SN
siko R von k gleichartigen Vertriigen, jeder wie oben charakterisiert,
dann miissen eben alle Moglichkeiten des Zusammentreffens
von Ereignissen beriicksichtigt werden:

Das erste Ereignis treffe bei (k —v) Vertrigen ein, was auf (ﬁ)

fache Weise geschehen kann, daher bei » Vertrigen nicht ein. Unter
den letzteren treffe das zweite Ereignis in (v —#') Fillen ein, wofiir

eine :, -fache Moglichkeit besteht, also in »" Fallen nicht ein. Das

dritte Ereignis finde in (v’ —»") Fillen statt usf. Finanziell wird so der
{k — v)-malige Effekt s, kombiniert mit dem (v — +')-maligen Effekt s,,
dem (' —»")-maligen Effekt s,, ... zu dem Gesamteffekt

S = (k—12) 8+ @ —1) 8+ " —¥") s ... )
und die Wahrscheinlichkeit fiir diese kombinierte Ereignung ist das

korrespondierende Produkt von Potenzen der Wahrscheinlichkeiten w,
bis w, mit der Exponentensumme k

v v
wol‘——-vwlv-———v'wzv’-—-v" R wol‘ 'l.lJ__l ?£§ .
‘ Wo| \Wy

daher folgt fiir die kombinierte Verlusterwartung die n-fache

- Summe

A , v v [+]}
= [

die Summation ausgedehnt iiber alle Werte », +', v, .. ., welche dem
finanziellen Effekt (9) das positive Vorzeichen erteilen, in welchem

+1]
Falle sein Betrag mit s,,. . bezeichnet werden soll. Analog wire
zwar auch die kombinierte Gewinnchance G zu definieren, aber deren
gesonderte Betrachtung eriibrigt sich, weil die Differenz

G—R = — wirzm[F)(* ”) A 2
(1] » v! 'V” w,] \w, vr',...)

gleich kS nachzuweisen ist.
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IL. Das durchschnittliche Risiko von Zufallgsvertrigen ein-
fachster Art.

Bezieht sich ein Zufallsvertrag auf ein einziges Ereignis, und soll
beim Eintreffen oder Nichteintreffen dieses mit der Wahrscheinlichkeit w
zu erwartenden Ereignisses der Preis 9, resp. B 3= U ausbezahlt werden,
wogegen der Einsatz § zu leisten ist, so erwiichst zu Lasten des Unter-
nehmers ein finanzieller Effekt ¥ — ¢ resp. Y — €, jenachdem das
Ereignis eintrifft oder nicht. Nun darf angenommen werden, dall die
beiden Betrige U — ¢, B ~ € nicht einerlei Vorzeichen haben, daher
sind bloB die zwei Moglichkeiten zu unterscheiden

A>EC>B und A<C < B. (11)
Allerdings konnte man hier, wo nur die einzige Wahrscheinlichkeit w
in Frage kommt, von vornherein einen der beiden Preise gleich Null
ansetzen, denn genau denselben Effekt erzielt ein Vertrag, der
bei A > B die Preise A — B und Null gegen den Einsatz € — B
bei A < B die Preise Null und B — U gegen den Einsatz € — U

vereinbart, aber der Vergleich allgemeiner Zufallsvertrige mit solchen
cinfachster Art wire dann jedenfalls mit einer Inkongruenz behaftet.

Fiir die erste der beiden Méglichkeiten (11) wird das durchschnitt-
liche Risiko R gleich w(A — C), fir die zweite (1 — w) (B —C), wenn
also der Hoffnungswert der Preise

U=l + (1—w0)B, A+ B (12)
um ein gewisses Uberentgelt S, von dem Einsatz ¢
C=wA+1—w)B+S8, S=0 (13)

iibertroffen wird, so resultiert je nach A > B oder %[ < 9B
=w(l—w) (A—B)—wS resp. w(l—w)(B—A—01—w)S
(14)
Dagegen braucht man beziiglich des MaBlstabes (8) fiir die finanziellen

Effekte des Vertrages
T =Yw X —CP+ (1 —w) (B —0) =
= VST w (T —w) (A —B):

keme Unterscheidung zwischen den beiden Moglichkeiten (11) zu machen.

Charakterisiert wird dieser Zufallsvertrag auch durch die drei
positiven Verhéltniszahlen

. w
PE WA F 1—w)3B

deren erste dem Hoffnungswert im Eintreffensfall als Bruchteil des

(15)

S S
&€ = ~(7*, 19—‘—1 E, (16)
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gesamten Hoffnungswertes darstellt. Den Quotienten & kénnte man
das relative Uberentgelt und ¢ den Sicherheitskoeffizienten nennen.

Durch Einfithrung det Griéflen (16) ergibt sich fiir die durchschnittliche
Verlusterwartung eine der beiden Formen

B=U(y—w—ew) resp. U (w4 cw—y—¢), (17)
die sich durch Substitution von 1 —gy, 1 —wstatt y, w in einander
verwandeln. Positiv kann B nur ausfallen wenn w nicht in dem Intervall

7 und 22 tiegs
i+e ™ 14e &
Der Sicherheitskoeffizient ¢ steht nach (17) mit ¢ in dem Zusam-
menhang

zwischen

Y. S— resp. £

Y — w-—ew w—l—ew-—-y———s’ (17a)

er nimmt mit & zu, bleibt aber immer gréfer als &. Umgekehrt ist
Y — w—y
8—191_}_191” resp. 191_*_19(1_1”):

Ebenso kann T durch Elimination der Preise A, B umgeformt werden,
aus (15) wird

Gy —wp _ /
2 2 — )2
~]/S+ == ] +w(1 o @b 18)
was sich fir y =1 (glemhbedentend mit B = 0) vereinfacht zu

= l/sz 4+ =7 Yor = 1/32 + L‘%’v_’f (18a)

Nunmehr ist die Bemehung zwischen den beiden MafBstdben R
und 7' anzugeben, um nach Willkiir einen von ihnen als Basis der
weiteren Entwicklungen wiihlen zu kénnen. Den Quotienten R/T liefert
die erste Gleichung (17), kombiniert mit {18)

R L I —w)
=b—w ew)]/(y—w)“r&w(l——w)

und dies geht durch Einsetzung des Wertes (17) fiir £, wobei schlieBlich y
herausfallt, uber in

T
xo A > 8. 19
V1+w(2ﬁ+02) >® a9

Der korrespondierende Wert i im Fall A < B entsteht durch Substitution
von 1 —w statt w

mz w(l —w) A ) 1
T V1+(1-—w)<2«9+«92)’ <% (192)

(17b)
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Weil aber der Ausdruck 7 im Aquivalenzfall auch als MaB einer
Verlusterwartung, als mittleres Risiko gedacht werden kann, so hitte
eine Generalisierung dieses letzteren Begriffes fiir den Fall der Nicht-
aquivalenz folgenden Bedmgungen zu geniigen: Fir 8= 0 den-

selben Wert U / (7(;"“)) anzunehmen wie 7', zweitens mit wach-
Fw (1 —w

sendem Uberentgelt S kleiner zu werden und drittens, wenn S einen

solchen Wert S* erreicht, welcher die Verlusterwartung R zum Ver-

schwinden bringt, ebenfalls zu verschwinden oder wenigstens einen sehr

kleinen Wert anzunehmen. Diesen Forderungen entspricht das mittlere

Risiko R durch den Ansatz als lineare Funktion von 8, T'

N=T— ~»:§.—;~ resp. T-——§—’ (20)
1—w w
dann verschwindet W fiir den Wert 8* = (1 —w) (A — B) resp.
w (B — N), welcher R zu _Null macht, und das zugehérige 7% =
= [/8*2 1w (1 —w) (A — B)%. Auch die Forderung, mit wachsen-
dem 8§ abzunehmen, erfiillt der Ansatz (20), wie aus dem negativen
Vorzeichen von

di s 1 ros S 1

BT e T Yu
ersichtlich ist. Es erscheint indes einfacher statt des Wertes (20) eine
Obergrenze R* von R einzufiihren, welche, direkt proportional 7'

we l—w
R* — (1 —-—y—:__—-—u—’) T resp. (1 ——— - a) T (20a)

ebenfalls mit R verschwindet, allerdings der Forderung, mit wachsendem
Uberentgelt kleiner zu werden nur solange entspricht, als dieses unter
einer gewissen Schranke bleibt. DaB R* wirklich immer gréBer als der
Ansatz (20) bleibt, oder

we N l S
s 1 < o TSP, e T<—
y—w JT=w —7y Ve
statthat, welche Bedingung wieder nach (18) mit
1 y—w w—
2L < LY resp. —2 Y (20
l/e +w(l w)(y w) le——w P (1 —w) Vw (209)

zusammenfillt, folgt aus der Ubereinstimmung beider Seiten von (200),

wenn der zuldssige Maximalwert Z—:—;——u—) resp. ui——;l—; von ¢ eingesetzt
wird. Nach (17b) ist aber
Sk T

T
: r_{f@ resp. T (l ———w)ﬁ (20c)
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und daher der Zusammenhang zwischen R und W* im Falle % > B

=+ W)Vl_w_+ L

anderseits ist w bei A << B durch 1 — w zu ersetzen. In beiden Fillen
folgt aus (21) noch die Ungleichung

R<®* Jw(l —w) (1+ 9 (21a)

Man kénnte wohl auch ohneweiters das mittlere Risiko M durch

R/Jw (1 — w) (1 ++ &) definieren, es wiirde dabei alle oben geforderten
Eigenschaften besitzen, aber der Zusammenhang zwischen R und T
ware schon ziemlich kompliziert.

III. Das kombinierte Risiko von gleichcharakterisierten Zu-
fallsvertrigen einfachster Art.

Fiir eine Gruppe von k Vertriigen, deren jeder den Preis A resp. B
beim Eintreffen oder Nichteintreffen eines bestimmten Ereignisses fest-
setzt, und zwar gegen Leistung des Einsatzes €, bewirkt die Kombi-
nation, daB das entscheidende Ereignis bei (k —») Vertragen eintritt,

. k .
also y-mal nicht eintritt, was auf ( ’ )-fache Weise geschehen kann, den

finanziellen Effekt s, = (k —») A + vV — kT zu Lasten des Unter-
nehmers. Die kombinierte Verlusterwartung hat somit, wenn w die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses ist, zur Definition

R= E(’:) wh= (1 — w) [(k —») A + yB — kT] (22)

die Summe ausgedehnt iiber jene Zahlen v, bei denen der Efekt s,
positiv ausfillt, und 148t sich unter der Annahme U > B darstellen

durch
W [k A—B
= (A — %)KEH? (v) wh=r (1 — w) (’Q ._.,,)’ =3 "% (22a)

Indem man also jene ganze Zahl y bestimmt, welche der Bedingung

%:y—& 0<s<1 (220)

1
entspmcht erhilt man, wenn noch ¢ = T gesetzt wird, als Wert

— I\EAS [k [k 1
~a-n Y R oo

y==0

von R
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welcher Ausdruck auf ein Polynom von g, o

p—1
Wite,0) = Yy k=) () (o — == 23)
y=0
mittels der einfachen Beziehung riickfiithrbar ist
$) I RY =TE |
E=A=B =Dy 60,
0 o
Da aus (22a) fir die Grofe g
e 2B _ 1
CTACAF U= wBFS T 8 (230)

A—B
(also ¢ > ¢ je nach 9 > 0) sich ergibt, anderseits gemaf (14) auch
die durchschnittliche Verlusterwartung durch ¢ ausdriickbar wird

S
:(9[——-?8)10(1—»@0—;2—[—-1—%-):

enthilt der Quotient ﬁ/R die Preise U, B nicht mehr explizite

~
B_(—Dry,
R ot

Hierin bleibt nur noch die Gréfenordnung von Wi(p, ) zu ermitteln.

Wenn hingegen U nicht, wie bisher angenommen, gréBer, sondern

kleiner als 8 ist, braucht man nur rechts in (22) die Substitution (k —v)
statt » vorzunehmen und

Yo, 0), 0 = 0 bei A>B. (24)

B= z(i) w (1 —w)k— [» A4 (k —») B — kE]

wieder mit der Bedingung fiir den Summationsbuchstaben », daBl der
Ausdruck in der eckigen Klammer positiv ausfillt, ganz analog wie
oben umzuformen: Durch das Herausheben von B — I wird

’IE—_:(szs-ﬂr)x(f)urv(l—w)"~”(§—”)f’ 5—C i[’”<“(25’

so daB nach Einfithrung der ganzen Zahl

,u=§»+5,0§5<1

- 1
und von ¢ = o eine zu (24) korrespondierende Gleichung fiir den
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N
Quotienten R/R entsteht

%‘ © ”»««Y’;(g, ), ¢ = o bei A< B. (25a)
k=1
Gegeniiber (24) weist also die Problemstellung keine Anderung auf und
es geniigt, sich auf-den Fall A > B zu beschrinken.
Im Falle der Aquivalenz (S = 0, p = ¢) existiert aber ein
geschlossener Ausdruck fir das Polynom ¥, nimlich

Wﬂmﬂ=y¢yp=§+&0§a<L 26)

und zwar folgt dies aus dem Hilfssatze: Bei willkiirlichen Werten von g, k
besteht fiir jede ganze Zahl u < k die Identitit

E—1\ ANk
= 1— kb — 1)u—i—, 7
[i1)= ZO( ) —om gt —1- (@7)
Zum Beweise von (27) zerlegt man in der Summe rechts
: k—v v
l—gv= 5 % (gk —1),
was deren Umformung in
I‘Elk ( ) #21
(k—lﬂb~~ ( %M—JV”
y=0 v=0,1

bewirkt und ordnet diesen Ausdruck, oder anders geschrieben

”Slz(k -:1) (gk — 1p—t-» — ”21 (f: i) (gk — 1)»—v

y=0 y=1
nach Potenzen von (gk — 1). Dann heben sich alle Terme weg bis auf
den von (gk — 1) freien, im Minuenden fiir » = g — 1 stehenden Term,
welcher mit der linken Seite von (27) iibereinstimmt.
Erteilt man nun in (27) der GroBe g den Wert o/k und multipliziert

mit k, so resultiert
p#—1

k—1 k
—_— — R
k(i“"_l) ( ) Z(k W( )(6 o ’
wie in (26) behauptet, nur dal dort die ganze Zahl u nicht willkiirlich,

sondern durch -g——l— 6 definiert war. Hiedurch erhilt man im Aqui-

valenzfalle den Quotienten (24) zwischen kombinierter und durch-
schnittlicher Verlusterwarbung
R plo—1)k—+

k
bei §=0, 5 =" v}p=;+aoga<L(%)
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Zur Angabe der GréBenordnung dieses Quotienten mull aus der
Theorie der Stirling’schen Reihe der Satz herangezogen werden, dall
die Funktion

x
== |;2 r(;: l»), x positiv

fiir wachsende x abnimmt und sich fiir grofle x 'der Einheit nihert.
Dies zeigt fiir den Binomialkoeffizienten

(2)__ I'+1) 1 PEgs )

p] TP EDIT =g+ 1) Jomprtt (A—py=r+t o(u) o2 — p)
(29)

die GroBenordnung an, denn der Ausdruck ¢(4)/e(u) (A — u),

wegen @(u) > 1, (1) < @p(A—p)
ein echter Bruch, unterscheidet sich wenig von 1, wenn sowohl u als

A — u einen geniigend groBen Betrag hat, weil alsdann alle drei Funk-
tionswerte @(A), ¢(u), ¢{4 — ) nahezu 1 sind. Aus dieser Bestimmung

A _ (2 (r A
D) Ve

folgt fiir den Quotienten ﬁ/R in (28) die GroBenordnung

p(@— i ( )" ( k_ 1)"“"" k
‘ gkl nl \u ~ 2mu (ke ~—y)’

die identisch ist mit

N
ol \k—p 27 (k—p)

Nach der Definition (26) der Zahl u :{; + 6 hat das Produkt

, ( oo \k-w
k — g\ ke ke — ) '
( m) (4‘2_‘_’1 "lcl) = “m_m‘&:f* o<1 (296)
£ £ (1 + 7.7)
nahezu den Wert 1, weil sowohl der Zihler als der Nenner rechts dem

Grenzwert €% fiir groBe &k — u zustrebt, daher vereinfacht sich die
Dimensionsangabe (29a) zu

Boo)) e o)) _kEtsm
R~"V2ak—p) ) 2a(ho—k—do)
was schlieilich die 2 inleitend erwihnte Behauptung in dem Falle




EAS

R -~ c 1
—ooelk, o= o bei §=0 (30)
R v V2n (e —1) Vzaw (T—w) (

verifiziert. Zu ganz derselben Bestimmung von R/R gelangt man auch
bei A < B und hieraus, ebenfalls fiir A > B oder A < B, mit Riicksicht
auf (19), (19a) zu der bekannten Formel

bei 8 = 0, =9i RVw(lww)N]/___ (30a)

IV. Nichtidquivalenz bei k gleichen Vertrigen einfachster
Art.
Wenn keine Aquivalenz besteht und deshalb in der Gleichung (24)
fiir das kombinierte Risiko

R (o—1)p=
R~ (—GT-‘—)F~%(9, o), p=-— + 9, (vgl. 226)

o grofer als ¢ ist, muBl noch beziiglich des Polynoms ¥ die GréBen-
ordnung oder wenigstens eine Obergrenze derselben ermittelt werden.
Die hiezu verwendbaren Ausdriicke haben, wie im Anhang (Formeln
(72) und folgende) erértert wird, die gemeinsame Korm

P, (0, o) < bk (’“ ) o bke (’f-)k (.’f—— 1)”—"1/__@__:, (31)
~ 14 ul \p 2mu (k ~— p)

80 daB durch Multiplikation mit (¢ — 1)¥~#/g¥~1 eine Obergrenze fiir
N

die GroBenordnung von R/R anzugeben ist

k\*/og — 1\*—& kati

bo (—) 2 =
pof Lk _y) Vomu (e —p)
U .

welcher Ausdruck unter Einfiihrung der Grofle

/‘LO-—— 1—“];
T po\k—p

in die einfachere Form gebracht wird
boBfkatt boo Btke—+ A

P [

Dies beweist (fiir o = 0) die Richtigkeit der Dimensionsan-
gabe (1)




16

L. ﬁ=£(°_l)l~% (32)
£~ V2ae —1) ole—1)

denn B¥ stimmt mit der k-ten Potenz des von b, x unabhéngigen echten
Bruches f# bis auf einen nur die Konstante ¢ tangierenden Schwan-

—1\0
kungsfaktor ( i) iiberein, weil in B*f—* oder

(2= - G (e

das Produkt der ersten beiden Faktoren rechts wieder, wie das analoge
in (29b) den Grenzwert 1 hat.

Die Hauptkonstante B, welche solcherart fir die GroBenordnung

cka—t % von R/R den Ausschlag gibt und im Aquivalenzfalle g = o
den Wert 1 besitzt, nimmt bei fixem o mit wachsendem p ab, wegen

1 dg o—1
= <0 bei p > o,

B de e’ fe—1 e
sie ist daher im Nichtéquivalenzfalle ¢ > o ein echter Bruch (iibrigens
auch bei p < 0) d. h. das kombinierte Risiko nimmt dann mit
wachsender Vertragszahl ungefihr in geometrischer Progres-
sion mit dem Quotienten § ab.

Die bei Berechnung der Konstanten ¢, «, f auftretenden Hilfsgroen

@, @ resp. g, ¢ sind durch die charakteristischen Verhaltniszahlen des
Vertrages ausdriickbar, indem man aus (23z) und {25), wenn dort U, B

hrU (1— y)U

durc = ersetzt wird, die Werte
== ‘y —w 2 0 w— y . \
e—"(l——w)(y——w——-ew) e= w(w+ew—y—e) (33)
entnimmt und hierin, ebenso wie in ¢ = 1 _l_ " o =&1)— den Sicher-.
heitskoeffizienten # gemiaf (17a) einfithrt. Aus den so entstehenden
Gleichungen
= 1+17i-'9 g == ~~1+8+~19~wbe19[>%
1"—7—\"—‘{9“8 l—y+ —5—¢
11 q )19 14 (33a).
S s TVIY D s 2 TTE b
79 T bei A < B
+ —-—*5-— &€ + &
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folgen einerseits Zusammenhinge zwischen den vier GréBen p, o, g, ¢
und dem Sicherheitskoeffizienten

c—1 1 a 1

o—1 LI o bei X
e—1 1+F9 Vg——l Vol —w) (1 +9) PA>B
o—1 1 o 1

o bei A

o —1 “1E 1/@ Vw(l—w)(1+0) A<

anderseits ergibt sich fiir die Hauptkonstante f ebenfalls eine Darstel-
lung, in der nur die Verhiltniszahlen des Vertrages vorkommen

1+719 149 (E ) .
i =~ Tte (L4 g)rsve *o bei A > B, (34)
wihrend bei W << B die Substitution 1 — y statt y vorzunehmen ist.
Im Falle y=1 v"ereinfacht sich dies zu

B= —*m(l + 9)¢/® bei y = 1. (34a)

Insbesondere sind bezughch der Konstanten «, b in (31) die drei Ansitze
hervorzuheben

elo—1)! o—1 pl—% 1 1
=0 b=2"—T1aa=17= b=l =1, b= —,
(e—o0)*| e—1 " (e—D e
welche fiir die Konstante ¢ in (32) die Werte liefern ‘ (35)
2 — 2—2¢
ik ZV@ Vresp.. €770 oder—n9 ., (350)
(e—o)l 2n Vor (o — 12 Y2z e—1)

Mittels dieser Werte von ¢ erhdlt man in der GréB8enordnung des
aS
Quotienten R/T

© |

B _
a — } Rk
T~ < ¢k B (36)

N &>

die Konstante ¢ durech die Gleichung, vgl. (19)
o] (36a)
°“CV1+w(2ﬁ+z92) ,

Eventuell kann auch gemiB (21a) der Quotient
/\

R*
betrachtet werden, was z. B. fiir x = 1 eine direkte Verallgemeinerung
von (30a) bietet.

Beizufiigen wire, dal éhnliche Berechnungen wie fiir Zufallsver-
trage einfachster Art auch fiir gewisse, ganz spezielle Zufallsvertrige
mit » Wahrscheinlichkeiten gelten, wenn namhch jeder der Betrige s,
bis 8,.o verschwindet.

<ck““¢ﬁ"]/w (1—w)(1+9) (36b)

2
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V. Néherungsweise Riickfithrung von Zufallsvertrigen auf
solche einfachster Art.

Im Aquivalenzfalle ist nach einem bekannten Satze, vgl. (2), das
kombinierte Risiko fiir eine grofle Zahl k irgendwelcher gleichcharakte-
risierter Zufallsvertrige genau dasselbe wie fiir k ebenfalls unter sich
gleichartige andere Zufallsvertrige, welche dasselbe mittlere Risiko
N = Vwysy? + w8, + ... aufweisen, sonst aber ganz beliebig
beziiglich der Wahrscheinlichkeiten und finanziellen Effekte

sind, denn fiir jede der beiden Vertragsgruppen wird RN?R V%:—r

nachgewiesen. Daher wiire bei irgendwelchen k gleichartigen Vertrigen,
die nicht zu sehr von der Aquivalenz abweichen, die Méglichkeit vor-
handen, das kombinierte Risiko niherungsweise wenigstens dann dem-
jenigen von k cinfacheren Vertrigen mit demselben Wert des GauB’-

schen Ausdruckes Vwoa‘, -+ wy9,% -+ ... gleichzusetzen, wenn gewisse
Hauptmerkmale, in erster Lmle das Uberentgelt, fiir beide
Vertragskategorien identisch sind. Einige Konsequenzen dieses, unter
bestimmten Annahmen sofort nachzupriifenden N&herungsprinzips
sollen hier entwickelt werden.

1. Von k gleichartigen Zufallsvertrigen moge dem einzelnen Ver-
trage der Hoffnungswert U, das Uberentgelt S und der Wert 7' des
Gauf’schen Ausdruckes zugehéren, dann sollen dieselben drei Werte S,
T, U auch fir einen , Ersatz‘‘vertrag einfachster Art gelten, der beim
Eintreffen eines hypothetischen Ereignisses einen bestimmten Preis

zuerkennt, d. h. nach (18a) soll 72 = §2 l—; Y pe erfiillt sein, wenn

wenn 1v die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des hypothetischen
Ereignisses bedeutet. Hieraus ergibt sich

U2 1 T2 S2
PEmpieynTiEr T @D

und damit ist der Sicherheitskoeffizient @ dieses Ersatzvertrages defi-
niert, ebenso dessen durchschnittliches Risiko R*

£ S S

0= I—w—mwe (l—wU—w8 - T (37a)
S —8U
O=1 R*= UWU? (37b)

Aber auch die Hauptkonstante in der Dimension (36) des kombi:
nierten Risiko’s der %k ,Ersatz‘‘vertrige und, niherungsweise, der k
vorgelegten Vertrige ist schon durch ¢ und @ fixiert, und zwar
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als 1 oder ¢ entsprechend (34a) gleich /

1
(1 4 @)°,
r3,.1+0 (38)
Nur ist die Zuldssigkeit der Annahme (37) an eine gewisse Limitierung
des Uberentgeltes gebunden, denn wegen (37a) muB 1 (1 + ¢) kleiner
als Eins, oder kleiner als % sein.

*

Verstirken it sich die Andhnlichung des vorgelegten Vertrages
und seines Ersatzes, indem man fordert, daB nicht nur der gesamte
Hoffnungswert U aller Preise, sondern auch jeder von dessen Teilen yU
und (1 — ) U, getrennt fiir den Eintreffens- und Nichteintreffensfall,
dort wie hier derselbe ist. Dann geniigt die Wahrscheinlichkeit 1w der
quadratischen Gleichung, vgl. (18)

U2 (y —w)?

2 — Q2 .
To =8+ 1w (1 —w)

aber damit diese Verfeinerung wirklich zu einem genaueren Resultate
fithrt, wird vorauszusetzen sein, daB die Ereignisse, auf welche sich
die Eintreffenswahrscheinlichkeiten beziehen, konformen Charakter
haben. Die obige Gleichung zweiten Grades fiir 1

Fwo) =1+ h)w*— 2y + ) w+ =0 (39)
oder mit U? multipliziert
0= (T2 — 8+ U) w2 — (T2 — 82 + 2pU) v + y2U*  (39)

besitzt zwei Wurzeln zwischen 0 und 1, weil sowohl F(0) als F(1) positiv,
anderseits fiir zwei zwischen 0 und 1 liegende Stellen -

' Y \_w(rER_ _ yA—ph
F(i‘;‘"ﬁ)“]”(l“ﬂ)— S

negativ ausfillt. Die kleinere Wurzel 1 befindet sich also unterhalb

v C = y+h . i
15% <y, die groBere Wurzel w oberhalb 14+ > 9, beide zusam

men wiirden zwei Werte des Sicherheitskoeffizienten liefern, vgl. (17a)
und @ = — € . (390)
w({l4¢—yp—e )
zwischen denen die richtige Wahl zu treffen ist. AufschluB hieriiber
gibt die Differenzbildung
1 1 _Zyte—m+mw(lte

(O] €

0= —
y—m—1we

oder, da die Summe der beiden Wurzeln von (39) gleich

2y + b .
157 ist, die

9%
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QGleichung

1 _1_@—bh—e (39¢)

2] @ e(l1 4 h)
Denn man braucht nur von dem Falle y = 1 auszugehen, fiir welchen
die Bestimmungen (37), (37a) eindeutig feststehen und 4 bei fix gehalte-
nen Werten von 8, 7T, U stetig abnehmen zu lassen. Soll der Betrag
des Sicherheitskoeffizienten keinen Sprung machen, so muBl, bevor y
den Wert | erreicht, die kleinere Wurzel w <<y gewihlt werden, da
sonst, bei der Wahl v > y sich plotzlich der Wert des Sicherheitskoeffi-
zienten vergréBern wiirde, wie aus (39¢), immer unter der Voraus-
setzung e < h, hervorgeht. Erst wenn @ mit @ gleich wird, bei y = },
besteht die Moglichkeit des Uberganges zur gréBeren Wurzel, aber auch
die Notwendigkeit, weil andernfalls eine Diskontinuitat des Sicherheits-
koeffizienten, bei Variation des Bruches » von Null an, auftreten wiirde.

In Verallgemeinerung von Formel (38) erhédlt man somit den
Niherungswert fiir die Hauptkonstante des kombinierten Risiko’s,
vgl. (34)

1+ 90 ira(E—v)
== y0 ‘6
p=75 1 +6)
wiihrend fiir y < } die Substitution 1 — y, @ statt y, © vorzunehmen ist.

Selbst eine Definition des mittleren Einzelrisiko’s irgend eines
nichtidquivalenten Vertrages kann mittels der Wahrscheinlichkeit
gewonnen werden, analog (20)

bei y > §, (40)

ER:T—————:L resp. T-—-——i-:. je nach y >} oder y << } (41)
Vl——m m

ebenso fiir die Obergrenze R* von R, vgl. (20¢)

d — je nach y > 1 oder y < 4.

T
o  —————
R I+wo P 1+(1—w)6

2. Eine #hnliche Néherung wie die erorterte wiirde platzgreifen,
wenn nicht beziiglich des Wertes von 7', sondern beziiglich des durch-
schnittlichen Risiko’s B und des Hoffnungswertes Ubereinstimmung
zwischen dem vorgelegten und dem Vertrage einfachster Art herrschen
soll. Fiir letzteren wiire dann als Wahrscheinlichkeit des Eintreffens
eines hypothetischen Ereignisses

o = yU—R
BES
=, QA—yU—R
0 ==1 ST

(42)
bei R< (11— U
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zu nehmen, und wenn R kleiner ist als jeder der beiden Betrige yU,

(1 —») U, analog dem Obigen, 1w oder w zu wihlen, jenachdem y
groBer oder kleiner als } ist.

3. Wird gefordert, daB ein Vertrag einfachster Art dieselben Werte
von R, 8, T, y aufweise wie irgend ein vorgelegter Vertrag, so sind die
Bedingungen (17) zu erfiillen

R=U(y—w)—Swresp. R=1N(w—9p)—8(1—w), (43)
T2 — S + -_:...,_N_h»., (43a)

wobei v wieder die Wahrscheinlichkeit, fiir das Eintreffen des hypothe-
tischen Ereignisses bezeichnet, von welchem der Ersatzvertrag ab-
hiingt, und U dessen Hoffnungswert. Durch Elimination von U ergibt
sich fiir v eine quadratische Gleichung

(T2 — 8% w (1 — w) = (R + Sw)? resp. (R + S 1 —w)?, (43b)
welche wegen der Ungleichung 2R 4+ S < T immer zwei Wurzeln
zwischen O und 1 besitzt. Mittels einer der linear zu diesen Wurzeln
gehorigen Losungen 11 von (43), die Wahl muBl nach den speziellen
Daten des vorgelegten Vertrages getroffen werden, findet man ni.

herungsweise die Hauptkonstante des kombinierten Risiko’s fiir die
vorgelegten Vetriige, wenn ¢, ¢ in (34) durch S/11, S/R ersetzt werden.

VI. Direkte Rechnung fiir Vertrige, deren Falligkeiten von
zwei verschiedenen Ereignissen abhingen.

Nach der allgemeinen Formel (10) ist das kombinierte Risiko fiir %
gleichartige Vertrige, deren Filligkeiten vom Eintreffen oder Nicht-
eintreffen zweier, einander ausschlieBender Ereignisse abhingen

B=uwg )Y (’f,) (:) (%)(gf)[w — ) 8o+ (0 —) 8+ Ve5]

wenn das Eintreffen des ersten resp. zweiten Ereignisses mit der Wahr-
scheinlichkeit w, resp. w; erwartet wird, ferner w,=1—w;—w;
die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daBl keines der beiden Ereignisse
eintrifft, und s, 8,, 8, der finanzielle Effekt zu Lasten des Unternehmers
ist, jenachdem das erste oder das zweite oder keines der Ereignisse
eintritt. Die Summation erstreckt sich iiber alle Werte von »,»’, welche
dem Ausdruck in der eckigen Klammer das positive Vorzeichen erteilen.
Als Bedingung fiir s, 8,, 8, ist zu erfiillen

WSy -+ W8y + Wy, = —8, 8§ =0.

Vereinfachend darf man die Differenz (8; —s,) als positiv
voraussetzen, weil sonst die Subgtitution von » — 7' statt »’ eine
Summe desselben Typus hervorbringt
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() R oo

die sich auf einen Vertrag mit den Wahrscheinlichkeiten wyw,w, mit den
finanziellen Effekten 43,8, bezieht. Durch diese Annahme 8, — g, >0
wird die Verbindung eines negativen s, mit einem positiven (s, — 8;)
ausgeschlossen, weil dann

ksy — v (89— 8;) — ' (8, — 38)
fiir alle », »' negativ ausfiele. Trotzdem bleiben noch vier Moglichkeiten
beziiglich des Vorzeichens der s zu unterscheiden

8y >0, 3120, 8, << 0 und 8, << 0, 5, >0, 8220,

deren Untersuchung aber ziemlich konform verlauft. Die drei Eventuali-
titen g == 0, 8, == 8, 8; = 8, brauchen nicht weiter beriicksichtigt zu
werden, sie sind viel einfacher zu behandeln.

Durch Herausheben von 8, —s;, und Erstsummierung iiber »'
as
entsteht aus der Summe fiir B

(8, — 8) wokz (’:) (Zj; )’ Z (:') (g:_)" [kso : 1” Eos;— &) v’]

¥

und die Ausfiilhrung der Summation iiber » erfordert, dal wenn zur
Abkiirzung
v (81— 8,)

’ wl
p = , o =14-— 44
e ksg — v (89 — 81) +w2 (44)

gesetzt wird, der Wert oder die GréBenordnung von
v\ (¥ v
Zgn ') = (') (-—v') o =17, 05V =~ (44a)
e =Y ( <v's;

v M v
Py

als bekannt anzusehen ist. Diese Funktion Z, (g,, ¢”), vermittelst derer
sich das kombinierte Risiko durch eine Summation iiber v darstellen 1Bt

B=ty—s)u ¥ (’:) (‘u‘j‘) Z, (0 "), (44b)
v 0

steht mit dem Polynom¥,(p,,0"), vgl (23), in unmxttelbar ersichtlichem Zu-
sammenhang, nur daB hier nlcht g» > ¢’ sein muB, vielmehr fir

die Behandlung des Falles g, <o’ die Eigenschaften der Funktion
A A ‘ A

— PR, —_— 1y < R 5

Zz(g,o’)—z (Q v)(v)(a =, 0<r< . (45)

r

in Betracht kommen. Es gelten die Gleichungen (vgl. den Anhang)

MA
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o=z C, TN A (L 1
Zi (0,0) — (0 — 1) zA(Q_1 6__1) ;5 he>1
. (45b)
deren zweite die beiden Moglichkeiten, dal die erste Variable von Z
grofer oder kleiner ist als die zweite, wegen
e g g—e

o—1 o—1 e—D(@—1
mit einander in Beziehung bringt.

Nur solche Werte von » in der Summe (44b) sind zuldssig, welche
die GroBe g, positiv machen. Besitzen also 8, und s, — s; gleiche Vor-
zeichen und wird

k80
8—9%

m ==

—%0<o*<1 (46)

gesetzt, so muB » die Bedingung erfiillen

v << m oder v 2> m je nach s, >0 oder s, < 0.

Hingegen wird p, bei ungleichbezeichneten s, und s,—s, (was
nur bei positiven s, vorkommen kann) fiir jeden beliebigen Wert von »
positiv.

Nun sind die drei Méglichkeiten zu unterscheiden
o<l l<o<d, o020
Damit ¢, £1 wird, mul die Zahl v der Forderung v (s, — 8;) < ks,

entsprechen, vgl. (44), daher besteht bei gleichbezeichneten Werten
von 8, und s, — 8, jenach s, > 0 oder s, << 0 die Bedingung fiir »

ks

8 — 8y

—8,0<6< L 47

y<p oder vy > u, u==

Sind aber s, und s, — s, ungleichbezeichnet, was nur fiir negative s,
zutreffen kann, so existieren iiberhaupt keine Werte von», welche g, < 1
ergeben,

Fiir das zweite System der Werte von », bei dem g, im Intervall
zwischen 1 und ¢’ liegt, wird durch (44)

8; — 8.
v (8p— 8 + la,' 2)<k30<"(3o"""32) (48)

gefordert, und dies besagt bei gleichbezeichneten s, und s, —s, +
1
-+ P (8 — 85), jenach dem s, positiv ist oder nicht

usv<<y resp. u>vu, (48a)
. worin die ganze Zahl y’ definiert ist durch
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1
k Sg—8 1+ = (8, —8y)
14' T e e 6', 0= - .A__,.._N,?_ —— 0 < & < 1: (48b) [
e 8 -

anderseits ist die Bedingung (48) von selbst erfilllt oder unerfiilibar,

wenn 8 und 8y — 8, 4 o (8, — 8,) ungleiches Vorzeichen haben.

Der Kiirze halber soll die weitere Rechnung nur fiir positive s,
erortert werden. Dann erstreckt sich die Summation fiir den ersten

Teil I/l\’ von Ii: wo g, < 1 ist, nach (47) tiber die Werte y = 0 bis uy — 1
und diejenige iiber " wird geschlossen ausfiihrbar, vgl. (45a)

~ s#—1 k\ {w.\* o vy v
r o SRS G2

as
Der zweite Teil ﬁ” von R, fiir welchen 1 << g, << ¢" erfiillt ist, bezieht
sich, wie aus (48a) zu ersehen, auf die Werte von » zwischen x und u’

11 w1 k Wy v
I J— — k .t Ly ’ 7
R == (8, — 8,) w, }: (p) (wo) Z,(0,0d), 1<p, <0

vz=p

Mit Riicksicht auf die in (45b) angefiihrte Eigenschaft der Funktion Z
kann die rechte Seite durch

(91— 83) wg* W‘j (':) (,%) [(g f:“l)(év" ~7 ) -

vy
1 v o’
o e 2

. C,,__1),2,(@_1 d,_l)]

ersetzt und mit derjenigen von (49) vereinigt werden zu

PSS\ (o, o Vv v
(81'—'83)‘100162 (y)(ﬁgo'—l) (§:~?)+

p==(}

#'—1 L wy\*, or d
+e—wued ¥ () ) -0z (2 o)

yep

{49a)

Wird nun in der ersten Zeile Gebrauch von den Definitionen (44) ge-
macht und

o ) w, ¢ 1—w,
& © 8 — 8 " wye’ —1 w,

eingetragen, so erlangt sie nach Herausheben von s, — &, + El,- (8; — 83)
die Gestalt, vgl. (48b),



gy s\ N [B) (Lo (B
o= =7 B0 5T 6 )

y =0

welcher Ausdruck identisch ist mit

E 2, o) = e ) L
0sgwo* Zilo, 0) = gy =l s (50)
Hier liegt der Fall ¢ > o vor, da gemaB der Definition des Uberentgeltes
8 = — (wysy + w8y + w,ys,) sich die Differenz
8 — 8,
1— Wy 1 N
S T T—w, s (1 —wy

So— 81 + w,

g—o=

positiv stellt, daher kénnen die Sitze iiber die GréBenordnung (31) der
Funktion ¥ Anwendung finden, und die Hauptkonstante 8! des Aus-
druckes (50) wird bestimmt durch

wek k ¢ —IN1—21
(ﬂ')’c=(0 01)%( ih—ﬁ’ ﬁl:Q(é——l) o (0)
—_— g._.. e

Beziiglich des zweiten Teiles von (49a) bedarf es des Satzes iiber
die GréBenordnung von

e o : [ A
z I Vi (o — wn( ) <0, L=pu—s (1)
l(g ) p 124 0 H“

1" 6—1
(vgl. den Anhang) dementsprechend die Hauptdimension von

Z,( 4l L 0»_,*0— ri), jene Dimension, die bei Vernachldssigung der
0 — -

Potenzen von v gegeniiber Exponentialfunktionen mit » im Exponenten

resultiert, gleich (¢ — 1)y~ (‘:) anzusetzen ist, mit yu, die ganze Zahl

,uvz';"—'*‘an 0§6v<1

bezeichnet. Der so anstatt des zweiten Teiles von (49a) zu betrachtende

Ausdruck
pn'—1 v
ST e

=g

148t sich aber mit dem drltten, auf Werte von », welche g,. > d

ergeben, beziiglichen Teile von R
m—1
k

Bt = e —ogut Y, () (1) 2 (0 020
0

p=pl
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vereinigen, denn zu diesem gehort, wegen Z;(0, 0) = ;———=——¥i(g,0),

l)l‘“
die Hauptdimension :
km‘~1 k _Q_U.L vy ( ,__‘1)__”' (51b)
o Z ”) (“’0) Mv) ’ .
v=u
Dann bleibt noch als restliche Aufgabe die Untersuchung der Summe
von (5la) und (51b), die sich infolge der Beziehung zwischen u,, k, »

S A % _S% % Y
Hy=0ak—bv—34, a Py » b= PRy (52)
in die iibersichtlichere Form bringen 1aBt
m—1
k(g — 1)—ak v v E b
wtd =07 Y () gy g) & §= @ =1 620
v=p'

Mithilfe der Stirling’schen Naherung fiir die Binomialkoeffizienten ist

. v . . k v v
die GréBenordnung der einzelnen Summanden (v) ( Wk — by — (L) £

sofort anzugeben

, k (kL LA v __..L al:—bv___lv
d [v(;:"“l)" ][a“z;";;‘b»(ak~.s;—l) ’ ] (53)

wieder unter Vernachldssigung der Potenzen von %k oder v gegenuber

Exponentialfunktionen mit k& oder » als Exponenten. Es mu8 nun jener

Betrag von » = tk gefunden werden, fiir den der angeniherte Wert (53)
resp. dessen k-te Wurzel

5: (t + bt — a)u——t———bt

) = B ey v e T t+ bt >a>bt (63a)

{bei stetig zwischen O und 1 variierendem ) das Maximum erreicht.
Die Differentiation dieses Ausdruckes oder einfacher von dessen Lo-
garithmus

tlgéf— 1 —tlg(l—)+ (a—t—0bt)lg (t + bt —a) —
— (a — bt) 1g (a — bi)
beziiglich t gibt durch Nullsetzung des Differentialquotienten
=1lgé&+1g(1—t)+blg(a—b)—(1+b)lg(t+ bt —a) (54)

dle nacht aufzulosende Gleichung. Ihre rechte Seite hat aber die
beziiglich ¢ genommene Ableitung

1 b2 (1+ b)2
—[1—t+a——bt+t+bt——a]’

nimmt also mit wachsendem ¢ ab, daher existiert, wenn iiberhaupt, nur
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eine Losung von (64) und, was auf dasselbe hinauskommt, von
(t 4 bt — a)r+?b
IT=8)(a—byd"

Dann findet man die zur Summe (52a) gehérige Hauptkonstante g/

durch Multiplikation des Faktors w, (6" —1)~% mit dem Maxi-
mum von (53a)

o (0 — 1) 0 & (4 Bt — oyttt
(1 — &)1t (a — bryo—be ’
welchen Wert die Entnahme von a — bt aus (54a)

. t+ bt — al]
a—bt= (t+bt-——a)[ (1__?)«—?]5

0= f(t) = & — (54a)

=0,

und Einsetzung von &= (¢’ — l)b% iiberfithrt in
o

1—t \%
7. 70 _"ﬁl_ ——— =
P = e ) =0 (55)
Im Aquivalenzfalle S = — (wgs, + w8, + w,s,) = 0 ist die Wurzel
von (54a) gleich 1 — w,, wie die Identitdten
8
(I +5) (1 —wp)) —a=w + s,
2
S
a'—b (l—wo) = wz_—:sl—:s;
zeigen, und B nimmt den Wert 1 an. Fiir § > 0, wenn keine Aquivalenz
besteht, wird das eigentlich a priori feststehende Resultat B! <1
unschwer auch analytisch bewiesen, hier entscheidet die gréfere
der beiden Hauptkonstanten SI, /1 (wahrscheinlicherweise Sf)
iber die Grofenordnung des kombinierten Risiko’s. .

Zweifellos wiirde durch Parallelsetzung irgend eines vorgelegten
Zufallsvertrages mit einem solchen, der von zwei Wahrscheinlichkeiten
abhingt, die Genauigkeit des in Abschnitt V besprochenen Naherungs-
verfahrens erhéht werden.

VII. Das kombinierte Risiko verschiedenartiger Zufalls-
vertré‘,ge

Fiir das kombinierte Risiko R einer groBen Zahl irgendwelcher
Zufallsvertrige, welche auf dem Aquivalenzprinzip basieren, gilt,
wenn N, N, . . . die mittleren Risiko’s der einzelnen Vertrige bedeuten,
der bekannte Satz (2)

~ 1
le/%(%f-ﬁﬁzw...)
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und die einfachste Art der Generalisierung fiir den Fall, daBl k Vertriige,

die simtlich oder zumteil nichtiquivalent sind, zur Betrachtung vor-
liegen, wiire wohl die, eine obere Grenze fiir den ohnehin mit Anwachsen

von k beliebig klein werdenden Betrag von B anzugeben

R<ﬂ"l/~~(9‘h+9“+ <ﬁ‘l/-(T12+T22+ 1, B<1, (56)

"derart daB die Konstante § im Spezialfall von lauter gleichartigen Ver-

N
trigen denselben Wert wie in der frither bewiesenen Formel R <
< ¢ko~iBET annimmt.

Zuniichst wiire fiir diese Aufgabe eine Durchschnittsrechnung zu
bewerkstelligen, wofern die vorgelegten Vertrage sich auf Gruppen
verteilen, deren jede aus einer groflen Zahl von untereinand gleich-
artigen Vertrigen besteht. Denn die gesuchte Hauptkonstante § wird
voraussichtlich einen Mittelwert aus den f; der einzelnen Ver-
triige repriisentieren und es handelt sich darum, in der Formel (34)

B = 1+””(1+0)1+w( =) (564)

geeignete Mittelwerte fiir ¢, #, y aus den entsprechenden Kon-
stanten der einzelnen Vertrige zu bilden.

Eine der moglichen Arten der Durchschnittsrechnung ist die
folgende: Die Hoffnungswerte der einzelnen Vertrige seien U,, U,, . . .,
die Uberentgelte 8,,8,, ..., die GauB'schen Ausdriicke 7, 7,,.. .,
dann kommt der Vertragskombmatlon jedenfalls das relative Uber-
entgelt ¢ = XS;/XU; zu, wihrend aus den angeniherten Sicherheitsko-
effizienten der einzelnen Vertrige, vgl. (37b),

T2 82— 8,U;
@‘:fi’R Sz+U2

am einfachsten ein arithmetischer (mcht aber wahrscheinlichkeits-
theoretischer) Mittelwert gebildet wird

Z8; VZsz
225 od =t

TEF oder eventuell O = VZR =
der alsdann in Verbindung mit ¢ die Hauptkonstante entsprechend (56a)
bei’y == 1 liefert

0= *(57)

b=+ @) . (57a)

(Fiir Vertrige, die nur von einer Wahrschemhchkelt abhangen, ist B*
mit dem durchschnittlichen Risiko des Vertrages identisch.)

Bei Unterteilung jedes der Hoffnungswerte U; in einen solchen
fiir den Eintreffens- und Nichteintreffensfall, der erstere gleich Ui,
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der letztere gleich (1 — y;) U; angesetzt, ist die quadratische Gleichung
(39a)

0= (T3—82+ U2) w2 — (T'? — 82+ 2y, U2 w; + p2U? (58)
aufzuldsen und, jenach y; > § oder y; << §, die kleinere Wurzel w;

oder die groBere 10; zu withlen, um den Sicherheitskoeffizienten ©); des
Vertrages zu bestimmen

O; = 8i/R¥*, R* = U;(y;— w;) — Sav; bei y; > §
R* = U; (w; — ¥i) — S (1 — ;) bei p; < k. (569)
Einen mittleren Sicherheitskoeffizienten @ findet man wieder nach (57),
aber die Berechnung der Hauptkonstanten (56a) erfordert noch fiir die
dort auftretende Grofle y die Verwendung eines Mittelwertes aus den y;
der einzelnen Vertriage
- Zyi*Ui
T2

Bei einer anderen Art der Durchschnittsrechnung wére von den
Werten R;S;T;y; der einzelnen Vertrige auszugehen und fiir jene Ver-
trage, die nicht von einer einzigen Wahrscheinlichkeit abhingen, die
entsprechenden Hoffnungswerte 11; gemiB8 (43) zu rechnen, dann bietet
der Betrag ¢ = X8;/X1; einen geeigneten Mittelwert fiir das relative
Uberentgelt der Vertragskombination (Fiir Vertrige einfachster Art
wird 11; mit U; identisch.) Anderseits ist als durchschnittlicher Sicher-
heitskoeffizient, analog (57),

. g2
0=-—z—'§l—oder auch ¥ = 1-/—2'—&_
ZR* I/ 2R2
zu nehmen, endlich fiir y der Durchschnitt
Xy i) oyt =y fir By= 1 (yi — i) — Sy
X n yi* =1 —y; fir B; = W (0 —95) — 85 (1 — wy).
(Fortsetzung folgt.)

» ¥ = y; oder 1 —y; jenach y; >} oder y; << }. (59a)

Sur les précisions comparées de la moyenne

et de la médiane.
Par Maurice Fréchet (Université de Paris).

Dans bien des cas, la valeur moyenne est 4 préférer & la médiane
comme valeur typique d’un ensemble de valeurs. Mais il n’en est pas
toujours ainsi: dans d’autres cas, la médiane fournit une valeur plus
représentative (vie médiane, revenu médian) ou plus facile & déterminer
numériquement.

Cependant certains statisticiens opposent cette objection au choix
de la médiane, que sa précision serait moindre. Nous voulons montrer
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