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Die Zufallsverträge in der Wahrscheinlichkeits
rechnung. 

Von Prof. Dr. Alfred Tauber (Wien). 

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Messung des Gewinnes oder 
Verlustes aus Zufallsverträgen auf die Hypothese zu gründen, daß 
bei solchen Verträgen Äquivalenz zwischen den Chancen beider Bartner 
%\\ herrschen habe, wenn alle vertragsmäßigen und eventuell sonst noch 
bestimmte zur Vertragserfüllung notwendige Leistungen gegeneinander 
abgewogen werden, widerspricht häufig genug den tatsächlichen Ver
hältnissen, sodaß es zumindest eine Unvollständigkeit der Problem-
steUung bedeuten müßte, Verträge auszuschließen, bei denen einer der 
Partner sich von vornherein im Vorteile befindet, denn die Möglichkeit 
zufälHgen Verlustes besteht ja auch für den begünstigten Partner. 
Außerdem aber, was das wichtigste ist, vermag ein ganz geringes Über
gewicht der Chance dieses Partners, wenn er mit sehr vielen Gegen -
partnern Verträge schließt, seine Verlusterwartung bis unter jede be
liebige Kleinheit herabzudrücken. 

Nun zeigt die kombinatorische Untersuchung des so veraUgemeiner-
ten Risikoproblems, daß selbst wofern Äquivalenz besteht, der für diesen 
Fall aufgestellte Grundsatz1) nich etwa auf die Berechnung der kombinier-

ten Verlusterwartung R einer zahlreichen Vertragsgruppe (vgl. Abschnitt I) 

so über tragen werden darf als ob sich R aus den durchschnittlichen Ver
lusterwartungen R, R\R",. . . der einzelnen Verträge als die Quadrat
wurzel ]jR2 -f- R'2 + R"2 -f- . . . darstellen lasse. Hiebei wird, wenn ein 
Vertrag FäHigkeiten abhängig von irgendwelchen Zufallsereignissen 
festsetzt, deren Eintreffen mit den Wahrscheinlichkeiten wQ, wv . . . 
zu erwarten ist und die finanziellen Effekte s0> slf. . . zu Lasten 
eines der beiden Partners herbeiführt, die durchschnittliche Verluster-

. f+J l+l 
Wartung ebendieses Partners durch w0%-f- wi8\ -f- . . . bestimmt, mit 

[+1 
der Definition, daß st entweder gleich Si oder Null sein soll, jenachdem 
Si positiv ausfällt oder nicht. 

*) Vgl. z. B. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung Bd. I. 259 (4) 
{vierte Auflage). 



Der e r w ä h n t e Schluß wäre indes unzut ref fend, weil für k 
gleichartige, auf dem Äquivalenzprinzip basierte Verträge, die nur von 
einer einzigen Wahrscheinlichkeit w (resp. deren Komplement 1 — w) ab
hängen und von denen jedem die durchschnittliche Verlusterwartung R 

zugehört, der Quotient RjRyk den Grenzwert \jy2nw (1—w) für 
große k besitzt, nicht aber die Einheit. 

Anderseits gilt im Falle der Nichtäquivalenz bei k solchen Zufalls
verträgen einfachster Art als Größenordnung der kombinierten Ver
lusterwartung R des begünstigten Partners ein Ausdruck der Form 

;!*• » « ^ ™ 
(ß von k unabhängig, c innerhalb gewisser Schranken), welche ersieht-

lieh njacht, daß R für eine große Vertragszahl ü b e r h a u p t n i ch t wie 
bei Äquiva lenz unbegrenz t groß, sondern bel iebig klein 
wird. Nur hat die Konstante c gerade in dem wichtigen Falle der 
Fastäquivalenz einen sehr großen Wert, wodurch die alsdann erst 
für genügend große k richtige Angabe der Größenordnung eine Über
schätzung mit sich bringt, solange die Vertragszahl nicht im erforder
lichen Grade angewachsen ist. Hier erscheint, um einen kont inu ie r 
l ichen Übergang zur Äquiva lenz zu erzielen, der Ausweg passend, 

die Dimension (1) durch eine Obergrenze für R 
c'ka~-ß*.ß, 0 < < x ^ l (la) 

unter Beibehaltung des Wertes /?, aber mit einer immer endlich bleiben
den Konstanten c' zu ersetzen, denn so wird auch für große Werte von k 
die Dimension, bezüglich derer in erster Linie die Hauptkonstante ß 
den Ausschlag gibt, nicht wesentlich alteriert. 

Sind aber die zu betrachtenden Zufallsverträge nicht mehr von 
einfachster Art, dann entsteht die Frage, wie die Schwierigkeit der 

Berechnung von R, die alle Möglichkeiten des Zusammentreffens von 
Ereignissen umfassen muß, bewältigt werden soll. Erfolgreich gelang 
dies im Falle der Äquivalenz schon vor vielen Jahren, nämlich durch 
die Einführung des „mittleren*' Einzelrisiko's, die eigentlich erst eine über
sehbare Rechnung ermöglicht hat, indem der kombinierten Verluster-

• \ 

Wartung R die Gestalt 

B<s>U^(W + W* + ...) (2) 

erteilt wird, wenn 9?» 9 t ' , . . . die mittleren Risiko's der einzelnen Ver
träge vorstellen, und zwar ist für den oben charakterisierten von den 
Wahrscheinlichkeiten w0, wv . . . abhängigen Vertrag das mittlere Risiko 
durch J/WQV + wi8* + • • • definiert. 
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Es handelt sich also um die Genera l i s ie rung der Formel (2) 
für den Fa l l der N i c h t ä q u i v a l e n z oder, wenn eine exakte Angabe 

der Größenordnung von B allzu komplizierte Rechnungen erfordern 
sollte, neben näherungsweisen Abschätzungen vornehmlich und wohl 
zur Genüge orientierend um E r m i t t l u n g einer Obergrenze für 
den ohnehin mit dem Anwachsen der Vertragszahl k beliebig klein wer
denden Betrag von B, am einfachsten etwa durch eine Ungleichung 

S < ßk j / ~ (St2 + W2 + . . . ) . ß<l, (2a) 

sei es unter Verwendung der, durch geeignete Generalisierung für den 
Nichtäquivalenzfall zu bildenden, Werte des mittleren Risiko's der 
einzelnen Verträge, sei es ähnlich gebauter Ausdrücke. 

Die Aufgabe eine solche Ungleichung wie (2a) aufzustellen, deren 
Giltigkeit für alle, nicht bloß für große k zu fordern wäre, reduziert sich 
somit auf die Bes t immung einer (nicht überflüssig hohen) Kon
s t a n t e ß < 1. Dazu erscheint ein Näherungs- und Durchschnitts
verfahren dienlich, verbunden mit der Angabe genauer Formeln für die 
Hauptkonstante ß in einfacheren typischen Fällen, da sonst eine Be
urteilung des Grades der Annäherung nicht möglich wäre. Diese ge
nauere Rechnung gestaltet sich auch bei Zufallsverträgen, die von zwei 
verschiedenen Ereignissen abhängen, noch unkompliziert und ver
schafft schon Einblick in die mathematische Seite der Frage. 

Keineswegs will die kombinierte Verlusterwartung mit der sich das 
Folgende unter Anwendung kombinatorischer Methoden befaßt, als 
der allein entscheidende Maßstab für das Risiko figurieren, das hieße 
auch wegen der Isolierung der Verlustmöglichkeiten, welche dabei nur 
in summarischen Zusammenhang mit den Gewinnmöglichkeiten ge
raten, einseitig gedacht, aber eine instruktive Bedeutung darf man dem 

Betrage von B wohl nicht absprechen. Die Risikotheorie muß sich 
eben darauf beschränken, Wahrscheinhchkeits-Konjekturen verschie
dener Ar t vorzubr ingen , ohne die Wahrscheinlichkeit bis zur 
Gewißheit treiben zu können. 

Daß sich vom mathematischen Standpunkte manche interessante 
-\ 

Probleme bei Untersuchung von B darbieten, wäre vielleicht erwähnens
wert. 

I. D u r c h s c h n i t t l i c h e und k o m b i n i e r t e V e r l u s t e r w a r t u n g bei 
g le ichar t igen Ver t rägen . 

Die Fälligkeiten eines Zufallsvertrages seien vom Eintreffen be
stimmter Ereignisse abhängig, so zwar, daß n einander ausschließende 
Ereignisse, für deren Eintreffen die Wahrscheinlichkeiten w0, wv..., w„^i 
bestehen, über die Zahlungen entscheiden. Beim Eintreffen des ersten, 



zweiten,.. ., «-ten Ereignisses ist der Preis 9(0, 91^ . . . , 2l«~~i vereinbart, 
ferner der Preis 930 im Falle des Nichteintreffens des ersten Ereignisses 
und allgemein 93i, wenn weder das erste, noch das zweite,. . ., noch 
das (i + l)4e Ereignis eingetreten ist (i = 0 bis n — 1). Als Einsätze 
sollen geleistet werden: Sofort bei Vertragsbeginn (£0, außerdem (^ 
wenn das erste Ereignis nicht eingetroffen ist, (£2 wen*1 weder das erste 
noch das zweite Ereignis eingetroffen ist usf. 

Eigentlich, dem finanziellen Effekte nach, käme es hier nicht auf 
alle die (2n — 2) Beträge (S>x bis ($,n--u 930 bis 93rt-~2 an> sondern nur auf 
die Differenzen ©x — 930, (£2 — 93x, . . . , (£rt-~i — 93/1—2» aber weil diese 
Differenzen sowohl positiv als negativ ausfallen können und es bei 
Nichtäquivalenz zweckmäßig ist, den Hoffnungswert der Preise mit 
dem Einsatzwert ins Verhältnis zu setzen, erscheint die Getrennthaltung 
der Beträge (£ und 93 vorzuziehen. 

Der Hoffnungswert U aller Preise ist, wenn zur Abkürzung w\ = 
= 1 — wQ, W\ = 1 — w0 — wv w'2 = 1 — wQ — u\ — wt. . . gesetzt 
wird 

U - (W0% + Wt%x + . . . + Wn^Wn^) + 
+ K>»o + *A»i + . . . + wV-i»»-i), l ' ; 

anderseits der Wert aller Einsätze 

<£ = <S0 + w'offii + ™'$>% + • • . + u/n-*<£*-i (3a) 
und die Differenz S, um welche der Einsatz wert (£ den Hoffnungs-
wert U der Preise übersteigt, werde als Ü b e r e n t g e l t desjenigen Part
ners, der die Einsätze zu leisten hat, des „Spielers" bezeichnet. Bei 
Äquivalenz reduziert sich S auf Null. (Zeitunterschiede der Fälligkeiten 
sind zu berücksichtigen, indem man den Beträgen 21, !-8, G den Sinn 
von Zeitwerten, berechnet für den Vertragsbeginn, beilegt.) 

Der finanzielle Effekt zu Lasten des „Unternehmers'\ des Partners, 
dem die Auszahlung der Preise obliegt, beläuft sich beim Eintreffen des 
ersten, zweiten,. . . , n-ten Ereignisses auf 

*o = «o-CTo. *i = » i - G o - ( 6 i - 5 5 0 ) • • • 
* _ , = S U i - G0 - (Gx - 930) - . . . - (Cw-i - » M - 2 ) 

und falls keines der n Ereignisse eingetroffen ist, auf 

«- = S3-_, - (So - (ßi - » . ) - • • • - (6»-i - »-- . . ) . 
Sämtliche Werte der finanziellen Effekte lassen sich in der einen Formel 
zusammenfassen 

s¥ = 3U— 5J (Gf — »i-i) , 2U - 0, » ^ == 0, G* « 0, i> = 0 bis n. (4) 

Eine weitere Vereinfachung in mancher Hinsicht kommt hinzu, wenn 
man die Differenzen der finanziellen Effekte einführt 



rv = ^ — ^ = 3 l / + J ] ( 6 l — 9 3 ^ i ) , v = 0 bis n — 1 (5) 
i-=v-fl 

aus welchen der e r s te E i n s a t z b e t r a g (£0 e l imin ie r t ist, dann 
erhält nämlich sp die Form 

8* = r„ — r — 5, r = wy0 + «Vi + . • . + «Wir»- . , (5a) 

wo r, der sogenannte wahrscheinlichkeitstheoretische Mittelwert der 
Beträge r0,rv . . ., rn_i, r„ = 0, auftritt. Diese Gleichung (5a) oder was 
dasselbe besagt, die Gleichung sn + x + S = 0 wird verifiziert, indem 
man 

8n + X = 8n + W0 (S0 — Sn) + Wx (Sx — * „ ) + . . . + wn-^i (Sn--1 — Sn) 

durch Verwendung der komplementären Wahrscheinlichkeit^ = w'n—\9 
n 

daß keines der n Ereignisse eintritt, in die Form sn + x = V WvS» 

bringt und es bleibt nur zu zeigen, daß 

S = — (w0s0 + wxsx + . . . + wHsn) (6) 

ist, das heißt (— S) den Mittelwert der s repräsentiert. Nun ergibt die 
Subtraktion von (3), (3a) für U — g = — S den Wert 

("oSfo + . • • + ufc- iS^i ) — Eo — ™'o (©1 - »0) - • • . 
. . . — to'n-2 (Sn-1 — ©»-2) + ^„ - iSJn- l 

und dessen Übereinstimmung mit (w0s0 + wxsx + . . . + wnsn) oder mit 

^ o Ä - G o ] + »1 [ » i - e o - ( f f i i - » o ) ] + •. • + 
+ ^ _ ! [3U^ _ c;0 _ ( ( £ , _ »o) _ . . . _ (gw„1 - 9 ^ ) ] + 

+ «fc [ » * - ! - g0 - («1 - »o) — • • - - (®»-l ~ »n-3)] 
ersieht man beim Vergleich der Koeffizienten von 2l0, 3tx, 2I2, . . . 
. . . > ^ («i —»0) . ( S o - » i ) ^ . -

Um nun die „durchschnittliche" Verlusterwartung aus so charakte
risierten Verträgen zu definieren, müssen die f inanzie l len Effekte 
nach ihrem Vorzeichen un t e r sch i eden werden, was durch die 
Bezeichnungsweise 

-+1 " 
«st = s$ oder Null, jenachdem Si positiv ist oder nicht 
1-] 
Si = si oder Null, jenachdem Si negativ ist oder nicht 

geschehen soll. Für eine große Zahl von Vertragsgruppen, deren jede 
die ebenfalls große Zahl k solcher Verträge umfaßt, weist aber die Ein
treffenszahl des (v + l)-ten Ereignisses den wahrscheinlichen Durch
schnitt kii\ auf, und so versucht man, ohne Rücksicht auf die Wahr
scheinlichkeit des Zusammentreffens von Ereignissen, als Maß der Ver-



lusterwartung einer Vertragsgruppe von k gleichartigen Verträgen die 

Summe j . (kwv) sP zu erklären, daher als Maß für die durchschnittliche 
mmi 

***0 
Verlusterwartung, oder kürzer, das d u r c h s c h n i t t l i c h e Ris iko R 
des e inze lnen Ver t r ages den fc-ten Teil dieser Summe aufzustellen: 

t+1 1+1 l+l 
R ~ *Vo + wlh + • • • + Wn*n, (?) 

wie analog G ==- — V w>sp als Maß der durchschnittlichen Gewinner-
Jmmd 

»-*0 
Wartung, In Wirklichkeit aber sind G und R ledigl ich Hi l fsgrößen 
zur Konstruktion eines geeigneten Maßstabes. Durch Differenzbildung 

n 
ergibt sich noch G — R = — V w\sv = S oder, daß Gewinn- und Ver-

v~0 
lustchance durchschnittlich um das Überentgelt differieren« 

Ähnlichen Charakter bezüglich der künftigen Verlusterwartung 
besitzt, wenn bereits die Entscheidung über das Eintreffen der ersten i 
Ereignisse vollzogen ist, der noch nicht abgewickelte Teil des Ver
trages, außer wenn bei der restlichen Abwicklung ein negativer Wert 
von S oder eventuell die Verlusterwartung Null resultieren sollte. 

Neben und an Stelle der Berechnung von R ist aber auch die des 
Gauß'schen Ausdruckes 

• =» 1/ Š Wt8"г = 1/ S w " ( r - ~"* *~ ̂ 2 

Г y**0 Г v«0 

(8) 

erforderlich, der im Äquivalenzfalle S = 0 das ,,mittlere" 'Einzelrisiko 
des Vertrages vorstellt. Hiezu eignet sich die Formel 

T2 — £2 ,= (Wf* + wrf +r «. + w ^ i r ^ i 1 ) — 

— faVo + wxri + • • • ' + ^-ir r t-~i)2 , (8a) 

denn zunächst entsteht durch* Aüsquadrieren von (8) 

n n n 

y a Ä 2 ^ ( f r _ r ) i _ 2 S ^Wv(Tp — x) + S* ^wVi 
y-»0 v-»0 *»--0 

wegen rn = 0 verschwindet rechts der Koeffizient von S und wegen 

V wv = 1 ergibt sich hieraus 
*~o 

T- — Ä8== ][jt-,(r,— r)4 (86) 



sowie durch nochmaliges Ausquadrieren 
n 

T2 — S2 = 2 wvr
2 — 2r J «W + r2 = J uyv2 — r2, 

v*=0 v « 0 *-*0 

d. h. die Richtigkeit von (8a). In Formel (8b) liegt ein kurzer Beweis 
n 

für T2 > £2, dies wieder zeigt 2R + S ^ ]F| w, | sv j < T. 
v ~*0 

Als lineare Funktionen der Wahrscheinlichkeiten w sind somit 
E und T2 von sehr einfacher Struktur. Anders verhält sich dies bei der 
„kombin i e r t en" V e r l u s t e r w a r t u n g , dem „kombin i e r t en" Ri-

.'X 

siko R von k gleichartigen Verträgen, jeder wie oben charakterisiert, 
dann müssen eben alle Mögl ichkei ten des Zusamment re f fens 
von Ere ign i s sen berücksichtigt werden: 

Das erste Ereignis treffe bei (k — v) Verträgen ein, was auf ( I-

fache Weise geschehen kann, daher bei v Verträgen nicht ein. Unter 
den letzteren treffe das zweite Ereignis in (v — / ) Fällen ein, wofür 

eine ( ,)-fache Möglichkeit besteht, also in v Fällen nicht ein. Das 

dritte Ereignis finde in (v' — v") Fällen statt usf. Finanziell wird so der 
(k — v)-malige Effekt s0 kombiniert mit dem (v — v')-maligen Effekt slf 

dem (v' — v") -maligen Effekt s2, . . . zu dem Gesamteffekt 

sVf V.)V.. ^(k — v)s0+(v- v') s, + (V — / ' ) s2 + . . . (9) 

und die Wahrscheinlichkeit für diese kombinierte Ereignung ist das 
korrespondierende Produkt von Potenzen der Wahrscheinlichkeiten w0 

bis wn mit der Exponentensumme k 

v-^-V—...=v £)'(-;)••-. 
daher folgt für die k o m b i n i e r t e V e r l u s t e r w a r t u n g die n-fache 
S u m m e 

im-w®'--— ,10) 
die Summation ausgedehnt über alle Werte *>, v\ v"f . . . , welche dem 
finanziellen Effekt (9) das positive Vorzeichen erteilen, in welchem 

C+l 
Falle sein Betrag mit $„,„<,.. bezeichnet werden soll. Analog wäre 
zwar auch die kombinierte Gewinnchance G zu definieren, aber deren 
gesonderte Betrachtung erübrigt sich, weil die Differenz 

8---^t)W(:-)--(:i)W'----' 
gleich kS nachzuweisen ist. 

R = w0
k 2ľ<1 



IL Das d u r c h s c h n i t t l i c h e Ris iko von Zufa l l sve r t r ägen ein-
fachs te r Art . 

Bezieht sich ein Zufallsvertrag auf ein einziges Ereignis, und soll 
beim Eintreffen oder Nichteintreffen dieses mit der Wahrscheinlichkeit w 
zu erwartenden Ereignisses der Preis 3t, resp. 33 4= $t ausbezahlt werden, 
wogegen der Einsatz (£ zu leisten ist, so erwächst zu Lasten des Unter
nehmers ein finanzieller Effekt 31 — G resp. 33 — £, jenachdem das 
Ereignis eintrifft oder nicht. Nun darf angenommen werden, daß die 
beiden Beträge 3t — G, 3 3 — 6 nicht einerlei Vorzeichen haben, daher 
sind bloß die zwei Möglichkeiten zu unterscheiden 

31 > © > 33 und St < g < 33. (11) 

Allerdings könnte man hier, wo nur die einzige Wahrscheinlichkeit w 
in Frage kommt, von vornherein einen der beiden Preise gleich Null 
ansetzen, denn genau denselben Effekt erzielt ein Vertrag, der 

bei 3t > 33 die Preise 31 — 33 und Null gegen den Einsatz £ — SB 
bei 31 < 33 die Preise Null und 93 — 31 gegen den Einsatz g — 31 

vereinbart, aber der Vergleich allgemeiner Zufallsverträge mit solchen 
einfachster Art wäre dann jedenfalls mit einer Inkongruenz behaftet. 

Für die erste der beiden Möglichkeiten (11) wird das durchschnitt
liche Risiko R gleich w(3t — 6), für die zweite (1 — w) (33 —G), wenn 
also der Hoffnungswert der Preise 

U^w%+ (1 — ^)33, 3 t + 33 (12) 

um ein gewisses Überentgelt S von dem Einsatz K 

g - ^ ^ t - f - ( i _ wjSB-f-Sf, # : > o (13) 

übertroffen wird, so resultiert je nach 31 > 33 oder 31 < 33 

R^w(\—w)(% — 33) — wS resp. w (1 —w) (33 — 31) — (1 —w) S 
(14) 

Dagegen braucht man bezüglich des Maßstabes (8) für die finanziellen 
Effekte des Vertrages 

y ^ l / ^ ( 3 t - g ) a + ( i - ^ ) ( 3 3 = l ) 2 = = 

= y s 2 + w( l — w)(% — 33X2 

keine Unterscheidung zwischen den beiden Möglichkeiten (11) zu machen. 

Charakterisiert wird dieser Zufallsvertrag auch durch. die drei 
positiven Verhä l tn i szah len 

y=^M+W=m'£ = ü'* Ä *' (18> 

deren erste den* Hoffnungswert im Eintreffensfall als Bruchteil des 



9 

gesamten Hoffnungswertes darstellt. Den Quotienten e könnte man 
das relative Überentgelt und & den Sicherheitskoeffizienten nennen. 
Durch Einführung der Größen (16) ergibt sich für die durchschnittliche 
Verlusterwartung eine der beiden Formen 

R = U (y — w — ew) resp. U (w + ew—y — e), (17) 
die sich durch S u b s t i t u t i o n von 1 —y, 1 — w s t a t t y, w in einander 
verwandeln. Positiv kann R nur ausfallen wenn w nicht in dem Intervall 

y y + e 
zwischen — + — und ~- liegt. 

I + e l + e 
Der Sicherheitskoeffizient # steht nach (17) mit e in dem Zusam

menhang 
e e 

# = resp. • > (17a) 
y — w — ew w + ew — y — e 

er nimmt mit e zu, bleibt aber immer größer als e> Umgekehrt ist 
y y) U) ,y 

o - * Y~ resp. & , , q / T / — r > (176) l + dw r ' l + &(l — w) 
Ebenso kann T durch Elimination der Preise 2(, 33 umgeformt werden, 
aus (15) wird 

T=y^rfO!=u y^+i^yj^, (18) 
(/ w(l—w) y w(l~w) ' 

was sich für y = 1 (gleichbedentend mit 93 = 0) vereinfacht zu 

T - y * + ! = * D . = V | / e « + 1 - ^ - (184 

Nunmehr ist die Beziehung zwischen den beiden Maßstäben R 
und T anzugeben, um nach Willkür einen von ihnen als Basis der 
weiteren Entwicklungen wählen zu können. Den Quotienten R/T liefert 
die erste Gleichung (17), kombiniert mit (18) 

% = (y -W _ ew)]/--^Jt=^l 
T \ (y — w)2 + e2w(l—w) 

und dies geht durch Einsetzung des Wertes (176) für e, wobei schließlich y 
herausfällt, über in 

~^^™T\ 2 t > S 8 . (19) 
+ w(2ft + &2) 

Der korrespondierende Wert im Fall 3t < 33 entsteht durch Substitution 
von 1 — w statt« w 

% =AL ">(i-^) , st < a. (19a) 
T \ 1 + (1 — w)(2&+&) 

HŤ 



10 

Weil aber der Ausdruck T im Äquivalenzfall auch als Maß einer 
Verlusterwartung, als mittleres Risiko gedacht werden kann, so hätte 
eine Generalisierung dieses letzteren Begriffes für den Fall der Nicht-
äquivalenz folgenden Bedingungen zu genügen: Für S == 0 den
selben Wert U \f SlL~w' anzunehmen wie T, zweitens mit wach« 

\ w (1 — w) 
sendem Überentgelt S kleiner zu werden und drittens, wenn S einen 
solchen Wert S* erreicht, welcher die Verlusterwartung E zum Ver
schwinden bringt, ebenfalls zu verschwinden oder wenigstens einen sehr 
kleinen Wert anzunehmen. Diesen Forderungen entspricht das mittlere 
Risiko JR durch den Ansatz als lineare Funktion von St T 

S S 
«R = T — rp=. •••==: resp. T — —> (20) 

yi — w ]fw 
dann verschwindet 31 für den Wert S* = (1—w) (31— 93) resp. 
w ($3 — 31), welcher R zu Null macht, und das zugehörige T* -== 
= j /$* 2 4- w (l —w) (31 — 93 )2. Auch die Forderung, mit wachsen
dem S abzunehmen, erfüllt der Ansatz (20), wie aus dem negativen 
Vorzeichen von 

d91 __ S _ 1 ^ 1_ 

ds ~ T yn r s resp* T yw 
ersichtlich ist. Es erscheint indes einfacher statt des Wertes (20) eine 
Ob er grenze ))l* von 3{ e inzuführen, welche, direkt proportional T 

m*=~ll —\ T resp. (l — — W - e\ T (20a) h ^ J T r e s p A l - i ^ - e W 

ebenfalls mit J? verschwindet, allerdings der Forderung, mit wachsendem 
Überentgelt kleiner zu werden nur solange entspricht, als dieses unter 
einer gewissen Schranke bleibt. Daß ftl* wirklich immer größer als der 
Ansatz (20) bleibt, oder* 

we m S 1 — w m S 
T < -. resp. e T < — 

y — w ]fl—w ™ — y ]fw 
statthat, welche Bedingung wieder nach (18) mit 

F 1 y — w w — y JL _ (y _ w\2 < -±-—^_^. resp. ~— (20b) 
w ( l — w ) } w]jl — w (l—w)]fw 

zusammenfällt, folgt aus der Übereinstimmung beider Seiten von (20b), 
y ty} <IQ y 

wenn der zulässige Maximalwert resp. — von e eingesetzt 
w \ —w 

wird. Nach (17b) ist aber 
T T 

$t* =- r~r~~n resP- - , T T I r* <20c) 
1-f-tW 1 + ( 1 — w ) v 
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und daher der Zusammenhang zwischen R und $t* im Falle 31 > SB 

Jj - (1 + u#)yi»<l-»ll, 21 >«, (21) 
9t* |/ I + w (2§ + #2) 

anderseits ist w bei 91 < 93 durch 1 — w zu ersetzen. In beiden Fällen 
folgt aus (21) noch die Ungleichung 

R < $ * ]/w(l—w)(l+T)- (21a) 

Man könnte wohl auch ohneweiters das mittlere Risiko JR durch 
R/]/w (1 —w) (1 + #) definieren, es würde dabei alle oben geforderten 
Eigenschaften besitzen, aber der Zusammenhang zwischen 9{ und T 
wäre schon ziemlich kompliziert. 

I I I . Das k o m b i n i e r t e Ris iko von g l e i c h c h a r a k t e r i s i e r t e n Zu
fa l l sve r t r ägen e in fachs te r Ar t . 

Für eine Gruppe von k Verträgen, deren jeder den Preis 51 resp, 58 
beim Eintreffen oder Nichteintreffen eines bestimmten Ereignisses fest
setzt, und zwar gegen Leistung des Einsatzes (£, bewirkt die Kombi
nation, daß das entscheidende Ereignis bei (k — v) Vertragen eintritt, 

also *>-mal nicht eintritt, was auf ( j-fache Weise geschehen kann, den 

finanziellen Effekt <S(„) = (k — v) 21 + *'93 — kZ zu Lasten des Unter
nehmers. Die kombinierte Verlusterwartung hat somit, wenn w die 
Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses ist, zur Definition 

R = V ( h \ wk~* (1 — w)' [(k — v) 2( + v93 — 433 (22) 

die Summe ausgedehnt über jene Zahlen v, bei denen der Efekt S(V) 
positiv ausfällt, und läßt sich unter der Annahme 21 > 33 darstellen 
durch 

-«=(»-») 2 (J) ™k~v (i - ™y (- - 4 Q - | E ! " (22a) 

V<kJQ ^ ' \Q I 
Indem man also jene ganze Zahl ju bestimmt, welche der Bedingung 

- = iu — (5, 0 < ( 5 < 1 (226) 
Q 

entspricht, erhält man, wenn noch o == gesetzt wird, als Wert 
^ i w 

von R 
l\kf^ik\lk \ 1 

™ v\{o — l)~*,o = -. r *-«-ŕ»Г-?iГ5fí(H' 1 — r ø 
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welcher Ausdruck auf ein Po lynom von Q, a 

}Fi(Q$a)^{k-vQ)^\[a-l)^-' (23) 
y_o \ ' 

mittels der einfachen Beziehung rückführbar ist 

. , 21 — 93 (a — l)*~/<+1 

Q ff* 

Da aus (22a) für die Größe o 

21 — 93 1 _ 
e 2( — [wS"+l i — «•) 93 + _] "_ (23o) 

1 _ _ _ . . 1 _ 

(also £ ]> er je nach # > 0) sich ergibt, anderseits gemäß (14) auch 
die durchschnittliche Verlusterwartung durch Q ausdrückbar wird 

S \ M nr^O — 1 
R _ (2Í - 93) w ( l - w - ^ À = (21 - 93) 

e n t h ä l t der Quo t i en t R/R die Pre ise 21, 93 n i ch t mehr expl iz i te 

| - ( < T ~ l ) r , i * - ( . <r), e ^ff bei 21 > 93. (24) 

Hierin bleibt nur noch die Größenordnung von *Fk(Q> #) zu ermitteln. 
Wenn hingegen 2t nicht, wie bisher angenommen, größer, sondern 
kleiner als 33 ist, braucht man nur rechts in (22) die Substitution (k — v) 
statt v vorzunehmen und 

R _= V j * \ w* (1 — w)*-» [r 21+ (i — v) 93 — HE] 

wieder mit der Bedingung für den Summationsbuchstaben v, daß der 
Ausdruck in der eckigen Klammer positiv ausfällt, ganz analog wie 
oben umzuformen: Durch das Herausheben von 93 — 21 wird 

R=m-%)^iyni-^-(i-v),v^l^,v<i{2,) 
so daß nach Einführung der ganzen Zahl 

^__ * + dy 0<d< 1 
i Q ~" 

und von a = — eine zu (24) korrespondierende Gleichung für den 
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Quotienten R/R entsteht 

- à _ (ä—i)*-ï 
R~~ Zk~i""~ lP*(t?, a), 6 > a bei 91 < 33. (25a) 

Gegenüber (24) weist also die Problemstellung keine Änderung auf und 
es genügt, sich auf den Fall 31 > 93 zu beschränken. 

Im Fa l le der Äquiva lenz (S = 0, g = er) ex i s t i e r t aber ein 
geschlossener Ausdruck für das Po lynom W9 nämlich 

¥*{*,*)-* l*lk\, //-==* +<5, 0 < ( 5 < L (26) 

und zwar folgt dies aus dem Hilfssatze: Bei willkürlichen Werten von gt k 
besteht für jede ganze Zahl // < k die Identität 

C--)=s^(*)(i"0r)to*-i)^"'- (27) 

Zum Beweise von (27) zerlegt man in der Summe rechts 
k —* v v 

l — gv= ~£ j (gk — 1), 

was deren Umformung in 

2. k (>*-D—- SlLV-i)''--
x ' v=-0,l X ' 

md ordnet diesen Ausdruck, oder anders geschrieben 

t { k 71)<** -1)"-,~' ~ £ (*-1) ^ - ^ 
v*0 * ' v = l X ' nach Potenzen von (gk— 1). Dann heben sich alle Terme weg bis auf 

den von (gk — 1) freien, im Minuenden für v = ju — 1 stehenden Term, 
welcher mit der linken Seite von (27) übereinstimmt. 

Erteilt man nun in (27) der Größe g den Wert a/k und multipliziert 
mit k, so resultiert * 

*Ci!)-'C)-|»—>0-"^-
wie in (26) behauptet, nur daß dort die ganze Zahl JLI nicht willkürlich, 

k 
sondern durch 1- 6 definiert war. Hiedurch erhält man im Äqui-

a 
valenzfalle den Quotienten (24) zwischen kombinierter und durch
schnittlicher Verlusterwartung 
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Zur Angabe der Größenordnung dieses Quotienten muß aus der 
Theorie der Stirling'schen Reibe der Satz herangezogen werden, daß 
die Funktion 

. t* r(x+\) 
w(x) = ~,™ —» # positiv 
* ]/2TI **+h P 

für wachsende x abnimmt imd sich für große x der Einheit nähert. 
Dies zeigt für den Binomialkoeffizienten 

; \ r(X+\) i A*-* <p(X) ü"п '(p + vra—ft + i) f^t^Hx~^Y'^<pWcp(X—fi) 
(29) 

die Größenordnung an, denn der Ausdruck <p(X)/<p(pt) <p(X — //), 
wegen 9?^) > 1, <p(X) < <p(X—[i) 

ein echter Bruch, unterscheidet sich wenig von 1, wenn sowohl ju als 
X— [i einen genügend großen Betrag hat, weil alsdann alle drei Funk
tionswerte <p(X), <p(pt), <p(X—//) nahezu 1 sind. Aus dieser Bestimmung 

folgt für den Quotienten E/R in (28) die Größenordnung 

f*(<* — ^m-rъ a Ä 1 \juf \/Lt I \ 27tfi (k—11) 

die identisch ist mit 

jM^-M^l/z:^::. 
\ /W \k— ßl [/ 27t(k — JLt) 

Nach der Definition (26) der Zahl /*=-.---{-<$ hat das Produkt 

^ r s p ^ < > <-» 
nahezu den Wert 1, weil sowohl der Zähler als der Nenner rechts dem 
Grenzwert eöa für große k—fi zustrebt, daher vereinfacht sich die 
Dimensionsangabe (29a) zu 

f <a ] / ._J?..""'--<rl/_*J*± 42LZ 
•ß ~ (l £ i (& —j«) [l 2JT (far — k — da) 

was schließlich die e i n l e i t e n d e r w ä h n t e B e h a u p t u n g in dem Falle 
S =* 0, « > 5B 
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icoe\k, c - = . - - = , ' - . - • b e i S ^ O (30) 
R \2ft (ff — 1) |/.-JTK> (1 — VI) 

/ V 

verifiziert. Zu ganz derselben Bestimmung von R/R gelangt man auch 
bei 21 < 58 und hieraus, ebenfalls für 2( > 33 oder 21 < 33, mit Rücksicht 
auf (19), (19a) zu der bekannten Formel 

bei 8 = 0, ~ =- | = R V5T(I - W) e» [ / iL . (30a) 

IV. N i c h t a q u i v a l e n z bei k gleichen Ver t r ägen e infachs te r 
Art. 

Wenn keine Äquivalenz besteht und deshalb in der Gleichung (24) 
für das kombinierte Risiko 

/\ 

X = ^ = T - *'(<>> °)< (* = j + * . (vgl- 226) 

Q größer als a ist, muß noch bezüglich des Polynoms W die Größen
ordnung oder wenigstens eine Obergrenze derselben ermittelt werden. 
Die hiezu verwendbaren Ausdrücke haben, wie im Anhang (Formeln 
(72) und folgende) erörtert wird, die gemeinsame Form 

**^*C)~*(?)*(H^iS <31> 

so daß durch Multiplikation mit (er—\Y"~ß/ak~~l eine Obergrenze für 

die Größenordnung von R/R anzugeben ist 
k \k/a __ l\t-p jfca + i ba I k \" a — 1\ 

]/27tju(k—ju) 
\P 

welcher Ausdruck unter Einführung der Größe 

fia\k— fij 

in die einfachere Form gebracht wird 

boB^+l bQaBklc-i 

Dies beweist (für <x — 0) die R ich t igke i t der Dimensionsan
gabe (1) 



ÏÔ 

-<cifco-»ß* c - bQ° , ß - ß / _ _ _ V ~ T H2Y 

- ~ * '• y^i^T) /?~«lF-=~J • (32> 

denn Bk stimmt mit der k-ten Potenz des von 6, % unabhängigen echten 
Bruches ß bis auf einen nur die Konstante c tangierenden Schwan
kungsfaktor |~ -t überein, weil in Bkß~k oder 

das Produkt der ersten beiden Faktoren rechts wieder, wie das analoge 
in (296) den Grenzwert 1 hat. 

Die Hauptkonstante ß, welche solcherart für die Größenordnung 

cfc°~- ßk von R/R den Ausschlag gibt und im Äquivalenzfalle Q == a 
den Wert 1 besitzt, nimmt bei fixem a mit wachsendem Q ab, wegen 

1 dö l a _ l 
==—•« r <0 hei Q>a, ß dQ Q* &

e - i 

sie ist daher im Nichtäquivalenzfalle Q > a ein echter Bruch (übrigens 
auch bei Q < a) d. h. das k o m b i n i e r t e Ris iko n i m m t dann mit 
wachsender Vertragszahl ungefähr in geomet r i scher Progres
sion mi t dem Q u o t i e n t e n ß ab. 

Die bei Berechnung der Konstanten e,öc9ß auftretenden Hilfsgrößen 
Qt a resp. Q> a sind durch die charakteristischen Verhältniszahlen des 
Vertrages ausdrückbar, indem man aus (23a) und (25), wenn dort 31, 33 

VU (i — y) 17 
durch -—> —-— ersetzt wird, die Werte 

w \ —w 
^ y W _ ^ w y 

* ~~ (1—w) (y — w — ew) ^ w(w-\-ew — y—e) 

entnimmt und hierin, ebenso wie in a = , a =- — den Sicher-
1 —w w 

heitskoeffizienten ö gemäß (17a) einführt. Aus den so entstehenden 
Gleichungen 

- r - f i r r ' '-7-rrrr™>*-
l-r-y + —--e l - y + - r - e 

(33a), 
1 + ( - — ? ) * - 1 + e . . « „ 

y+~r 
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folgen einerseits Zusammenhänge zwischen den vier Größen Q9 a, Q, a 
und dem Sicherheitskoeffizienten 

1 bei 3t > SB 
a—ï 1 a 
Q-Ì 

~a — 1 
1 + ů' yfllì 

1 ã 
]/w(І — w)(І + 

1 
- - • - - , T-v •/ • - •/ = - - - bei 21 < 58 

e _ i l-h - y- x y „ u —t-)(i + 0) 
anderseits ergibt sich für die Hauptkonstante ß ebenfalls eine Darstel
lung, in der nur die Verhältniszahlen des Vertrages vorkommen 

0 = 1 ^ ( 1 + 0)1+-* < - - y ) bei 2t > SB, (34) 

während bei 31 < 33 die Substitution 1 — y statt y vorzunehmen ist. 
I m Fal le y = 1 vere infacht sich dies zu 

j8 = -^—'(1 + d)*l* bei y = 1. (34a) 
1 + _ 

Insbesondere sind bezüglich der Konstanten <x, b in (31) die drei Ansätze 
hervorzuheben 

Я в s 0 , ь = ' < * - 1 ) 

(Q-af 
І6= ^ 

e - ľ (e?--)1-
1 , 6 = 1 , 

e welche für die Konstante c in (32) die Werte liefern (35) 

< * _ ! / F 7 1 resp. _ £ Ü = oder - * = - , - - . (35«) ^ У (Q — CT)2 J/ 2tt jfe- (g"_T)8-5r |/27l (g — 1)' 

Mittels dieser Werte von c erhält man in der Größenordnung des 

Quo t i en t en R/T 

| - = f f <c *<-*/?* (36) 
die Konstante c durch die Gleichung, vgl. (19) 

c = cl/IMEM!r. (36a) 
1 |/ 1 + vi (20 + 02) 

Eventuell kann auch gemäß (21a) der Quotient 

JL<ik«-~ * /J* y»(l—w)(l + #) (366) 

betrachtet werden, was z. B. für <% = 1 eine direkte Verallgemeinerung 
von (3Öa) bietet. 

Beizufügen wäre, daß ähnliche Berechnungen wie für Zufallsver
träge einfachster Art auch für gewisse, ganz spezielle Zufallsverträge 
mit n Wahrscheinlichkeiten gelten, wenn nämlich jeder der Beträge 80 

bis sn__2 verschwindet. 
2 
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V. Näherungswei se Rückfüh rung von Zufa l l sve r t r ägen auf 
solche e in fachs te r Art . 

Im Äquivalenzfalle ist nach einem bekannten Satze, vgl. (2), das 
kombinierte Risiko für eine große Zahl k irgendwelcher gleichcharakte
risierter Zufallsverträge genau dasselbe wie für k ebenfalls unter sich 
gleichartige andere Zufallsverträge, welche dasselbe mittlere Risiko 
\}\ s-= ]/W0SQ2 + w^)2 + . . . aufweisen, sons t aber ganz bel iebig 
bezügl ich der W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n und f inanzie l len Effekte 

V lc 

nachgewiesen. Daher wäre bei irgendwelchen k gleichartigen Verträgen, 
die nicht zu sehr von der Äquivalenz abweichen, die Möglichkeit vor
handen, das kombinierte Risiko näherungsweise wenigstens dann dem-
jenigen von k einfacheren Verträgen m\t demselben Wert des Gauß'-
schen Ausdruckes ]fi*)Qs0

2 + t0iSx
2 + . . . gleichzusetzen, wenn gewisse 

H a u p t m e r k m a l e , in e r s t e r Linie das Überen tge l t , für beide 
Vertragskategorien identisch sind. Einige Konsequenzen dieses, unter 
bestimmten Annahmen sofort nachzuprüfenden Näherungsprinzips 
sollen hier entwickelt werden. 

1. Von k gleichartigen Zufallsverträgen möge dem einzelnen Ver
trage der Hoffnungswert U, das Überentgelt S und der Wert T des 
Gauß'schen Ausdruckes zugehören, dann sollen dieselben drei Werte S9 

T, U auch für einen „Ersatz"vertrag einfachster Art gelten, der beim 
Eintreffen eines hypothetischen Ereignisses einen bestimmten Preis 

zuerkennt, d. h. nach (18a) soll T2 -= S2 ^ U2 erfüllt sein, wenn 

wenn tu die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des hypothetischen 
Ereignisses bedeutet. Hieraus ergibt sich 

__ u2 i * ?* — s* 
™ - -fi ITfr+ü* ~ I + T h - ~TT~ (37) 

und damit ist der Sicherheitskoeffizient 0 dieses Ersatzvertrages defi
niert, ebenso dessen durchschnittliches Risiko B* 

0 = ± Ä $ e = & (37a) 
1 — TU — me (1 — w) U — wS U 

n s >>* T7T
2 — S2 — SU / 0 . M 

9 s y y s t ? ^ f f + p ; ' (376) 

Aber auch die H a u p t k o n s t a n t e in der Dimension (36) des kombi
nierten Risiko's der k „Ersatz*Verträge und, näherungsweise, der k 
vorgelegten Verträge is t schon durch e und 0 f ixiert , und zwar 
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als 1 oder e entsprechend (34a) gleich 

ß * ^ A : (l + ®)e!e> (38) 
1 + e 

Nur ist die Zulässigkeit der Annahme (37) an eine gewisse Limitierung 
des Überentgeltes gebunden, denn wegen (37a) muß m (1 + e) kleiner 
als Eins, oder kleiner als h sein. 

Verstärken läßt sich die Anähnlichung des vorgelegten Vertrages 
und seines Ersatzes, indem man fordert, daß nicht nur der gesamte 
Hoffnungswert U aller Preise, sondern auch jeder von dessen Teilen yU 
und (1—y) U, getrennt für den Eintreffens- und Nichteintreffensfall, 
dort wie hier derselbe ist. Dann genügt die Wahrscheinlichkeit in der 
quadratischen Gleichung, vgl. (18) 

r- = *+P>-»>' , 
m (1 — m) 

aber damit diese Verfeinerung wirklich zu einem genaueren Resultate 
führt, wird vorauszusetzen sein, daß die Ereignisse, auf welche sich 
die Eintreffenswahrscheinlichkeiten beziehen, konformen Charakter 
haben. Die obige Gleichung zweiten Grades für \v 

F(rtJ) = (1 + h) iu2 — (2y + h)\v + y2 = 0 (39) 

oder mit U2 multipliziert 

0 = (T2 — S2 + U2) rt)2 — (T2 — S2 + 2yU2) n> + y2U2 (39a) 

besitzt zwei Wurzeln zwischen 0 und 1, weil sowohl F(0) als F(l) positiv, 
anderseits für zwei zwischen 0 und 1 liegende Stellen 

(y+h\ y(\—y)h 
\i + h) r [i + *; l + h 

negativ ausfällt. Die kleinere Wurzel m befindet sich also unterhalb 
v — y + h 

• '- -f- < y9 die größere Wurzel w oberhalb i>Y> De-^e zusam-
I ~j— fh 1 ~+ fl 

men würden zwei Werte des Sicherheitskoeffizienten liefern, vgl. (17a) 
0 -= ! u n d 0 = =- e , (396) 

y — ro — we n ) ( i + c ) _ y _ f i 

zwischen denen die r i ch t ige Wahl zu treffen ist. Aufschluß hierüber 
gibt die Differenzbildung 

_1 1_ _ 2y + s — (m + tti) (1 + e) 
0 0 ~~ € 

oder, da die Summe der beiden Wurzeln von (39) gleich -? • •• ist, die 
1 + h 
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Gleichung 

± _ ± Ä < ? » L - } H ^ 3 f ) . (39c) 
0 0 e(l + h) 

Denn man braucht nur von dem Falle y = 1 auszugehen, für welchen 
die Bestimmungen (37), (37a) eindeutig feststehen und y bei fix gehalte
nen Werten von S, T, U stetig abnehmen zu lassen. Soll der Betrag 
des Sicherheitskoeffizienten keinen Sprung machen, so muß, bevor y 
den Wert | erreicht, die kleinere Wurzel m < y gewählt werden, da 
sonst, bei der Wahl m > y sich plötzlich der Wert des Sicherheitskoeffi
zienten vergrößern würde, wie aus (39c), immer un t e r der Voraus-
s e t z u n g e < Ä , hervorgeht. Erst wenn 0 mit 0 gleich wird, bei y = \, 
besteht die Möglichkeit des Überganges zur größeren Wurzel, aber auch 
die Notwendigkeit, weil andernfalls eine Diskontinuität des Sicherheits
koeffizienten, bei Variation des Bruches y von Null an, auftreten würde. 

In Verallgemeinerung von Formel (38) erhält man somit den 
Näherungswert für die Hauptkonstante des kombinierten Risiko's, 
vgl (34) 

-+?*,• • *£&£-*) 
l + e 

während für y < ? die Substitution 1 — y, 0 statt y, 0 vorzunehmen ist. 

Selbst eine Definition des mittleren Einzelrisiko's irgend eines 
nichtäquivalenten Vertrages kann mittels der Wahrscheinlichkeit tt) 
gewonnen werden, analog (20) 

er o 

SR = T : resp. T — --=-- je nach y> i oder y < \ (41) 
1/1—TD ]/xo 

ebenso für die Obergrenze 9t* von 9t, vgl. (20c) 

T T 
9t* = — -c resp. =r~z=: je nach y >i oder y < 4. 

2. Eine ähnliche Näherung wie die erörterte würde platzgreifen, 
wenn nicht bezüglich des Wertes von T, sondern bezüglich des durch
schnittlichen Risiko's R und des Hoffnungswertes Übereinstimmung 
zwischen dem vorgelegten und dem Vertrage einfachster Art herrschen 
soll. Für letzteren wäre dann als Wahrscheinlichkeit des Eintreffens 
eines hypothetischen Ereignisses 

yU — R t . „ r7 

H > - W ~ J . beii*<yU, 
- (42) 

Ü^l-{1-Y\U~B bei R<[l--Y)U 
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zu nehmen, und wenn R kleiner ist als jeder der beiden Beträge yU\ 
(1—y)U, analog dem Obigen, tu oder tu zu wählen, jenachdem y 
größer oder kleiner als \ ist. 

3. Wird gefordert, daß ein Vertrag einfachster Art dieselben Werte 
von R, S, Ty y aufweise wie irgend ein vorgelegter Vertrag, so sind die 
Bedingungen (17) zu erfüUen 

jR=-=U(y — m) — Ätt) resp. R = U (tt) — y) — S (1 — ro), (43) 
112 (v _ tt)\2 

TD (l — X V ) 

wobei tu wieder die WahrscheinHchkeit für das Eintreffen des hypothe
tischen Ereignisses bezeichnet, von welchem der Ersatzvertrag ab
hängt, und U dessen Hoffnungswert, Durch Elimination von U ergibt 
sich für tt) eine quadratische Gleichung 

(I* __ s*) w (1 — tu) = (R + Sit))2 resp. (R + S 1 — tt))2, (436) 
welche wegen der Ungleichung 2R + S < T immer zwei Wurzeln 
zwischen 0 und 1 besitzt. Mittels einer der linear zu diesen Wurzeln 
gehörigen Lösungen U von (43), die Wahl muß nach den spezieUen 
Daten des vorgelegten Vertrages getroffen werden, findet man nä
herungsweise die Hauptkonstante des kombinierten Risiko's für die 
vorgelegten Veträge, wenn e, # in (34) durch S/VL} S/R ersetzt werden. 

VI. D i r ek t e Rechnung für Ver t räge , deren Fä l l igke i t en von 
zwei versch iedenen Ere ign issen abhängen . 

Nach der aUgemeinen Formel (10) ist das kombinierte Risiko für k 
gleichartige Verträge, deren FäUigkeiten vom Eintreffen oder Nicht-
eintreffen zweier, einander ausschließender Ereignisse abhängen 

^ж)mm«-> K + (*~ ̂ K + Aű 
wenn das Eintreffen des ersten гesp. zweiten Ereignisses mit der Wahr-
scheinHchkeit w0 resp. wx erwartet wird, ferner w2 == 1 — w0 — wx 

die Wahrscheinłichkeit bezeichnet, daß keines der beiden Ereignisse 
eintrifft, und 80, вv s2 der finanzieЦe Effekt zu Lasten des Unternehmers 
ist, jenachdem das erste oder das zweite oder keines der Ereignisse 
eintritt. Die Summation erstreckt sich über aUe Werte von v, vf

s welche 
dem Ausdruck in der eckigen Klammer das positive Vorzeichen erteilen. 
Als Bedingung für s0, 8V s2 ist zu erfШlen 

WQSQ + WX8X + W282 = — 5, £ 2> 0. 

Vereinfachend darf man die Differenz (8X — 82) als pos i t iv 
vorausse tzen , weil sonst die Substitution von v — / statt vf eine 
Summe desselben Typus hervorbringt 
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•'ШШШlt-' « . ' У У : ;.?.?[*- ')«.+(•— ')••+'•«.!. 
die sich auf einen Vertrag mit den Wahrscheinlichkeiten ,wQw2wl mit den 
finanziellen Effekten s082sl bezieht. Durch diese Annahme st — s2 > 0 
wird die Verbindung eines negativen s0 mit einem positiven (sQ — sj 
ausgeschlossen, weil dann 

**o — v (so — si) — v* (*i — s%) 
für alle v, v' negativ ausfiele. Trotzdem bleiben noch vier Möglichkeiten 
bezüglich des Vorzeichens der s zu unterscheiden 

s0 > 0, sx ^ 0, s2 < 0 und B0 < 0, sx > 0, s2 ^ 0, 

deren Untersuchung aber ziemlich konform verläuft. Die drei Eventuali
täten sQ =5 0, Ä0 =- «!, ^ = s2 brauchen nicht weiter berücksichtigt zu 
werden, sie sind viel einfacher zu behandeln. 

Durch Herausheben von sk — s2 und Erstsummierung über v' 

entsteht aus der Summe für R 

<-.-'.»-'sa(::)"s(;.)(2)l5f^^-"'] 
und die Ausführung der Summation über v' erfordert, daß wenn zur 
Abkürzung 

rt - V(8i — H) , ^ 1 , ^ 1 ,AA\ 
Qp = ~, O = H " (44r) 
* k80 — V (SQ — 5i) W2 

gesetzt wird, der Wert oder die Größenordnung von 

Z^, •> = Jj (;) ( £ - / ) W - ir-, 0^ • <£ (44a) 

als bekannt anzusehen ist. Diese Funktion Zv (QV> o')t vermittelst derer 
sich das kombinierte Kisiko durch eine Summation über v darstellen läßt 

« «(n—h) v 53 tv) &)z' te»*'*' <44ö) 

steht mit dem Polynom!?^,,, er'), vgl (23), in unmittelbar ersichtlichem Zu
sammenhang, nu r daß hier n i ch t QP > o' sein muß, vielmehr für 
die Behandlung des Falles QV < a' die Eigenschaften der Funktion 

*te'*>-E(£~')(»)(a-lr^ ° - v < i (45) 

in Betracht kommen. Es gelten die Gleichungen (vgl. den Anhang) 

A<r* / 1 1 \ 
z*<«•*> = - f c z i ? . ^ - 7 ) «fce-s1» (45a) 



23 

V ' V ' (456) 
deren zweite die beiden Möglichkeiten, daß die erste Variable von Z 
größer oder kleiner ist als die zweite, wegen 

Q-l a — l (Q-l)(a~l) 
mit einander in Beziehung bringt. 

Nur solche Werte von v in der Summe (446) sind zulässig, welche 
die Größe QV positiv machen. Besitzen also s0 und s0 — sx gleiche Vor
zeichen und wird 

m ___ _J_?2 $*f o < ö* < 1 (46) 
S0 _*! 

gesetzt, so muß v die Bedingung erfüllen 

v < rn oder v 2> ra je nach B0 > 0 oder s0 < 0. 

Hingegen wird QV bei ungleichbezeichneten s0 und s0— -̂  (was 
nur bei positiven s0 vorkommen kann) für jeden beliebigen Wert von v 
positiv. 

Nun sind die drei Mögl ichkei ten zu un te r sche iden 

Q» ___ *> I < Qv< a', QV > a'. 

Damit QV < 1 wird, muß die Zahl v der Forderung v (s0 — s2) <: ks0 

entsprechen, vgl. (44), daher besteht bei gleichbezeichneten Werten 
von s0 und s0 — s2 jenach s0 > 0 oder s0 < 0 die Bedingung für v 

v</t oder v^/t, ^ = 9 ö, 0 £ 5 < 1. (47) 
5 0 S 2 

Sind aber s0 und _*0— s2 ungleichbezeichnet, was nur für negative s0 

zutreffen kann, so existieren überhaupt keine Werte von v, welche QV < 1 
ergeben. 

Für das zweite System der Werte von vt bei dem QV im Intervall 
zwischen 1 und a' liegt, wird durch (44) 

v (H — H+ 8 j ^ 1 )<k*o< v(s0 — s2) (48) 

gefordert, und dies besagt bei g le ichbeze ichne ten s0 und^0 — sl + 

H 7 (8x — #2)» jenach dem s0 positiv ist oder nicht 
a 

/ ( £ v < fj! resp. p, > v > p', (48a) 
worin die ganze Zahl yj definiert ist durch 
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, S0 — 8X+-,(8X — S2) 
^ ^ H — Ö',Q^ . „ . _ . 1 , 0 < b' < 1, (486) % 

Q s0 

anderseits ist die Bedingung (48) von selbst erfüllt oder unerfüllbar, 

wenn s0 und s0 — sx+ ~, (sx — s2) ungleiches Vorzeichen haben. 
o 

Der Kürze halber soll die weitere Rechnung n u r für pos i t ive s0 

erörtert werden. Dann erstreckt sich die Summation für den ersten 

Teil Rl von R, wo QV <* 1 ist, nach (47) über die Werte v = 0 bis ja — 1 
und diejenige über v' wird geschlossen ausführbar, vgl. (45a) 

«-,,-,../S(:)(2)"(,^)-£-^ m 
Der zweite Teil Rn von R, für welchen 1 < QV < er' erfüllt ist, bezieht 
sich, wie aus (48a) zu ersehen, auf die Werte von v zwischen fx und (/ 

RII = {8l- s2) v j (*)(~J z> <<?»or'), K e,< <J\ 

Mit Rücksicht auf die in (456) angeführte Eigenschaft der Funktion Z 
kann die rechte Seite durch 

ersetzt und mi t der jenigen von (49) ve re in ig t werden zu 

" I KJ 1 ItäJ* IJ . ' f V V \ 

— \v I \u>o ° — V \Qv Q I 
„ w . , . . (49«) 

+ (*i — *a) WQ* 

Wird nun in der ersten Zeile Gebrauch von den Definitionen (44) ge
macht und 

ks0 — v[80 — 8x+-±—,-~l) , 
v v \ o l wx o l—w0 
Qv O' Sx S2 W0o' — 1 W0 

3tragen, so erlangt si 

die Gestalt, vgl. (486), 

eingetragen, so erlangt sie nach Herausheben von *0 — sx+ --- (sx — sz) 
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(—^)lC)m'(H 
welcher Ausdruck identisch ist mit 

. os0w0
llFk(Q, a) 1 

QS0W0* Zk{Q, a) = {a_l)ß>-Li > * Ä | — ~ ' ( 5 0 ) 

Hier liegt der Fall Q > a vor, da gemäß der Definition des Überentgeltes 
ß ==z — (wQs0 -f- ^i*i + ^2^2) S^cn die Differenz 

1 ^1 ^2 
Sn S1 -f- ttf* -= -

e_cr = 
* 0 1 — W?0 S 0 ( l — W 0 ) 

positiv stellt, daher können die Sätze über die Größenordnung (31) der 
Funktion y7 Anwendung finden, und die Hauptkonstante ßl des Aus
druckes (50) wird bestimmt durch 

0?/)* = 1 _ , ßi=- I - _ 1 . (50a) 

( c r - l ) * ( < ? - l « 
Bezüglich des zweiten Teiles von (49a) bedarf es des Satzes über 

die Größenordnung von 

z* fc-tr r^i) ~ °'Aa'(* - 1)X~P [l )» e< 0,^,-0 (5i) 
(vgl. den Anhang) dementsprechend die Hauptdimension von 

Zv j — ^ I _ - ~r~ -~\ jene Dimension, die bei Vernachlässigung der 
\QV — 1 a — 1/ 

Potenzen von v gegenüber Exponentialfunktionen mit v im Exponenten 

resultiert, gleich (a— l)p—I*P l I anzusetzen ist, mit fxv die ganze Zahl '-"-ҷ;.) 
v ßp =-= h dp, 0 < (5„ <! 1 

bezeichnet. Der so anstatt des zweiten Teiles von (49a) zu betrachtende 
Ausdruck 

<!(')(;.) (5)'<"'-"-
l ä ß t sich aber mi t dem d r i t t en , auf Werte von v, welche gv >a' 

/\ 
ergeben, bezüglichen Teile von R 

Ri" = (Sl - 82) »,* V ( * \ (B-V Z, (e„ <;'), £>* > *' *SШ 
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vereinigen, denn zu diesem gehört, wegen Zi(Q> er) = j-—-j-~Fx(Qto)9 

die Hauptdimension 

" 0 * 

Dann bleibt noch als restliche Aufgabe die Untersuchung der Summe 
von (51a) und (516), die sich infolge der Beziehung zwischen //„ k, v 

/лџ == ak — Ъv — ÒVІ a = 
*o 

5 1 S2 

ђ 5 0 Sl 

Sl S2 
(52) 

in die über ichtliehere Form bringen l Bt 

wł (o' -" X ) ** EДyДaJfe — Ъv -ь)e-
fi~W* (rr> 

WQ 
-1)Ь. (52a) 

Mithilfe der Stirling'schen N herung für die Binomiаlkoeffizienten ist 

(53) 

die Größenordnung der einzelnen Summanden j J j J fv 

sofort anzugeben 

^fMi._l\T~1l1T V'- / v iV^— -1? 
[v \v J J [aX — bv \ak — bv J * J 

wieder unter Vernachlässigung der Potenzen von k oder v gegenüber 
Exponentialfunktionen mit k oder v als Exponenten. Es muß nun jener 
Betrag von v = tk gefunden werden, für den der angenäherte Wert (53) 
resp. dessen k-te Wurzel 

tbei stetig zwischen 0 und 1 variierendem t) das Maximum erreicht. 
Die Differentiation dieses Ausdruckes oder einfacher von dessen Lo
garithmus 

t.lg£ — (1 — t)lg(l —1)+ (a — t — bt)lg(t+bt — a) — 
— (a — bt)lg(a — bt) 

bezüglich t gibt durch Nullsetzung des Differentialquotienten 

0 = lg £ + lg (1 - * ) + b lg (a-bt) - (1 + b) lg (t+bt-a) (54) 
die nach* aufzulösende Gleichung. Ihre rechte Seite hat aber die 
bezüglich t genommene Ableitung 

[ 1 , _ b ^ (1 + b)- ] 
[l — ť^a — Ъť^t+Ы— a\' 

nimmt also mit wachsendem t ab, daher existiert, wenn überhaupt, nur 
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eine Lösung von (64) und, was auf dasselbe hinauskommt, von 

n *m * ( * + b < - a ) ' + " 

Dann findet man die zur Summe (52a) gehörige H a u p t k o n s t a n t e ß11 

durch Mul t ip l i ka t ion des F a k t o r s w0 (a
f — l)~~a mit dem Maxi

mum von (53a) 
w0 (o' - 1)-* ? (t+bt — Q ) « - * ~ * 

( l _ l ) i - « ( a _ ^ ) a - b i > i W - ^ 

welchen Wert die Entnahme von a — bt aus (54a) 

П+Ы — 0] 
[(!-<)! J 

rø, und Einsetzung von £ = ( ( / — 1)&—- überführt in 
wn 

w0 twг \ - t \ | 

^ - 1 - í Ц í + bł-a) ' í ( ř ) - ü ' (55) 

Im Äquivalenzfalle # = — (w0s0 + wx8x + w2s2) = 0 ist die Wurzel 
von (54a) gleich 1 — w0, wie die Identitäten 

(1 + 6) (1 - w0) - a = tvr + - — — • 
S l 5 2 

a — 6(1 — w0) = w2  
Sl S2 

zeigen, und ß11 nimmt den Wert 1 an. Für 8 > 0, wenn keine Äquivalenz 
besteht, wird das eigentlich a priori feststehende Resultat ß11 < 1 
unschwer auch analytisch bewiesen, hier entscheidet die g rößere 
der be iden H a u p t k o n s t a n t e n ß1, ß11 (wahrscheinlicherweise ß11) 
über die Größenordnung des kombinierten Risiko's. 

Zweifellos würde durch Parallelsetzung irgend eines vorgelegten 
Zufallsvertrages mit einem solchen, der von zwei Wahrscheinlichkeiten 
abhängt, die Genauigkeit des in Abschnitt V besprochenen Näherungs
verfahrens erhöht werden. 

VII. Das k o m b i n i e r t e Ris iko v e r s c h i e d e n a r t i g e r Zufalls
v e r t r ä g e . 

y\ 

Für das kombinierte Risiko R einer großen Zahl irgendwelcher 
Zufallsverträge, welche auf dem Äquivalenzprinzip basieren, gilt, 
wenn 3lv %l2>... die mittleren Risiko's der einzelnen Verträge bedeuten
der bekannte Satz (2) 

£~yi-aR1-+$R,»+...) 



26 

und die einfachste Art der Generalisierung für den Fall, daß k Verträge, 
die sämtlich oder zumteii nichtäquivalent sind, zur Betrachtung vor
liegen, wäre wohl die, eine obere Grenze für den ohnehin mit Anwachsen 

von k beliebig klein werdenden Betrag von R anzugeben 

£ < ßk}/t W + 9V + • • • <ß* | / ^ <-V+ -V + • • •), ß<l, (56) 
derart daß die Konstante ß im Spezialfall von lauter gleichartigen Ver-

/\ 
trägen denselben Wert wie in der früher bewiesenen Formel R < 
< tb*-lßkT annimmt. 

Zunächst wäre für diese Aufgabe eine Durchschnittsrechnung zu 
bewerkstelligen, wofern die vorgelegten Verträge sich auf Gruppen 
verteilen, deren jede aus einer großen Zahl von untereinand gleich
artigen Verträgen besteht. Denn die gesuchte Hauptkonstante ß wird 
voraussichtlich e inen Mi t t e lwer t aus den ßi der e inzelnen Ver
t r äge r e p r ä s e n t i e r e n und es handelt sich darum, in der Formel (34) 

1 4- -i/# A±L(e \ 
ß ^ ~r/u. (i + 0)T+^V5~ y / (56a) 

1 + e 
geeignete Mi t t e lwer t e für e, #, y aus den entsprechenden Kon
stanten der einzelnen Verträge zu bilden. 

E ine der mögl ichen Ar t en der Durchschnittsreclmung ist die 
folgende: Die Hoffnungswerte der einzelnen Verträge seien Uv U2,. . . , 
die Überentgelte Sv S2,.. ., die Gauß'sehen Ausdrücke Tv T2f. . ., 
dann kommt der Vertragskombination jedenfalls das relative Über
entgelt e = ZSijEUi zu, während aus den angenäherten Sicherheitsko
effizienten der einzelnen Verträge, vgl. (376), 

Ul~Bi* Ml ~U* Tf-S*+U* 
am einfachsten ein arithmetischer (nicht aber wahrscheinlichkeits
theoretischer) Mittelwert gebildet wird 

@=H °der eventueu ° = / ! = • <57> 
der alsdann in Verbindung mit e die Hauptkonstante entsprechend (56a) 
bei y = 1 liefert 

i 8 - T ^ ~ ( l + 0 ) ^ (57a) 
i + e 

(Für Verträge, die nur von einer Wahrscheinlichkeit abhängen, ist Ri* 
mit dem durchschnittlichen Risiko des Vertrages identisch.) 

Bei Unterteilung jedes der Hoffnungswerte U% in einen solchen 
für den Eintreffens- und Nichteintreffensfall, der erstere gleich ytUu 
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der letztere gleich (1 —y,) Ui angesetzt, ist die quadratische Gleichung 
(39a) 

0 =- (Tf — S? + Ui2) nn2 — (Tf — S* + 2yiUi2) nn + y?U* (58) 
aufzulösen und, jenach yt>^ oder yi<\, die kleinere Wurzel X0i 
oder die größere Wi zu wählen, um den Sicherheitskoeffizienten 0i des 
Vertrages zu bestimmen 

0i = Si/Rt*, Ri* =- Ui (yi — tot) — SiXOi bei y i > J 
Ri* = 17« (rüi — yi) — S{ (1 — ioi) bei y< < J, (59) 

Einen mittleren Sicherheitskoeffizienten 0 findet man wieder nach (57), 
aber die Berechnung der Hauptkonstanten (5ßa) erfordert noch für die 
dort auftretende Größe y die Verwendung eines Mittelwertes aus den yt 
der einzelnen Verträge 

y = p l> yi* = yi oder 1 —y f jenach yt > \ oder yj < \. (59a) 

Bei einer a n d e r e n Art der Durchschnittsrechnung wäre von den 
Werten RiSiTiyi der einzelnen Verträge auszugehen und für jene Ver
träge, die nicht von einer einzigen Wahrscheinlichkeit abhängen, die 
entsprechenden Hoffnungswerte Ui gemäß (43) zu rechnen, dann bietet 
der Betrag e = ZSi/ZUi einen geeigneten Mittelwert für das relative 
Überentgelt der Vertragskombination (Für Verträge einfachster Art 
wird lli mit Ui identisch.) Anderseits ist als durchschnittlicher Sicher
heitskoeffizient, analog (57), 

# = _-\ oder auch # == 
-W pR7* 

zu nehmen, endlich für y der Durchschnitt 
Ut (yi — X0i) — Si Wi 

für Ri — l\i (m — yi) — Si(l — tOi). 
(Fortsetzung folgt,) 

„ , — f — — 

_ Syi*Ui\ yi* = yi fůr Rt 
y EVa } y ,*=l-y<fi i i 

Sur les précisions comparées de la moyenne 
et de la médiane. 

Par Maurice Fréchet (Université de Paris). 

Dans bien des cas, la valeur moyenne est à préférer à la médiane 
comme valeur typique d'un ensemble de valeurs. Mais il n'en est pas 
toujours ainsi: dans d'autres cas, la médiane fournit une valeur plus 
représentative (vie médiane, revenu médian) ou plus facile à déterminer 
numériquement. 

Cependant certains statisticiens opposent cette objection au choix 
de la médiane, que sa précision serait moindre. Nous voulons montrer 
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