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SUR LE CALCUL EFFECTIF DES NOMBRES
DE BERNOULLI

K. Perr

Pour le calcul des nombres de Bernoulli, nous avons & notre disposi-
tion un grand nombre de formules récurrentes. Mais comme elles font inter-
venir des nombres rationnels, atteignant des valeurs élevées quand I'indice
croit, leur calcul n’est guére praticable. Ce n’est qu’'a Paide du théoréme
de Staudt-Clausen qu’il a été possible de calculer ces nombres sans trop de
peine pour un indice assez grand. Adams lo fit le premier pour les 62 pre-
miers nombres; ses résultats ont été publiés (Jour. {. r. u. ang. Mathematik,
85 (1878), p. 269). Plus tard Serebrennikof donna les 90 premiers nombres
de Bernoulli (Mém. Petrog. (9), n° 16 (1905)). Mais c¢’est Hermite qui, dans
Jour. f. r. und ang. Mathematik, 81 (1876), p. 93—95 (Oeuvres III, p. 211)
avait attiré le premier I'attention sur Pimportance du théoréme de Staudt
pour le calcul des nombres de Bernoulli.

Le théoréme de Staudt-Clausen peut s’énoncer sous la forme plus
commode suivante:*)
AN 1
(——1)’~1B,=E,-{—-g——/_‘;7—, r=1,23,.... (1)
r
La somme est étendue & tous les nombres premiers p > 3 pour lesquels
p — 1 est un diviseur du nombre 2r; B, est le nombre de Bernoulli de rang r;
les E, sont des entiers qui sont nuls pour r < 7 et sont pour r 2> 7 positifs,
pour r impair, et négatifs pour r pair; E; = 1.

Pour les nombres E, on ne connait aucune formule de récurrence; les
relations qu’on donne pour telles sont des formules de récurrence (linéaires)
pour les nombres B, ot on remplace B, d’aprés (1) par la somme E, et par
une somme de fractions rationnelles qui sont ensuite convenablement

*) Voir mon travail ,,0 polynomech Bernoulliskych*, Rozpravy IL. ti. Ceské
ak., §3, &. 40 (1943), p. 15.
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choisies. Dans Pouvrage cité, Hermite utilise & cet effet la formule de
Moivre:

2Zn 4 1) By —(2n+4 1) Byoy + ... & (204 Doy By = £+ (n— $)

dans laquelle on fait passer au second membre les fractions, apparues an
premier par suite de la substitution effectuée et qui sont de la forme

1 . .
4+ (20 4 Dgpyr —; Ja somme de celles qui ont le méme dénominateur p,

v donne alors (d’aprés le théoréme de Staudt-Clausen) des nombres entiers.
Iy a d’autant plus de tels termes ayant le dénominateur p, que p est plus
petit. Si nous pouvions établir d’avance la somime pour de petites valeurs
de p, nous p()urrlom faciliter le calcul pour des valeurs de n plus grandes.
Daus ce travail, je veux montrer précisément qu'il est facile de le fmre pour
les fractions &4 dénominateur 5,7 ¢t 6, ¢’est-a-dire pour toutes celles des
fractions que fait intervenir le théortme de Staudt-Clausen qui ont un
dénominateur plus petit que 11.

Ensuite, on peut utiliser pour le probléme qui nous occupe, une formule
réeurrente plus appropriée que celle de Moivre. A cet effet, j'en ai choisi
une dont le premier membre est 0 et le second une forme linéaire des nom-
bres de Bernoulli ol le nombre des termes cst seulement la moitié de celui
de la formule de Moivre. En outre, les coefficients numériques y sont nota-
blement plus petits. Elle découle, comme simple conséquence, d'une formule
des polynémes de Bernoulli, qui peut étre, & son tour, deduite d’une mo-
niére tout a fait simple; et puisque les équations correspondantes offrent
aussi un avantage dam un autre ordre d'idée, c’est par 14 que je commen-

ceral.

1L
Considérons le polynéme en «
(x) = et — 1)7H A at i — 1))
On a évidemment (s; indiquant comme dans la formule de Moivre ci-dessus,
le coefficient du bindéme (sz))
Wyl 1) — Wy() = Yz - 1 — (@ — 1)) + 2z + 1)+ —
@ — I = 1+ Dy + ) e D s5] 222
U Dy st

C'est une équation aux différences finies qui, si on lui adjoint la condition
Y,(0) = 0, détermine d’une maniére unique le polyndéme ¥,(x); or, un
polyndme qui répond & la question est

Dy(x) = [(s + 1)y + 8] pasl) + [(s + ) + 83] Pos-2(%) + 2)
+ [+ D5+ sl g &) + :
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olt @x(x) est le polyndéme de Bernoulli défini par les relations
ep@ + 1) — @p(x) == 2, @p(0) == 0, b= 1,2,3,... (3)
P (x) et Dy(x) sont done identiques et on a la relation
[+ 1)y + 51 1 @oe(@) +1(s 4 D483 g2e al@) + Ls - 15 4- $5lgun o(2) o=
= §[xs(@x — 1)t L a2t i e —1)%), s =1,2,3, ... 4)
qui sera pour nous la formule de récurrence fondamentale entre les poly-
némes de Bernoulli. Le dernier terme du 1°T membre de (4) est

a) pour s pair (s eyt @2,

b) pour s impair [(s + 1), + 1] gepa(2).

Et comme le terme pour a! du polynéme de Bernoulli go(x) est By =
= (— 1)*-1 By, B; k*menombre de Bernoulli, il résulte immédiatement
de (4), pour 8 > 1 la formule de récurrence suivante pour les nombres de
Bernoulli:

[(s 4 D)y + 51 B+ 18 + Dy + 851 By’ 4 [(54 D5 4 81 B’ + .. +
+ (8 4+ D)s41 By == 0 pour s pair (5)
(s + 1)y 4+ 1] B’y 1) = 0 pour s impair.

Ce sera notre point de départ pour des transformations ultérieures.

- IIL

Dans I’équation (5) étudions d’abord I'ensemble des termes qui d’apres
(1) ont le dénominateur 6. Ils sont de la forme
[(s+ Darya + saxsal § £=1,2,3,....

Ces termes ont pour somme un nombre entier que nous désignerons
par a; et que nous ferons passer dans le 2¢m® membre oit il donne — a,. On
peut facilement calculer a,: si dans (4) on fait = 2, comme @u;(2) =
= 1*2 = 1 on a immédiatement la relation

[+ D+ ol 4 s+ Dyt 5l + Us 4+ Dy + 55+ o=
= 1(2¢ 4 29t1) = 3, 251 (6)
s0it

Qg = 282, (7

D’une maniére analogue calculons dans (5) les termes qui d’aprés (1)
ont le dénominateur 7. D’aprés le théoréme de Staudt de tels termes se trou-
vent dans I’expression

(s + Doy + Sapp4) B,_;

autant de fois, et autant de fois seulement, que 25 — 2k est divisible par
7 — 1 = 6; le terme correspondant est alors

— (s + Doprr1 + sewrs1] ¥, §-— &’ divisible par 3. (8)
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Pour caleuler leur somme que nous désignerons par — a,, considérons
Péquation obtenne en soustrayant membre & membre les équations qu’on
déduit de (4) en y remplagant x successivement par « 4 1 et «. En tenant
compte de (3), on obtient

L5 4 Dyt o] 32 (s D+ 8] 6224 [(5 4 D+ s5]a24 4=
= 42 + 1) atx + 1) — (21 — l)a'(a — 1.

Mais puisque « est une racine de Péquation #3—1 =0, on a a2 x
-} 1 == 0. 8i nous ajoutons encore membre & membre cette équation avec
celle qui s’en déduit en y remplagant « par a2, autre racine cubique de
I'unité, et avec 'équation (6) il vient au 1°* membre

Zl F Dopgr b skl (VD g A20=0 4 1), k=1,2,3, ...

L’expression entre parenthéses est égale & 3 si s — k est divisible par 3,
sinon elle est égale & 0. Le 1¢7 membre est done égal & -4 21q,. Et alors
le 28me membre est

3. 201 4 1[(a — ) (A% ) — (2% — 1) (A2 — )] +
CoA AR A) ((E &) (282 — 1) (6 —of)*] =
= 3.2% — (x + A2— 1) (x —a?)F =
[3. 28— 4 2(x —a®)*  sis est pair
13 . 251 4 (x — A%+ i 5 est impair.

Tl vient alors

L] X
ay == H214 2.3 2 (—1)2] si s est pair
s—1 } i

= 3[2~1 4 372 (—1) %] sis estimpair.

Si on change de membre les termes de dénominateur 7, on aura au second
membre, outre — qg, le terme a,.
Tout comme nous avons fait au 1¢¥ membre de I’équation (5) la somme

partielle des termes de dénominateur 7, nous pouvons, en utilisant au lien
de « la racine imaginaire de I'unité, i, traiter ceux qui ont pour dénomina-
teur 5. Si on désigne leur samme par — a; on obtient les différentes valeurs

8
a5 = $(3.2% 24 (— 1) 27-’*1] pour s = 4k,

&

= }[3.2" 2 4 (— 1)k 22] pour 8 = 4k + 2,
53
= }3.2-2 4 (—1)-13, 2°2] pour s = 4k 4 1,
8—3

= 1[3.22 4 (—1)}+122]  pour s = 4k 3.
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Si on note alors par B le nombre (— 1)r—1 B, = B diminué de §,
— %, — } done le nombre donne par la formule

: B = F— 3

ot K, est nombre entier défini par la relation (1) et les p sont des nombres
premiers supérieurs & 10 et tels que p — 1 soit un diviseur du nombre 2r,
on a la formule de récurrence suivante pour calculer B:

s + 1)y + 80 By + [+ Vg 851 By_, + ... +

II .
s+ 1),,, B, ]spmr
~+ 2 e= 0y Ay -, 9)
s+ 1), + 1] B‘H , J s impair
«)
Cette équation est unc relation récurrente griace & laquelle on peut assez
facilement calculer E, comme on le verra sur des exemples dans le para-
n
graphe suivant.

1v.

Pour le calcul des nombres E; nous supposerons que E, == 0 ce qui
résulte immédiatement de I'identité (4) pour s = 1. Pour mettre en lumiére
I'enchainement des calculs numériques, je ferai le calcul en détails dans ce
qui suit pour deux valeurs distinctes de s consécutives, et cela pour s assez
grand. Je choisirai les nombres s = 15, 16. Si on effectue les caleuls succes-
sivement pour toutes les valeurs de s, de 2 4 16, d’aprés 1’équation (9), on
obtient les résultats respectifs suivants:

E,=E,=E;=E,=E=E;=0, E;=1, Eg=—17, E,= 55,
Eg, = — 529, By = 6192, E,, = — 86580, E,, = 1425517,
E,, = — 27298231, E,; = 601580874, E,, = — 15116315767.

Pour calculer Ey;, écrivons d’abord les coefficients numériques du 1°f mem-
bre de ’équation (9); sur une 18 ligne inscrivons les coefficients du binéme
S2p41, sur une 2¢ ceux de (s 4 1)opq pour k= 0,1,...,7, sur une 3° la
somme. On obtient

15, 155, 3003, 6435, 5003, 1365, 105, 1
16, 560, 4368, 11440, 11440, 4368, 560, 16
S1E,, + 1015E,, + 7371E,, - 17875E,, -+ 16445E,, + 5733E,, + 665E, + 178,
31, 11;  29; Iy 13; 23; 11; 19; 17

Sur la ligne suivante sont écrits les nombres premiers p > 22 11 qu’on rencon-
tre dans 'expression correspondante donnée pour B, par le théoréme de
Staudt-Clausen. Puis sous E;; nous mettons les nombres 31 et 11 qui se
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trouvent d’aprés (1) dans By; sous B,y le nombre 29 et ainsi de suite. Cal-
culons les ag, a,;, a,y ct ainsi de suite correspondants & ces nombres pre.
miers. Pour 11, comme il se trouve deux fois dans la 4° ligne, au 1¢* membre
de I'équation (9), on aura 2 fractions de dénominateur 11, ce qui donnera

31— 4 5733 . — Y == —ay,, a = P14 = 524
I’une maniére analogue,
Ay == 4 =1, agy = 1§15 = 35, ayy = V7IBT5 = 1375, ayy = 715,
Qg == ') a;, = L.

A ces nombres nous adjoindrons ceux que nous avons obtenus au para-
graphe précédent

ay = — 8192, q; = 4928, a, = 2653.
La somme de tous les a pour s = 15 est 2075 et il vient done, p(mr Eis, la
formule

31Ky, + 1015E,, + 17875E,, + ... + 17TE = 2075
de laquelle on tire, en remplagant Eg, E,, ..., E,,, par leurs valeurs
E,; = 601580874.

11 est possible de poursuivre facilement les calculs avec une machine a cal-
culer.

Quant aux calculs que j’ai fait ci-dessus, il en éxiste des moyens de
coutrdle, que je passerai sous silence, car ils sont évidents.

Le calcul du nombre E,¢ peut se passer de commentaires; il suffit
d’indiquer les étapes les plus importantes du calcul

16, 560, 4368, 11440, 11440, 4368, 560, 18, .
17, 680, 6188, 19448, 24310, 12376, 2380, 136, 1
33K, -+ 12408, - 1-10006E14+30888] oM 1-3.)750[«,,,+16744E11+2940E”, ¥ 152E44- 1,
17; 31, 11; 29; 13; 23; 11; 19; 17.
BT . ag o7
g7 ==~ = 2, ay = 40, a;, = 380, a,y = 364, a;3 = 2750,
Agy == 728, a,53 = 8; a, = — 16384, a; = 9856, a, = 5306.

La somme de tous les a est 3050, De 1’équation

33E.4 -+ 1240E; + ... + Ey = 3050
on tire
33E,; = — 498838423361, E,, = — 15116315767
J'indiquerai encore, pour finir, que les nombers notés ici Ex ne coincident
pas exactement avec ceux qu’emploient d’autres auteurs dans la théorie

des nombres de Bernoulli. Mis & part la question du signe pour laquelle les
conventions varient, ils en différent de 1.
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