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JE POVRCH DERIVACI OBJEMU?

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

K tomuto tématu mne dovedl dotaz
kolegy S. ZachariaSe ohledné jeho prace,
ve které odkazuje na ¢lanek profesora Ku-
Finy [1] otistény v tomto Casopise. Ten
v ném do znac¢né miry pfebira material
publikace [2]. JelikoZ jsou uz nadpisy ¢lan-
ki [1] a [2] zavad&jici, rozhodl jsem se se-
psat tuto skromnou poznamku.

Predevsim je tfeba zdlraznit, Ze tvrze-
ni ,povrch je derivaci objemu“ nedava
smysl! Jak spravné poukazuji autori pub-
likace [2], existuji pro néktera télesa T' (af
uz v jakékoliv dimenzi n) vzorce (zavise-
jici na jedné proménné z) vyjadiujici je-
jich objem Or(x) a jejich (n—1)-rozmérny
povrch Pr(x) v takové formé, Ze

dOT<l‘)

i (1)

Prikladem jsou ¢asto citované vzorce

2

Ok(x) =72 a Pg(x)=2nx

pro obsah (tj. dvourozmérny objem)
a obvod (tj. jednorozmérny povrch) kru-
hu K, kde proménnou x je jeho polomér.

UZ na tomto jednoduchém piikladé si
uvédomme, jak vzorec (1) zavisi na volbé
proménné x. Zvolime-li na piiklad za pro-
ménnou t-nasobek poloméru z pro t > 0,
t # 1, potom
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Clanky zabyvajici se vztahem (1) se
omezuji na pravidelné télesa. To samoziej-
mé neni nutné; nepravidelnost télesa neni
davodem, pro¢ by vztah (1) nemohl pla-
tit. Podstatny je naopak fakt, ze v pripadé
n-rozmérného télesa (kde n > 2) ,pro-
ménna“ musi byt , kolma*“ na uvazovany
(n — 1)-rozmérny povrch, ktery v piipadé
n-rozmérné koule nahrazuje piislusna tec-
né nadrovina.

Priklad rotacniho valce V', jehoz vyska
se rovna pruméru kruhové zakladny, je
jednoduchym prikladem télesa, které
v piipadé, Ze zvolime za proménnou polo-
mér zakladny z, spliiuje

75 PK(J])

Oy (z) = 2ma®,

Py (z) = 2m2® + 4dna® = 6ma?,

a tedy vztah (1).

V této souvislosti si musime uvédomit,
Ze odkaz na valec v ¢lanku [1] je ponékud
zavadéjici. Nepoukazuje na vztah mezi de-
rivaci objemu a povrchu, ale na vztah mezi
derivaci objemu valce a ¢asti (plastém) je-
ho povrchu. Takovy vztah je oviem platny
trivialné v obecném piipadé. Je-1i T n-roz-
mérné téleso spliwujici (1), potom (n + 1)-
rozmérny ,valec“ V o zakladné T a vys-
ce v spliuje

dx dx
= Py (z),

v = Pp(x)-v

kde Py (x) je n-rozmérny ,,plast” télesa V.
Prikladem je v [1] zmiliovany vztah
mezi vzorci

Oy, () =ma®-v a Py (z)=2rz-v
pro objem a plast rotacniho valce Vi
v trojrozmérném prostoru.

Tyto poznamky uz naznacuji moznost
formulace nésledujiciho tvrzeni.
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c= Z?ﬂ(tg% +tgf;)

Obr. 1.

Véta. Necht T je n-rozmérny konvexni

mnohostén, pro ktery existuje vepsana
(n-rozmérné) koule o poloméru x (doty-
kajici se vSech (n — 1)-rozmérnych stén).
Necht T ma k stén. Potom kazda (n —1)-
rozmérnd sténa (o obsahu s; ) spolu se stre-
dem S vepsané koule urcuje n-rozmérny
jehlan, jehoz objemv; = s; x/n,1 < i < k.
Pritom s; = c;2" ' pro urcité ¢;. Tedy
objem mnohosténu T je

DN

—C.T

kde
k
c=) ¢
i=1
1

a povrch mnohosténu T je Pr(z)=cz" " .
V tomto pripadé (1) plati.

Dikaz je jednoduchy: ihned

z nésledujicich dvou fakti.

Plyne
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1. Objem n-rozmérného jehlanu je %X
obsah (n—1)-rozmérné podstavy x vyska.
2. Obsah (n — 1)-rozmérné podstavy
n-rozmérného jehlanu o vysce z je ¢; X

2"~ ! pro jistou konstantu c;.

Poznamka. Pro dimenzi n=2ak=3
se jedna o (libovolny) trojuhelnik a tedy
predpoklad existence vepsané kruznice je
vzdy splnén. V tomto pripadé dostéavame
jednoduché vyjadreni pro hodnotu ¢: Jsou-
li o, B, vnitini ahly trojuhelniku, potom

o B v
=2 tg— tg— tg— | .
c <co g2 + co g2 + co g2)

Pro libovolny konvexni k-thelnik M, kte-
rému lze vepsat kruznici (viz obrazek pro
k = 5), snadno odvodime

k
Z tga; +tgBi), Om(z) = 2ea?,
i=1

Py (x) = ez,
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Obr. 2.
coz vyjadiuje znamy vzorec
Onm(z) = %PM(SC) x
pro obsah takovych mnohotuhelniki.
Tim dostavame i navod, jak vyjadrit
hodnotu ¢ ve vyssich dimenzich. Podot-

knéme jesté, ze podobné vzorce lze odvo-
dit pro objem a povrch n-rozmérné koule.

Je téZ namisté zminit, ze predkladana
véta predstavuje pouze postacujici pod-
minku k tomu, aby téleso T spliiovalo
vztah (1). Uvedme jednoduchy piiklad
obrazce, ktery mneni mnohothelnikem,
a vztah (1) splnén je. Necht M = A; A,
...Ar je rovinny konvexni k-thelnik,
kterému lze vepsat kruznici K, a necht P;
je bod dotyku na strané A;A;41
pro 1 < i < k (pfiCemz identifikujeme
Ag+1 = Ap). Oznacme @ obrazec, ktery
obdrzime z M nahrazenim tsecek P;A;41
a Ajy1Pj41 pislusnym obloukem kruzni-
ce K pro nékterd j. Snadno se presvéd-
¢ime, Ze

dOg(z

% = PQ (l‘)
Prvni obrazec v obr. 2 odpovida piipadu,
kdy M = A1 As A3 Ay je Etverec a j = 2, 3.

Druhy obrazec, v némz AsP3A4 je
oblouk kruZnice a délka strany AjA; je
t-nasobek délky strany A;As, % <t<1,
ma vepsanou kruznici. Pfesto pro zadné ¢
vztah (1) splnén neni.
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