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FYZIKA

vevs s

TFi naro¢néjsi Glohy z fyziky,
pri jejichz reSeni se mlizeme setkat s kruznici

Miroslava Jaresovd, PedF UHK Hradec Krdlové

Pii feseni uloh z fyziky se Casto setkdvame s kuzeloseckami. V ¢lanku
uverejnéném v ¢isle 4 minulého roéniku Rozhledu jsme se zabyvali pa-
rabolami, nyni to budou kruznice. Opét ukazeme feseni tii narocnéjsich

aloh.

Prvni tloha se tyka situace, kdy je kruznice trajektorii pohybu.

1. Pohyb hodinovych rucicek

Koncovy bod P velké rucicky hodin je ve vzdéalenosti R = 1,00m od osy
otaceni a koncovy bod @ malé rucicky ve vzdalenosti » = 0,75 m od osy
otaceni. V roviné ciferniku hodin zvolme kartézskou soustavu soufadnic
s pocatkem ve st¥edu ciferniku tak, ze kladna ¢ast osy x smétruje k tdaji
,»3 hodiny“ a kladna ¢ast osy y k tidaji ,,12 hodin“. Cas ¢ budeme mé&fit
od okamziku, kdy hodiny ukazuji 12 hodin.
a) Urcete okamziky, v nichz se obé ruéicky prekryvaji, a rovnéz velikosti
odpovidajicich 1hl{, o které se od okamziku ¢t =0h pootoc¢i mala
rucicka.
b) Sestavte funkci popisujici zdvislost vzdélenosti d bodt P, @ na Case t.
) Nakreslete graf funkce z ¢asti b) pro t € (Oh, 12h).
Reseni
a) Oznaéime 77 =1h periodu pohybu velké rucicky a T» =12h
periodu pohybu malé rucicky. Pro pomér téchto period plati

% =12, zdéehoz T, = %Tg. (1)
Od kazdého prekryti rucicek do prekryti pristiho se musi velka rucicka
pootocit o stejny thel jako mala a vykonat jesté jednu otacku navic.
Musi tedy platit

21 21
— t;, = — t. + 21k
le B k + 21K,
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kde k €{0,1,2,3,...,11} urcuje pocet celych otdcek velké rucicky
a ty je Cas, kdy se obé rucicky po k-té otacce velké rucicky prekryvaji.
Po dosazeni z (1) dostaneme

odkud

Dosadime-li sem T = 12h, dostaneme jednotlivé doby ty:

to = 0h Omin, ty = 1h 5,5min, to = 2h 10,9 min,
t3 = 3h 16,4 min, ty = 4h 21,8 min, ts = 5h 27,3 min,
ts = 6h 32,7 min, t7 = 7h 38,2min, tg = 8h 43,6 min,

to = 9h 49,1 min, t10 = 10h 54,5 min, t117 = 12h Omin.

Velikosti odpovidajicich ahld «j v radidnech vypocteme pomoci
vztahu

2n 2 Ty 2n
B TR TR T
po prevodu na stupné
360° i
ap = ——
k 1 )
odkud:
ag = 0°, ay = 32,7°, as = 65,5°,
ag = 98,2°, ay = 130,9°, as = 163,6°,
ag = 196,4°, a7 = 229,1°, ag = 261,8°,

a9 = 294,5°, ago = 327,3°,  aq1 = 360°.

Poznamka. Ulohu je mozno fesit i jednoduchou avahou. Je ziejmé,
7e obé rucicky se za dvanact hodin setkaji 11krat; mezi 1. a 11. hodi-
nou se setkaji 10krat a pak jesté presné ve 12 hodin. Casovy interval
mezi dvéma nésledujicimi setkdnimi rucicek je vzdy stejny (kdyz po-
oto¢ime cifernik tak, aby dvanactka presla z jednoho mista setkani
k druhému, nic se nezméni — problém je vici této transformaci in-
variantni). Odtud je jasné, Ze Casovy interval mezi dvéma setkanimi
je 12h: 11 = (1 + 1—11) h; thel mezi sousednimi misty setkani je vzdy
jedenactina plného thlu.
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b) Vychdzejme z oznadeni na obr. 1. Pro kazdy okamzik ¢ plati:

2nt
rp = Rsing; = Rsin °r
Ty
2nt
yp = Rcospy = Rcos -
T
. . 2mt
TQ = rsinps = rsin —
Q P2 T,
2nt
= T'COS (3 = I COS —
Yo P2 T,
Pro d = |PQ| tedy mZeme psét:
d* = (zp —2q)” + (yr — yo)°
d*> = (Rsinp; — rsin @)? 4 (Rcos p; — rcos gs)?
d> = R*+ 712 —2rRcos (s — 1) *) (2)

Oznadime-li ¢ = 9 — 1 a rovnost (2) upravime pomoci vzorce

cosp =1 — 2sin? %,

muZzeme postupné psat:
d® = R? + 1 — 2Rr + 4Rr sin® g
d®> = (R —r)? + 4Rrsin® (ﬂ — ﬂ)

2 2

11
d*> = (R —r)? + 4Rr sin® KE - ﬁ) mf}

Po dosazeni Ty = %Tg, upravé a odmocnéni dostaneme

11nt
d= \/(Rr)2+4Rrsin2n.
T

*) Tento vztah bychom mohli napsat pfimo pomoci kosinové véty aplikované na troj-
thelnik OPQ.
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Pro dané hodnoty R a r je

11n{t
{d} = \/(1,00 —0,75)244-1,00- 0,75 - sin* % ,
kde {d} znaéi éiselnou hodnotu vzdalenosti koncovych bodu rudicek
vyjadfené v metrech a {t} znadi éiselnou hodnotu ¢asu vyjadreného
v hodinéch. Po upravé

{d} = \/ % + 3sin? ”Et} . 3)

c) Graf funkce, kterd vyjadiuje zavislost vzdalenosti koncti ruéi¢ek na
Case, sestrojime na zdkladé vztahu (3). Body grafu ziskané dosaze-
nim za ¢as t po jednotlivych hodinich propojime , hladkou“ kiivkou
(obr. 2). K sestrojeni grafu je vhodné pouzit napf. tabulkovy procesor
Excel.

d[m]
2,0 +

1,5+
1,0+

0,5+

O 9 4 6 8 10 12

Druha tloha se tyka urceni vnéjsi obalové kfivky naboju vystrelenych
z odpalovaciho zafizeni. Naboje jsou vystieleny ve svislé roviné vSemi
smeéry stejné velkou rychlosti.

2. Pohyb naboju
Z odpalovaciho zafizeni (jehoZ rozméry budeme povaZovat za zanedba-

telné), které se nachazi ve vySce H nad zemskym povrchem (v homo-
gennim gravitaénim poli), jsou sou¢asné vSemi sméry v téze svislé roviné
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vystfeleny naboje stejné velkou pocatecni rych-

losti vg (obr. 3). Dokazte, Ze se ndboje v kazdém ‘\ ! /
okamziku nachézeji na spole¢né kruznici. Jak za- NN
visi polomér této kruznice na c¢ase a jaky pohyb P
kona stied této kruznice? Odpor vzduchu zane- / 1 \
dbejte. J

Reseni

1. zptsob feSeni — pomoci analytické geometrie
V roviné, v niz se pohybuji vystielené naboje, zvolime kartézskou sou-
stavu soutadnic Ozy s vodorovnou osou z, jejimz pocatkem je bod,
z néhoz jsou néboje vystieleny. Uvazujme libovolny vystieleny néboj
a oznacme « velikost orientovaného thlu, jehoZ pocatecnim ramenem je
kladna ¢ast osy x a koncovym ramenem polopfimka, v jejimz sméru je
naboj vystrelen. Tento naboj se v Case t nachazi v bod¢, jehoz soutfadnice
jsou

r=wvotcosa, Y =votsina — %th.

7 téchto rovnic vylouéime «, a to tak, Ze z prvni z nich vyjadfime cos «,

z druhé sin a,, potom obé rovnice umocnime na druhou a seCteme. Po-
stupné dostaneme:

T . y+ 39t
cosa = —, sina="2"—
Uot ’U()t
2 1. ,2\2
2 w2 2% (y+ggt?)
cos“a+sm o= —5 + ————
v3t? v3t?
2
N R )
v3t? v3t?
2
@+ (y + 59t°)" = (vot)? (4)

Rovnice (4) je rovnici kruznice se stfedem S [0, — % gt2] a polomérem
r = vpt. ProtoZe jsme uvazovali libovolné «, lezi na této kruznici v ¢ase t
vSechny vystielené naboje. Polomér kruznice se s casem méni a jeji stfed
pada svisle dold volnym padem.
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2. zpusob feSeni — pomoci neinercialni soustavy soufadnic

Pohyb nabojt budeme popisovat vzhledem k neinercidlni soustavé sou-
fadnic spojené s myslenou kulickou (povazovanou za hmotny bod), ktera
zacne v okamziku, kdy jsou naboje vystieleny, padat z odpalovaciho za-
fizeni volnym padem. Vzhledem k odpalovacimu zafizeni se kazdy naboj
pohybuje po parabole — jedna se o Sikmé nebo vodorovné vrhy, v pfi-
padé svislého sméru jde o vrh svisle vzhiru, resp. volny pad. Vzhledem
k myslené kulicce ale vSechny naboje konaji rovnomérny piimocary po-
hyb rychlosti vg, takze kazdy z nich (nezédvisle na sméru, kterym je vy-
stielen) m4a v libovolném case ¢ od kulicky stejnou vzdélenost r = vgt.
Vsechny néaboje se tedy v libovolném case ¢ nachéazeji na kruznici o po-
loméru vgt, jejimz stredem je myslend kulicka. Tato kulicka, a tedy také
stred prislusné kruznice, padé volnym padem a mé od odpalovaciho za-
fizeni v Case t vzdalenost % gt?.

Trteti loha popisuje ¢innost anemometru.

3. Miskovy anemometr

Na obr.4 je nakreslen anemometr, coz je zafizeni slouzici k méfeni
rychlosti vétru. Misky anemometru jsou na pocatku v klidu, pak na
né zacne foukat vitr a uvede ane-

mometr do otacivého pohybu. Hus- B

tota vzduchu je o0=1,3kg-m~3,

ramena anemometru sviraji thly ‘\
120°, R =70mm, d = 28mm. P¥i d
poloze anemometru a sméru vétru m A
z obr.4 je soucinitel odporu pro

misku A roven Ca = 1,35, pro misky M

B a C pak Cg = Cc = 0,45. Urcete
vysledny moment sil pisobicich na
hiidel anemometru v okamziku, kdy C

na misky zacne foukat vitr rychlosti T T T T TVT T T T T T
o velikosti v = 72km-h~! (obr.4).

_ Obr. 4
Reseni
Velikosti sil piisobicich na misky A, B, C jsou

Fa=Cn-30Sav?, Fg=Cg-3059v*, Fc=Cc-305v°, (5)
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kde Sa, Sg, Sc jsou po fadé obsahy pruméti misek A, B, C do sméru
kolmého ke sméru proudéni.

Ziejmé Sp = %ndz. Obsah Sg = Sc vypocteme
jako soucet obsahu poloviny vnitini oblasti elipsy
s poloosami délek a = %d - cos 60° = %d a b= %d
a obsahu ptlkruhu s polomérem b = %d (jde o obsah
podbarveného obrazce na obr. 5). Tedy

Sg = Sc = %nabJr %Ttb2 = 1—167td2 + %TtdZ = %ndz.

Dosadime-li za Sa, Sg, Sc do (5), dostaneme

F/_\ = %CAQTECF’UQ, FB = FC = %CBQTEdQUQ.

Vysledny moment sil vzhledem k podélné ose hii- Obr.5
dele je dan vztahem

M = FAR — 2FgRcos60° = (Fa — Fg)R = $ond®v?R (Ca — 3C3) .

Pro dané hodnoty vyjde
M =1,13-10"2 Nm.

k* ko ok ok ok

VRUBOVKY

Ani dejiny matematiky nezacinaji uréitym ddtumom. Medzi najstar-
Sie dokumenty pocdetného zdznamu patri 18 cm dihd kost mladého vika
s 55 zdrezmi, ndjdend prof. K. Absolonom roku 1936 pri Dolnich Vésto-
nicich na Morave. Jej vek sa odhaduje na 28 aZ 25 tisic rokov. Podobné
vrubovky, rovdse sa nasli aj v Zaire a Juznej Afrike, vo Francizsku i na
Sibiri. O spdsobe ich pouZitia sa mienky roznia.

W et T b
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b

Dusan Jedinak
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