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MATEMATIKA

Zajimavosti o Fibonacciovych ¢islech

Martina Jarosovd, PrF MU Brno

Cilem tohoto ¢lanku je poukazat na nékteré zajimavosti o Fibonacci-
ovych Cislech. Nejprve ale nékolik slov o samotném Fibonaccim.

Fibonacci

Leonardo Pisansky — Fibonacci, téz Leonardo z Pisy (také Filius Bo-
nacci, tj. syn Bonaccitv) je jednim z nejvyznamnéjsich matematiki stie-
doveéké Evropy (obr. 1 az 3). Narodil se v Pise kolem roku 1170 a ze-
miel zifejmé roku 1250. Jeho otcem byl Guiliemo Bonacci, pracoval jako
méstsky urednik. Leonardo studoval matematiku v Bougii, jedné z ob-
chodnich kolonii Pisy v severni Africe. Své znalosti si pozdéji rozsifoval
pfi cestach za obchodem ve Stfedomoii a v Orientu. Z jeho spist je
nejznaméjsi Liber abaci (Kniha o abaku) z roku 1202.

Obr 1: Fibonacci  Obr 2: Socha v Pise Obr 3: Pisa

Velmi zndmé je posloupnost Fibonacciovych éisel (F,)52 1, kterd za-
¢ind hodnotami F; = 1, F5 = 1 a spliuje rekurentni formuli
Foio=F,y1+ F,, provSechna pfirozend ¢islan=1,2,3,... (1)

Nékolik prvnich ¢lent Fibonacciovy posloupnosti je
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233,377,610, 987, . ..
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MATEMATIKA

Tato cisla se poprvé objevila ve druhém vydani knihy Liber abaci z roku
1228 uvedenim ulohy o kralicich, a proto nesou jeho jméno.

Fibonacciovi kralici

Puvodni Fibonaccitv problém, ktery zkoumal, zni: ,Jak rychle se mo-
hou mnozit kralici za idealnich podminek?*

Piedpokladejme, Ze nové narozeny par (1 samec a 1 samice) je vlozen
do ohrady. Kralici jsou schopni pafit se (dospéji) ve véku jednoho mésice
a na konci druhého mésice miize samice porodit novy par kralikt. Pfitom
se predpokladé, ze nasi kralici nikdy neumiraji, nikdy nejsou nemocni a
ze dospéla samice porodi kazdy mésic vzdy jen jednoho samce a jednu
samici.

Fibonacci si polozil nasledujici otazku: ,,Kolik pari kralikia bude
v ohradé po jednom roce?* Postupné miizeme pocitat (obr. 4):

| Pocet pariu
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Obr. 4: Fibonacciovi kralici

e na konci 1. mésice se jiz mohou péarit, ale v ohradé je stale 1 par
e na konci 2. mésice samice porodi novy par, tedy v ohradé mame 2 pary
kralika
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MATEMATIKA

e na konci 3. mésice ptivodni samice porodi druhy novy par, v ohradé
jsou nyni 3 pary kralik
e na konci 4. mésice ptuvodni par zplodi dalsi novy par, a také samice
narozend druhy mésic porodi sviij prvni par potomki, tedy v ohradé
je nyni 5 part kralika
Pocty part kralikd na zacatku kazdého meésice jsou
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, . ..

Kazdy mésic je pocet pari roven souctu poctu pard v predminulém mé-
sici a po¢tu partt v minulém meésici. Ziskavame Fibonacciovu posloup-
nost.

Abstraktni model

Uvazme nyni abstraktni matematicky model popisujici tyto biologické
skutecnosti. Mé&jme jakysi idealni vzorek Ag s nasledujicimi dvéma vlast-
nostmi:

i) Ve stejnych ¢asovych intervalech, tedy v Gase t1,to, ..., kde

ti-‘rl —t; = T, pro 12> 1)

vzorek Ay generuje nové vzorky Ap, As,... Vzorek A; je tedy vyge-
nerovan vzorkem Ag v Case t1, vzorek Ay v Case to, ...

ii) Kazdy jedinec A, As, ... se po svém vygenerovani stdvé ,,dospélym*
po Case 27 a zaCina téz generovat nové vzorky ve stejném casovém
intervalu 7 jako Ag. ,,Obdobi dospivani“ jakékoliv nové generace je
rovno 27.

Oznac¢me nyni s, pocet jedincu, ktefi jsou vygenerovani ve stejny
casovy okamzik ¢,. Snadno je vidét, ze

Sp = Sp—2 + Sp_1, pron > 3,

kde s,_1 je pocet dospélych vzorkdl v generaénim okamziku t¢,_1,

Sn—2 je pocet vzorkl vygenerovanych v case t,_o = t, — 27, tj. po-
Get vzorku, které se pravé stavaji dospélymi. Ale s; = s; = 1, a proto
¢isla s1, 89, s3, ... jsou pravé Fibonacciova ¢isla.

Abstraktni model potomstva vzorku A je znézornén na obr. 5.
Vzorky vygenerované ve stejny Casovy okamzik ¢, jsou umistény na
stejné horizontale. Vzorek Ag je umistén nad prvni radek.
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Obr. 5: Abstraktni model

Fibonacci a kvétiny

Pocet okvétnich listkd pro velké mnozstvi kvétin odpovida pravé Fi-
bonacciovym ¢isltim (obr. 6 az 8):

Samoziejmeé existuji vyjimky, kdy se pocet okvétnich listkd Fibonaccio-
vym ¢islim nerovnd, napf. fuchsie (4 okvétni listky).

Fibonacci a véely

Uvazme dvé prilehlé fady bunék v nekonecném ulu, jak ukazuje obr. 9.
Pokusme se nalézt pocet cest, kterymi muze véela 1ézt z jedné burky do
jiné bunky skrz ostatni bunky, jestlize miize 1ézt jediné vpravo nebo
gikmo vpravo doltt nebo Sikmo vpravo nahoru.
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Obr. 9: Dvé prilehlé fady bunék

Necht b,, oznacuje pocet cest k n-té bunice. Potom tedy existuje prave
jedna cesta k butice A (obr. 10), tedy b; = 1. Do butiky B vedou dvé
odligné cesty (obr. 11), tedy be = 2. K buiice C se vCela mize dostat tFfemi
riznymi cestami (obr. 12), tedy b3 = 3. Déle existuje pét rozdilnych cest,
kterymi se véela miZe uchylit do bunky D, jak je patrné z obr. 13. Proto
by = 5, podobné b; = 8.

QBISS
8 S®

Obr 10: Cesta do bunky A Obr 11: Cesta do bunky B

Obr 13: Cesty do buniky D
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Model postupného vyvoje je zfejmy z nasledujici tabulky.
n|l12345 ...n
b, |1 2358 ...7

7 toho induktivné vyplyva, ze pro vcéelu lezouci do buniky n existuje
by, = F, 41 odlisnych cest, kde F, ;1 znac¢i (n + 1)-ni Fibonacciovo &islo.

Zakladni vlastnosti Fibonacciovych ¢éisel

1. Za¢néme vypoctem souctu prvnich n Fibonacciovych ¢isel. Tedy
dokazme, ze plati

Fi+F+F3+---+F, = Fy0— 1. (2)
Dikaz: Uzitim Fibonacciovy rekurentni formule (1) ziskdvame
Fy = F3 — F3,
Fy = Fy — F3,

I3 = F5 — Iy,

Foo1=Fpp1 — Py,
F,=F,io— Foi1.
Souctem vSech téchto rovnic dostavame
L+ B+ R+ +F,=F 00— Fy,=F,o—1.

2. Dale ukazme, Ze soucet prvnich n Fibonacciovych ¢isel s lichymi
indexy je roven

Fi4+F3+4 F5+ -+ Fop_1 = Fay,. (3)
Dikaz: Opét pouzijeme Fibonacciovu rekurentni formuli (1). Plati

P =F,
Fy = Fy — Fy,

Fop—1 = Fop — Fop_o.
Pozadovany vysledek ziskdme opét souctem vSech téchto rovnosti.
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3. Soucet prvnich n Fibonacciovych ¢isel se sudymi indexy je roven
Fo+ Fu+Fs+ -+ oy = Fopy — L.
Dikaz: Vychézime z nasledujiciho: Z (2) plyne
P+ Fo+ Fs+4-- -+ Iy, = Fopya — 1.
Odeétenim (3) od této rovnosti obdrzime
B+ Fy+Fe+- -+ Foy=Fopyo—1—Foy = Fopy1 — 1,
jak bylo pozadovano.
4. Ukazeme téz, ze plati rovnost
FE+F3+F;+ -+ F2=F,Fp. (4)

Diikaz: Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei:

1. Pro n =1 tvrzeni plati, nebot Ff =12 =1=1-1=F, - F}.

2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1 (n > 2). Indukénim pied-
pokladem je tedy rovnost

FP4F}+F2+4---+F? | =F, F,.

Nyni dokazme platnost tvrzeni pro n. K obéma stranam indukéniho
piedpokladu ptictéme F2:

FP4F24+F24+...4+F2 4+F)=F, |F,+F?
:Fn(anl'i_Fn):FnFnJrl

Uzili jsme Fibonacciovu rekurentni formuli (1) a dokazali, Ze tvrzeni (4)
plati pro kazdé ptirozené ¢islo n.

V roce 1680 francouzsky matematik a astronom italského puvodu
G. D. Cassini zjistil, ze plati identita (viz [3])

Foi1Fy i — F2=(-1)" pron>1. (5)
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Diikaz: Tvrzeni dokdzeme matematickou indukeci, pficemz
Fo=F,—F; =0.

1. Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot FoFy — F2 = —12 = -1 = (—-1)1.
2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n. Indukénim pfedpokladem je
tedy rovnost:
F2=F, 1F1+(-1)"%

Nyni dokazme platnost tvrzeni pro n + 1. K obéma stranam indukdé-
niho pfedpokladu pfi¢téme F), F,11:

Frz + FnFn+1 - FnFn+1 + Fn—an+1 + (_1)’”71
Fn<Fn + FnJrl) = FnJrl(Fn + anl) + (_1)77’_1
FnFn+2 = F’r%qu + (_l)nil

Fn,Fn+2 o F2+1 — (71)n+1

n

V upravéch jsme opét pouzili Fibonacciovu rekurentni formuli (1) a tim
dokézali, ze tvrzeni (5) plati pro kazdé pfirozené &islo n.

Dalsi Fibonacciovy identity

Pro kazda prirozené ¢isla m,n plati:

Fy—Fy+F5— - —Fop+ Fopnp1 =1+ Foy
FiFy 4 FyFs + -+ Fop_ 1 Foy = F2,
nFi+(n—1)F+n—-2)F3+ - +2F,_ 1+ F,=F,44s— (n+3)
F —F, 9F, 1Fy1Fa=1

Froy1Foype — Fr 1By = Fopg

Foi1Foye — FuFpys = (1)

Fl+F=Fonpa
F+F) —F)  =Fs,

2 2
Fn+1 - Fn = ’nlenJrQ

FnFn+1 + Fn—an - F2n
Fan + Fm+1Fn+1 = Im+n+1
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Vétsinu téchto rovnosti 1ze snadno dokazat pomoci matematické in-
dukce. Existuje mnoho dalsich zajimavych vztaht a poutavych skutec-
nosti, ale o nich se zminime nékdy pristé.
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ZAUJIMAVA POSTUPNOST Z CHAOSU K PORIADKU

Asi budete mat problém, ak by ste mali ur¢it hned Tubovolny, t.j.
n-ty ¢len (napr. sty ¢len) postupnosti 1,1,2,3,5,8,13,..., ktora franc-
tzsky matematik E. Lucas (1842-1891) pomenoval na Fibonacciho po-
stupnost.*) Ak chcete priamo uréovat n-ty ¢len Fibonacciho postupnosti,
tu je hladany vzorec (objaveny az v 19. storoci):

=5 [(4%) - (57)]
n= s 2 2

Pomer dvoch po sebe nasledujtcich ¢lenov tejto postupnosti sa s rast-
ucim n stale viac priblizuje tzv. pomeru zlatého rezu. Necakanou sku-
to¢nostou je, ze aj pri skiimani Struktar prirodnych telies i niektorych
biologickych javov sa ukazuje Fibonacciho postupnost i pomer zlatého

rezu. Ako keby boli symbolom vzniku poriadku z chaosu.
Dusan Jedindk

*) Leonardo Pisansky (asi 1170-1240), prezyvany Fibonacci (syn dobréka), vo svojom
diele Liber abaci zaviedol do Eurdpy indické cifry a nulu, vysvetlil desiatkovi
pozi¢nu sustavu i arabské poznatky z aritmetiky aj algebry.
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