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NASE SOUTEZ

Nase soutéz

Mili ¢tenafi,
oznamujeme, ze pro tuto chvili ukonéujeme Nasi soutéz. Vsem ¢tenaiim,
kteti se soutéze v minulych letech tcastnili, moc dékujeme a gratulujeme
nejlepsim Fesiteltm.

Dale predkladame feseni tloh z predchozich ¢isel.

Reseni tloh z &isla 2/2018

Uloha 71 V rovnobézniku ABCD se stranami celoéiselnych délek a, b,

a # b, sestrojime osy vnitfnich thla. Tyto osy ohranicuji ¢tyfuhelnik

KLMN.

a) Dokazte, 7e KLMN je pravothelnik.

b) Najdéte poméry a : b vSech takovych rovnobézniki, pro néz je celo-
¢iselny podil obsaht

S(ABCD) : S(KLMN) nebo S(KLMN):S(ABCD).
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: Bez tjmy na obecnosti piedpokladejme ve vSech tivahach a > b.

a) Nacrtneme obrézek, ktery vystihuje jednu z moznych situaci, kdy
vSechny body K, L, M, N lezi uvnitf rovnobézniku ABCD (pro pfi-
pad, kdy K, M lezi na obvodu ¢i vné rovnobézniku ABCD lze pouzit
analogické uvahy).

D C

A B
Obr. 1: Osy vnitinich thla rovnobézniku ohranic¢ujici étyfuhelnik
Oznacme |ZA| = |£C| = a a |£B| = |£D| = B; tedy podle véty

o sou¢tu vnitinich thla étyfahelniku dostavame o+ 8 = 180°. Vezméme

52 Rozhledy matematicko-fyzikalni



NASE SOUTEZ

nyni napiiklad AAND, jehoZ dva vnitini thly maji velikost «/2 a §/2
(strany lezi v osach hlt rovnobézniku ABCD), a proto s vyuzitim véty
o sou¢tu vnitfnich hlé trojihelniku dostavame |[XAND| = 90°, tedy
|XMNK| = 90°. Obdobnymi Gvahami ziskdme rovnéz

IXNKL|=|&<KLM|=|<LMN| = 90°.

b) Dopliime do obrazku body X a Y — po fadé priseéiky strany
AB s osami ZC a /D (je-li ABCD pravouhelnik, pak tyto priseéiky
splynou).

D C

A a pb B
2 2
Obr. 2: Doplnéni boda X a Y do obrazku

Snadno nahlédneme, ze AAYD je rovnoramenny (|AD| = |AY| =)
a také AXBC je rovnoramenny (|X B| = |BC| = b). Tedy

|AX| =|YB| =a—b.

Déle si staci uvédomit, ze tsecka NK vznika jako primét tsecky AX
do osy ZD a tsecka K L vznika jako prumét tsecky YB do osy ZC. Pii
promitani se uplatni kosinus thlu, ktery je vymezen piimkou, ze které
se promita, a pfimkou, do které se promita, tedy

|KL| = |BY]| -cos% =(a—"0) cos%,

INK| = |AX|~cos§ = (afb)cosg.
Nyni jiz stac¢i spocitat obsahy obou ¢tyiihelniki
S1 = S(ABCD) = absinq,

Se=S(KLMN) = (afb)zcos%cosg
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a urcit jejich poméry Sy : Sy a Sy : S1. Plati

S1 absina 2absin 5 cos 5

S2 (a—b)2cosZcoss  (a—b)?cos§cos(90° —§)

M (e} (e}
2absin 5 cos 5

o)

"~ (a—b)?cos ¢ sin g

a tedy dostavame

S1 2ab So_ (a— b)?
Se  (a—b2 * 5~ 2ab

Zbyva urcit, kdy jsou vyse uvedené pomeéry celociselné.

V prvni fadé zdtiraznéme, 7e hleddme poméry a : b, kde a,b € ZT,
a > b. Lze tedy pfedpokladat, ze hledana ¢isla a, b jsou nesoudélna, tedy
D(a,b) =1.

(b.1) Ptame se, kdy je pomér

2ab
(a—0b)?

celodiselny.
Pokud je a — b sudé, tedy a —b = 2m, m € Z*, pak musi byt obé &isla
lich4 (sudost je vyloucena vzhledem k pfedpokladu D(a,b) = 1). Potom

dostavame
ab

2m?2
a muselo by platit 2|a, nebo 2|b, coz vSak nemuze nastat (lichd ¢isla).
Pomér tedy nebude v tomto piipadé nikdy celociselny.

Necht je a — b liché éislo, tedy a — b = 2m + 1, m € Za’. Snadno
nahlédneme, ze vlastnost je splnéna pro a — b = 1.

Ptedpokladejme déle, ze a—b > 3, tedy (a—b)? budto déli a, anebo b —
nicméné jen jedno z nich, a to vzhledem k podmince D(a,b) = 1. Totéz
plati i pro ¢islo a — b, které rovnéz déli jen jedno z Cisel a, b. Necht a — b
déli a, potom existuje £ € Z takové, ze (a — b)¢ = a, tedy a(¢ — 1) = bL.
Jelikoz a, b jsou nesoudélnd, potom musi byt { = ka a £ — 1 = kb. Po
odec¢teni dostaneme 1 = k(a — b), tedy k = a —b = 1. Nicméné a — b
je dle predpokladu vétsi nez 1. Obdobné pro piipad, kdy a — b déli b.
Pomér tedy nebude v tomto ptripadé nikdy celociselny.
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(b.2) Ptédme se, kdy je pomér

(a —b)*
2ab

celociselny.

Z¥ejmé by pak muselo platit 2|(a—b)?2, a|(a—b)? a b|(a—b)?. Vezméme
napi. podminku a|(a — b)?, ze které plyne a|b?, coz viak pro nesoudélni
¢isla a, b splnéno byt nemiize. Uvedeny pomér tedy nebude nikdy celo-
Ciselny.

Shrnuti: Pro a > b jde o poméry ve tvaru
a:b=(k+1):k, kdeke{1,2,3,...}.

Pokud bychom naopak predpokladali a < b, pak by 8lo o prevracené
poméry ve tvaru k : (k + 1).

Uloha 72 Korkovd krychle

Korkové téleso tvaru krychle o délce hrany a, hmotnosti m; a hustoté
01 = 250 kg-m 2 je ve vzduchu o molarni hmotnosti My, = 29 g-mol
a teploté ¢t = 20 °C pfi atmosférickém tlaku p, = 1,013 -10° Pa vyvazeno
na rovnoramennych vahach zavazim o hmotnosti my = 600 g a hustoté
02 = 7800 kg-m~3. Jaka by byla hmotnost korkové krychle ve vakuu?
Urcete také délku hrany korkové krychle.

Reste nejprve obecné, potom pro dané hodnoty.

Vzduch povazujte pfi feSeni tlohy za idealni plyn, molarni plynova
konstanta R = 8,31 J-kg™ ! -mol .

(Miroslava JareSovd)

Reseni: Ozna¢me o hustotu vzduchu pii tlaku p, a teploté t, V1 objem
korku, V5 objem zavazi, které vyvazuje korek.
Pro rovnovahu na rovnoramennych vahach plati podminka

my—Vi-o=mas—Va-p.

Po dosazeni za V; = %, Vo = % do vyse uvedené rovnice dostaneme

my ma
my— —o0=mz — —0,
01 02

po upravé
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7 ¢ehoz

1-= -
my = 0 = 01(02 — 0) ms.

L= 02(01 — 0)

Dale plati o = A‘fm Molarni objem V, ur¢ime ze stavové rovnice ideal-

niho plynu pro 1 mol: PaVm = RT, z ¢ehoz

RT
Vin = .
Da

Po dosazeni za V;, do vztahu pro ¢ dostaneme

_ paMm
 RT

Po dosazeni za ¢ do vztahu pro m; dostaneme

a Mm
m 01 (92 o pRT )m 01 (QZRT - paMm)m
1= - 9 = 2.
02 (91 - pz}%m) 02 (01 RT — paMm)

Délku hrany krychle uréime ze vztahu a = @ %.

m; =603 g, a=134cm.

Pro dané hodnoty

Reseni tloh z &isla 3/2018

Uloha 73 Realna dcisla a,b jsou parametry, navic a je vicendsobnym
kofenem rovnice

28 — ax® + 2* — ax® 4+ 2% + 2bx + V2 = 0.

Urcete vSechny realné kofeny této rovnice. Provedte diskusi vzhledem
k parametrim a, b.
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: JelikoZ a je kofen, plati
a® —aS+a* —a* +a®+2ba+0* = (a +b)? =0.
Parametry tedy spliuji b = —a. Vydélme
(25 —az® +2* —ax® + 2% =20z +a®) : (x —a) =2° + 2 + = —a.
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JelikoZ a je vicenasobny kofen, plati
a®+a*+a—a=a*a®+1)=0.
Tudiz a = 0 a b = 0. Hledame tak vlastné kofeny rovnice
25 Fat+2® =222t 422 +1)=0.

Protoze
zt+224+1>1 prokazdé z € R,

je jedinym kofenem z = 0, a to dvojnasobnym.

Uloha 74 Izolované nddoby

Do dvou tepelné izolovanych nadob postupné nalijeme vodu o stejné
hmotnosti M = 2 kg. Voda v prvni nadobé bude mit teplotu t; = 70 °C,
voda v druhé nadobé bude mit teplotu t; = 15 °C. Cést vody o hmot-
nosti m prelijeme z prvni naddoby do druhé, po ustaleni bude teplota
vody v druhé nadobé t},. Potom stejné mnoZstvi vody o hmotnosti m
opét prelijeme do prvni naddoby a nechame ustalit, teplota vody v prvni
nadobé bude ¢} = 65 °C. Urcete
a) teplotu t; vody v druhé nadobé na konci déje,

b) hmotnost m vody, kterd byla pfelita z prvni nddoby do druhé a pak

zpét do prvni.
Tepelnou kapacitu naddob zanedbejte. Reste nejprve obecné, potom pro
dané hodnoty.

(Miroslava JareSovd)

Resent:

a) Vzhledem k tomu, Ze t1 > ta, je zména teploty vody v prvni nddobé
na konci déje ¢; — t; voda odevzdala teplo

Q = CM(t1 - f,ll)

Protoze soustava je izolovana, pfijala voda v druhé nadobé€ stejné teplo Q;
plati tedy
eM(ty —t)) = cM(ty — ts),

z ¢ehoz
th =t; —t] +ta.
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b) Voda o hmotnosti m pfedéa po preliti v druhé nddobé teplo
Q' = cm(ty —t5).
Stejné teplo prijme voda v druhé nadobé. Plati proto
em(ty — th) = eM(th — t2),
po dosazeni za t, z C4sti a)
mlty — (t1 — ) +t2)] = M(t; — ),

po upravé
m(ty —t2) = M(t1 — t1),

7 ¢ehoz
i — t)
th —ty

Pro dané hodnoty t5, = 20 °C, m = 0,2 kg.

Reseni tloh z ¢&isla 4/2018

Uloha 75 Jisty jazyk pouziva pouze dva riizné znaky a, b. V tomto
jazyce jsou pripustna jen takova slova, v nichz mohou stat vedle sebe
nejvyse dva stejné znaky. Oznacime-li p,, pocet pfipustnych slov délky
n, n € N, dokazte, ze plati

Pn+3 = 2Pnt1 +Pn,  P1 =2, p2 =4, p3 =6.
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: Piipustné slova délky jedna jsou a,b, tudiz p; = 2. Piipustni
slova délky dva jsou aa, ab, ba, bb, proto po = 4. Pripustna slova délky
tfi jsou aab, aba, abb, baa, bab, bba, tedy ps = 6.

Rozdélime nyni slova délky n+3, n € N, do Sesti disjunktnich mnozin:

e A je mnoZina slov s pfiponou aab: kazdé ze slov mnoziny A vznikne
pridanim pfipony aab k pripustnému slovu délky n koncicimu pis-
menem b, proto A obsahuje p,,/2 slov.

e B je mnozina slov s priponou bba: slova mnoziny B vzniknou za-
ménou pismen a <+ b ve slovech mnoziny A, proto B také obsahuje
pn/2 slov.

58 Rozhledy matematicko-fyzikalni



NASE SOUTEZ

e (' je mnozina slov s pfiponou aba: slova mnoziny C' vzniknou ze
slov délky n + 1 koncicich pismenem a pfidanim pfipony ba, tudiz
C' obsahuje p,,11/2 slov.

e D je mnozina slov s pfiponou abb: slova mnoziny D vzniknou ze
slov délky n + 1 koncicich pismenem a pfidanim ptipony bb, tudiz
D obsahuje p,,+1/2 slov.

e F je mnozina slov s pfiponou bab: slova mnoziny F vzniknou za-
meénou pismen a <> b ve slovech mnoziny C, proto E také obsahuje
Pn+1/2 slov.

e [ je mnozina slov s priponou baa: slova mnoziny F' vzniknou za-
ménou pismen a <+ b ve slovech mnoziny D, proto F' také obsahuje
Pn+1/2 slov.

Odtud

Pn+3 = [Al + |B| + |C| + [D| + |E| + |F| = pn + 2pn1.

Uloha 76 Lodky

Na hladiné vody jsou dvé lodky v klidu zddémi u sebe. V kazdé sedi
chlapec. Chlapec na prvni lodce o celkové hmotnosti my tlaéi padlem
konstantni silou po dobu At do druhé lodky o celkové hmotnosti ms.
Druhé lodka tak dosdhne vzhledem k hlading vody rychlosti o veli-
kosti vy. Urcete

a) konecnou velikost vzajemné rychlosti v obou lodék,
b) velikost sily F, kterou chlapec ptisobil,
c¢) zménu vzdalenosti Ad mezi lodkami béhem silového ptisobeni chlapce,
d) préci W, kterou chlapec béhem ptisobeni sily F' vykonal,
e) pomér kinetickych energii druhé a prvni lodky.
Odporové sily zanedbejte. Reste nejprve obecné, pak pro m; = 240 kg,
mg =160 kg, v2 =0,90m-s~ !, At =1,5s.
(Josef Jiri)

Resent:

a) Oznalme v; velikost rychlosti prvni lodky vzhledem k vodé. Ze
zakona zachovani hybnosti miv; = movs plyne
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JelikoZ se lodky pohybuji od sebe, je velikost vzajemné rychlosti rovna

souctu velikosti jejich rychlosti vzhledem k vodé

mi + mo
my

V=101 + vy = v2:1,5m's*1.

b) Podle 2. Newtonova pohybového zakona plati

movUg
= =96 N.
A =%

¢) Zména vzdélenosti lodék béhem vzijemného pisobeni je soudtem
drah ujetych rovnomérné zrychlenym pohybem za dobu At

1 1 1 1
Ad = 0] Al + Al = = At = —pAp = T2
gU1at+ 5t 5 (vt v2) 2" 2y

Ad=1,1m.

d) Chlapec vykonal préci, kterd je rovna souctu kinetickych energii

obou lodék:
1 2

1
W = Ex1 + Ex2 = §m1vf + §m202.

Po dosazeni za vy z Glohy a) dostaneme

2

1 1

(m2 ) gz = M2t ma) g0y
2m1

1 2
Ekg . §m202 mw% o mq o 3
)2 mo 2’

Ea  imgpe? ma
2 1 1 ml (77L1 v2
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