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MATEMATIKA

Bertrand(v paradox aneb neni ndhoda jako ndhoda

Jiri Dvordk, MFF UK, Praha — Marie Snétinovd, MFF UK, Praha

Abstrakt. V tomto pfispévku se zabyvame zaklady teorie pravdépodobnosti
a zamérujeme se na tzv. geometrickou pravdépodobnost. Predstavujeme zdan-
livé velmi jednoduchy problém, u kterého se vSak ukaze, Zze méa nékolik riz-
nych feseni. Tento problém je znam jako Bertrandiv paradox. Predkladame
tfi razna feseni problému a diskutujeme, proc si vzajemné neodporuji.

Nahoda a pravdépodobnost

Predstava, ze nékteré jevy ve svété se odehravaji ,nahodné*, nam
usnadiiuje jejich popis, zkouméani a pfedvidani. Pro zkoumany jev (na-
ptiklad hod kostkou) vytvoiime pravdépodobnostni model (mize nastat
Sest rtiznych vysledkd a vSechny jsou stejné pravdépodobné) a v ramci
tohoto modelu mizeme odpovidat na rizné otdzky (jaka je pravdépo-
dobnost, Ze padne liché ¢islo?). Nase odpovédi jsou pak platné v rdmci
tohoto modelu. Podstatnou otazkou samoziejmé zlstava, jak dobry je
zvoleny model, jak blizko je skutecnosti (je kostka spravné vyvazend
nebo mé nékterd strana vétsi Sanci padnout?). To vSak uz neni otdzka
pravdépodobnostni.

Prikladem situace, kdy je uzitecné fesit dany problém pomoci pravdé-
podobnostnich tvah, je kromé hazardnich her tfeba rozhodovani, kolik
posddek mé mit v dané denni dobé v pohotovosti stanice zdravotnické
zachranné sluzby. Pokud je pfipadi, ke kterym se vyjizdi, malo, staci
jedna posadka. Pokud se ale stava, ze se vyskytne vice piipadd kratce
po sobé, je nutné mit k dispozici vice posadek, aby dojezdovy Cas ztistal
priméfeny. Samoziejmé neni mozné védét, kolik pripadi se objevi zitra,
za mésic, za rok, muzeme se vSak na pocet pripadd divat jako na na-
hodné ¢islo a zafidit se podle toho. Dalsim piikladem miize byt budovani
protipovodiniovych hrazi: jak vysoka musi byt hréz, aby v jednom roce
pretekla s pravdépodobnosti nejvyse jedno promile?

Klasicka pravdépodobnost

Nejjednodussi situaci pri studiu ndhody je, kdyz uvazujeme pouze ko-
neény pocet moznych vysledki experimentu (takzvangch elementarnich
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jevil), pfi¢emz jsou vSechny vysledky stejné mozné a zadny neni zvy-
hodnén ani znevyhodnén. MnoZinu v8ech moZnych (navzdjem rtznych)
vysledkl ozna¢ime Q = {wy,...,wy}, kde jednotlivd w; jsou elementarni
jevy. Pravdépodobnost jevu A, kterému odpovida k ruznych elemen-
tarnich jevu, tj. A = {wi,,...,w;, }, je potom k/n, tedy podil poétu
elementarnich jevi priznivych jevu A a celkového poctu elementarnich
jevi.

Ucebnicovym piikladem je hod Sestisténnou kostkou: moznych vy-
sledkt hodu je celkem 6, Q = {1,...,6}, a pfedpokladdame-li férovost
kostky, ma kazdé ¢islo (kazdy elementarni jev) pravdépodobnost 1/6.
Pravdépodobnost néjakého jevu, napiiklad A = {na kostce padne liché
¢islo}, je pak rovna 3/6, protoze celkem tfi elementdrni jevy jsou piiz-
nivé jevu A. Podobnym zptisobem miiZeme popisovat situace jako hazeni
minci, hod tfemi kostkami, tahani micki z urny a podobné.

Geometricka pravdépodobnost

S uvedenym postupem uz si nevystac¢ime, pokud je celkovy pocet
moznych vysledkti nekoneény. Postup ovSem miizeme jednodusSe upra-
vit pro situace, kdy se daji mozné vysledky experimentu popsat body
v néjaké souvislé podmnoziné primky, roviny ¢i trojrozmérného prostoru
atd., pficemz opét zadné vysledky nejsou zvyhodnény ani znevyhodnény.
Ozna¢me tuto mnozinu opét Q. Pravdépodobnost néjakého jevu A C Q)
je potom rovna podilu velikosti A ku velikosti 2, kde velikosti mnoziny
myslime napfiklad jeji délku, plochu ¢i objem, podle dimenze mnoziny 2.

Uvazme priklad ze zivota: jdete po ulici, v ruce mate klice od domu
a zrovna kdyz prekracujete viko kanalu, klice vam vypadnou z ruky
(zdkon schvalnosti). Jaka je pravdépodobnost, Ze kli¢e cinknou o kanél?
Pro acely naseho piikladu budiz kanél tvoren nekone¢nou periodickou
miizi se ¢tvercovymi otvory o délce strany 1 jednotka a nulovou tloustkou
ty¢i. Klice jsou, matematicky vzato, kulicka o poloméru a jednotek, kde a
je kladné ¢éislo mensi nez 1/2, a padaji z vysky kolmo na m¥iz v ndhodném
misté. Obr. 1 ilustruje tuto (idealizovanou) situaci.

Protoze je miiz periodickd, omezime se v nasledujici ivaze jen na
jeden ¢tverec, tedy @ = [0,1] x [0,1]. Skute¢nost, ze klice upustime
v ndhodném misté, pro nas znamend, ze stied kulicky (kli¢t) se nachazi
na nadhodném misté v uvazovaném cCtverci, pficemz zadna pozice neni
pravdépodobnéjsi nez jiné. Elementarni jev w; € 2 tedy urcuje pozici
stfedu kulicky a tim cely vysledek experimentu. Ziejmé klice o kanal
cinknou, pokud se stfed kulicky nachéazi blize k hrané ¢tverce nez je
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jeho polomér a, viz obr. 2. Na ném Seda plocha vyznacuje pozice stfedu,
které jsou priznivé cinknuti. Spocitat je ale nemizeme, je jich nekonec¢né
mnoho. Protoze vsak zadnd pozice neni preferovana, vyuzijeme misto
toho plochu mnoziny pfiznivych vysledkt. Plocha celého ¢tverce (vSech
moznych vysledkt) je 1 ¢tvereéni jednotka, plocha mnoziny pfiznivych
vysledkt je 1 — (1 — 2a)? = 4a(l — a), viz obr. 2. Pravdépodobnost, Ze
klice cinknou, je tedy 4a(1 — a).

AY

Obr. 2: Zakresleni pfipadu, kdy kli¢e cinknou o kanél

Nahodna tétiva

Pomoci geometrické pravdépodobnosti je mozné fesit celou radu za-
jimavych otdzek. Nés ted bude zajimat nésledujici situace. Vezmeme
kruznici o jednotkovém poloméru, v niz je vepsany rovnostranny troj-
thelnik AABC. Néhodné zvolime tétivu, kterd tuto kruznici protina.
Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy uvnitt kruznice je vétsi nez
délka strany vepsaného rovnostranného trojihelniku? Tuto otazku po-
prvé polozil Joseph Bertrand v roce 1889 ve své knize [I]. Mezi ¢eskymi
zdroji mtzeme doporucit naptiklad [2, s. 20]. UkadZzeme si t¥i zptisoby
feSeni nasi otazky.
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Prvni zpusob

Tétiva protinajici nasi kruznici je urCend dvéma pruseciky Pi, P;
s kruznici. Protoze ve skutecnosti zalezi jen na vzajemné poloze obou
prusecikil, prvni z nich umistime pevné do bodu A = P; a druhy pruse-
¢ik P umistime nahodné na kruznici. Situaci znazoriiuje obr. 3. Tétiva
je delsi nez strana trojuhelniku ABC pravé tehdy, kdyz prasecik P, lezi
na oblouku kruznice mezi body B, C. Tento oblouk zabira presné tfetinu
obvodu kruZznice, proto hledana pravdépodobnost je 1/3.

A:P1

B
Obr. 3: Tétiva urcend dvéma pruseciky s kruznici

Druhy zpusob

Tétiva protinajici nasi kruznici je ur¢ena svou orientaci a vzdalenosti
od stfedu S nasi kruznice. Protoze celd situace nezavisi na otoceni kolem
stfedu kruznice, budeme vybirat takovou tétivu, kterd je rovnobézna
se stranou BC' vepsaného trojuhelniku, tedy kolmé na tsecku SD, viz
obr. 4. Tim je urcend orientace tétivy. Nyni sta¢i vybrat nahodné polohu
stfedu tétivy na usecce SD.

A

Obr. 4: Tétiva uréena vzdalenosti od stfedu kruznice
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Oznac¢me K prusecik usecek BC a SD. Vybrana tétiva bude delsi
nez strana trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz ndhodné vybrany stied
tétivy bude lezet blize stfedu kruznice S nez bod K, viz opét obr. 4.

Protoze bod K lezi pfesné v poloviné tsecky SD, je hledand pravdépo-
dobnost 1/2.
Treti zpusob

Délka tétivy protinajici nasi kruznici je ur¢ena polohou svého stiedu 7'
Ziejmé takova tétiva je kolma na tsecku T'S, viz obr. 5. Vyberme tedy
nahodné bod T uvnitf kruhu, jehoz hranici tvofi nase kruznice. Obr. 5
ukazuje, ze vybrana tétiva bude delsi nez strana trojihelniku ABC praveé
tehdy, kdyz jeji stied T lezi uvnitf kruznice vepsané trojihelniku ABC.
Protoze jeji polomér je roven poloviné poloméru nasi piivodni kruznice, je
plocha kruhu uréeného kruznici vepsanou trojihelniku ABC' étvrtinou
plochy kruhu urcéeného kruznici opsanou trojuhelniku ABC. Hledana
pravdépodobnost je tedy 1/4.

A

N

Obr. 5: Tétiva urcend polohou svého stredu

S

Bertranduv paradox

Uvedenymi postupy jsme dostali celkem ti¥i rozdilné odpovédi. Na
prvni pohled neni jasné, kterd odpovéd je spravnd, proto se tato tloha
tradi¢né oznacuje slovem ,,paradox®. Znamena to, ze jsme udélali néja-
kou chybu? Neudélali, vSechny tii odpovédi jsou spravné.

Jak je to mozné? Jadro pudla je v tom, Ze v zadani tlohy jsme neur¢ili,
jaky zpisob vybirani ,ndhodné tétivy“ mame na mysli. Proto jsme mohli
uvazovat tfi rizné zpusoby, jak tétivu ndhodné vybirat. Tyto zpusoby
ale nejsou rovnocenné — nékteré tétivy maji vétsi Sanci byt vybrany
jednim zptisobem nez jinym. Jinymi slovy, ze zadani tlohy neni jasné,
jaky pravdépodobnostni model (zptisob vybéru ndhodné tétivy) mame
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zvolit. Abychom byli schopni na zadanou otazku odpovédét, musime si
néjaky model vybrat. Nase odpovéd pak bude sprdvnd v rdmci tohoto
modelu. Je ovSsem mozné zvolit i jiné modely a v jejich ramci mohou byt
spravné jiné odpovédi. V predchozich odstavcich jsme popsali tii rizné
modely (zpisoby vybéru ndhodné tétivy), ale je urcité mozné vymyslet
i jiné modely, které povedou k jinym vysledkum.

Tuto nejednoznacnost muze byt tézké si predstavit v pripadé, kdy
mame nekoneéné mnoho moznych vysledk. Mtzeme si ale predstavit
jednodussi situaci s koneénym pocétem moznych vysledkii: ndhodné vy-
bereme ¢islo mezi 1 a 12, jaka je pravdépodobnost, ze to bude ¢islo 127
Pokud napiiklad hdzime dvanactisténnou kostkou (ano, i takové se vy-
rabéji), jsou vSechna &isla stejné pravdépodobna a odpovéd je, Ze prav-
dépodobnost vybrani éisla 12 je 1/12.

Co kdyz ale misto toho vybirame z klobouku, ktery obsahuje pohma-
tem nerozlisitelné kulicky oznacené Cisly 1 az 12, pricemz ale kazdé sudé
¢islo je na dvou kulickdch? V takovém pfipadé je v klobouku celkem
18 kuli¢ek a pravdépodobnost vytazeni ¢isla 12 je 2/18 = 1/9.

Nakonec muzeme ¢islo vybirat tak, ze hodime dvéma Sestisténnymi
kostkami a hodnoty sec¢teme. Potom ¢islo 12 dostaneme pouze tak, Ze na
obou kostkach padne éislo 6, coz mé pravdépodobnost 1/6 - 1/6 = 1/36.

Opét jsme vidéli tii rizné zptisoby vybirani ¢isla, t¥i rtizné modely pro
y,nahodny vybér ¢isla“. Tyto modely nebyly rovnocenné a vedly k roz-
dilnym odpovédim. Pokud tedy neni uz pii zadani otazky urceno, jak
vybér probih4, neni mozné jednoznacéné ¥ici, co je spravna odpovéd.

Literatura

[1] Bertrand, J.: Calcul des probabilités. Gauthier-Villars, Pafiz, 1889.
[2] Andél, J.: Matematika ndhody. Matfyzpress, Praha, 2007.

19 Gloh pre rok 2019

Dusan Jedindk, Trnava

1. Stanovte, kolkymi nulami kon¢i &islo, ktoré je sti¢inom prvych 2019
prvocisel.

2. Stanovte pocet prirodzenych é&isel od 1 do 10°, ktoré kondia stvor-
¢islim 2019.
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