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O ukladani kociek a inych objektov
Vojtech Badlint, Zuzana Sedliackovd, Peter Adamko

Abstrakt. Uvedieme histériu a prehlad vysledkov o ukladani kociek do kvadra s minimalnym
objemom a priddme aj hlavné myslienky niektorych dokazov. V zévere sa velmi strucne
zmienime o inych ukladacich problémoch.

1. Uvod

Nech I je mnozina indexov. Ulozit systém konvexnych telies T3, i € I, do telesa T
znamena umiestnit telesa T; tak, aby ziadne dve z nich nemali spolo¢ny vnitorny bod
a aby |J T; C T. Auerbach, Banach, Mazur a Ulam dokézali vetu, ktori zdujemca
iel

ndjde v knihe so zaujimavym ndzvom The Scottish Book 73], pomenovanej podla Scot-
tish Café v Lembergu (dnes Lvov), kde v podstate vznikla: Pre kazdé prirodzené ¢islo d
a pre kazdé kladné ¢islo V existuje ¢islo f4(V) také, ze kazdy systém d-rozmernych
konvexnych mnozin T3, ¢ € I, s priemerom najviac 1 a s celkovym objemom najviac V'
sa d& ulozit do d-rozmernej kocky so stranou f4(V'). Veta je zndma pod nézvom veta
o zemiakovom vreci, lebo autori vtipne poznamenali, ze v doésledku tejto vety sa 1 kg
zemiakov urcite da ulozit do vreca s konecnym objemom.

Problém 1. Ak4 je najmensia moznd hodnota f4(V)?

Prvy horny odhad ¢isla fq(V') nasiel Kosiriski [66] pre paralelné ukladanie kvddrov
a jeho odhad bol postupne zlepseny v [42], [80] a [74]. Problém 1 je vSak prilis vSe-
obecny, takze vyriesit ho bude zrejme extrémne tazké. Preto sa hladali odpovede na
jednoduchsie verzie povodnej otazky.

Impulzom pre vyskum v tejto oblasti sa stal sibor 50 problémov s nazvom
Poorly formulated unsolved problems of combinatorial geometry [81], ktory Leo Moser
(1921-1970) rozdal ucastnikom konferencie v Boulder, Colorado, 1963. Niektoré casti
toho suboru viackrat vydal v rokoch 1977 az 1981 jeho mladsi brat Willy, ale ako
celok vysli az v roku 1991 (pozri [82]). Od roku 1986 zacali W. Moser a J. Pach
pod nazvom Research problems in discrete geometry vydavat rozsirené verzie tychto
problémov spolu s dosiahnutymi vysledkami, ktoré medzitym vznikli (pozri [83], spolu
9 vydani). Tieto sa stali hnacim motorom vyskumu v tejto oblasti matematiky. Pal Er-
dos inicioval knizné spracovanie tejto krasnej problematiky a tvodné slovo k budicej
knihe napisal (nastastie) uz v roku 1991. Kniha [25] vysla az v roku 2005 a stala sa
bibliou riesitelov takychto problémov.
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Medzi pévodnymi problémami L. Mosera bol aj tento:

Problém 2. Urc¢te najmensie ¢islo A také, ze kazdy systém stvorcov s celkovym
obsahom 1 sa da paralelne ulozit do nejakého obdlZnika s obsahom A. (Pri paralelnom
ukladan{ st strany $tvorcov rovnobezné so stranami obdiznika. Analogicky pre vyssie
dimenzie.)

Zavedme nasledovné oznacenia. Nech V;, (d) je najmensie ¢islo také, ze kazdy systém
n kociek s celkovym objemom 1 v d-rozmernom (euklidovskom) priestore sa da ulozit
do nejakého boxu, t. j. pravouhlého rovnobeznostena s objemom V,,(d). (Rozmery boxu
sa pre rozne systémy kociek moézu menit.) Uréte vSetky V,,(d) a pre kazdi dimenziu
d=2,3,4,...ajcslo V(d) = sup{V,,(d), n € N}. Systém kociek s celkovym obje-
mom 1 nazveme jednotkovy systém. (Pri tomto oznaceni je A =V (2).)

Je zrejmé, ze V;,(d) < V,,11(d), t.]. postupnost {V,,(d)}52; je neklesajica. Priamy
dosledok definicie je, ze nhﬁrg() Vo(d) =V (d) pre kazdé d = 2, 3,4, . ..

2. Dimenzia 2

Kleitman a Krieger v [64] dokdzali, ze kazdy konecny jednotkovy systém Stvorcov sa
d4 ulozit do obdiznika s dlzkami stran 1 a /3. Tento horny odhad zlepsili v [65] na

obdlZnik s dizkami stran % a V2, teda V(2) < % = 1,632 993 162. Uviedli aj

trividlny dolny odhad V' (2) = V5(2) = 1+2—‘/§ = 1,207 106 781.
Novotny v préci [86] dokdzal, ze V5(2) = 1,227 7589 a ukdzal aj netrividlny dolny
odhad V(2) 2 % > 1,244. Tento obsah je nutny pre ulozenie jedného Stvorca

s dizkou strany % a troch Stvorcov s dizkou strany %. Neskor v praci [88] dokézal,
ze Va(2) = V5(2) = 2+3\/§, a toto v praci [89] rozsiril na V5(2) = V7(2) = V5(2) = %

Pretoze V4(2) = V5(2) = V5(2) = V7(2) = V3(2) = % = 1,244 016 936, pri-
¢om malé §tvorce sa daji ekonomicky ukladat do prazdnych miest viicSicho obdiznika

243
3 b)

s obsahom
extremalna.

je pravdepodobné, ze prave Novotného stvorprvkova konfiguracia je

Hypotéza 1. V(2) = 2+3‘/§.

Netrividlny horny odhad V(2) < % = 1,632 993 162 Kleitmana a Kriegera pre
koneéné systémy zlepsil Novotny v [87] na V(2) < 1,53. Tento horny odhad dalej zlepsil

pomocou poditaca Hougardy v [53] na V(2) < ggg; < 1,4. Aj tento horny odhad je

ale daleko od o¢akdvanej presnej hodnoty V(2) = % = 1,244 016 936. Problém 2
teda dodnes nie je vyrieseny.
Uvedme este dva stivisiace vysledky z préce [10].

Veta 1. Nech konecny systém Stvorcov so stranami dlzok z1 = xo = ... = z, mé
celkovy obsah 1. Ak x1 = % = 0,869 472 865, tak tento systém sa da ulozit do

obdlznika, ktorého kratsia strana ma dizku z; a ktory ma obsah %
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celkovy obsah 1, tak tento systém sa da ulozit do obdlznika so stranami % al.

Zx1 =2 ...2x, ma

Veta 2. Ak konecny systém Stvorcov so stranami dlzok

Dosledok tych dvoch viet je, Ze pri rieseni problému 2 staci uvazovat také jednotkové
systémy stvorcov, v ktorych dlzka x; strany najvicsieho stvorca spliuje nerovnosti

0,122 008 467 = Y3=1 < 5 < (/425 = (869 472 865.
3. Dimenzia 3

Pre trojrozmerny priestor Meir a L. Moser ukdzali horny odhad V(3) < 4. No-
votny v praci [92] vyrazne zlepsil tento odhad na V(3) < 2,26, ale pravdepodobne
ani tento nebude najlepsi mozny. Novotny v préaci [90] totiz ukdzal, ze V5(3) =

pricom extrém sa dosiahne pre x; = i/g, To = i/g. V tej istej praci ukazal, ze

Va(3) = 1,440 099 51, pri¢om toto maximum sa dosiahne pre tri kocky s dlzkami hréan
x1 = 0,850 849 56, x2 = 0,635 937 94, 3 = 0,502 451 41. V praci [91] ukdzal, Ze
V4(3) = 1,519 630 3266, pricom maximum sa dosiahne pre nasledovné Styri kocky:
1 = 0,820 068 594, xo = 0,584 631 1102, x3 = x4 = 0,499 112 082. V préci [92] potom
ukdzal, ze V5(3) = Va(3). Tato rovnost naznacuje, Ze maximum sa mozno zvysovat ani
nebude, pricom do najlepsej znamej hornej hranice 2,26 je velmi daleko.

Hypotéza 2. V(3) = 1,519 630 3266.

Povodna otazka Lea Mosera sa tykala stvorcov, ale kedze vseobecné riesenie bolo
a stale je v nedohladne, zacali sa skiimat n-prvkové konfigurdcie v jednotlivych dimen-
zidch, ako to naznacuje nasa definicia ¢isel V,,(d) a V(d).

4. Metéda pre dvojprvkové systémy

Uz skér boli uréené ¢isla Va(d) pre d = 2, 3. Tie ¢isla sa ale daju uréit pre kazda di-
menziu, aj ked len numericky, lebo metéda vedie na rovnice vyssich stupnov. Postup je
jednoduchy. Uvazujme dve kocky v d-rozmernom priestore s dizkami hran x, y takymi,
ze0 <y <z < 1, pricom 2¢ 4 y? = 1. Zrejme = % = 0,7. Najekonomickejsie uloze-
nie je také, ze dve kocky polozime ,,vedla seba“ tak, aby sa vosli do (pravouhlého) boxu
s objemom W (z, y) = 2% (x4 y). Z podmienky 2 + y? = 1 dostaneme y = v/1 — x4,
takze stacf uréit maximum funkcie W(z) = 297! (z + V1 — 27) pre 0,7 < z < 1. Stan-
dardny vypocet d4 pre staciondrny bod podmienku & =z - {/(1 —29)d-1 41 — 2
Tato rovnica ma explicitné riesenie pre d = 2, 3, 4, 5.

Pre d = 2 (pri nasich podmienkach) je riesenim x = —V2'2H/§ = 0,923 879 532,

y =~ 2;\/5 = 0,382 683 432, a teda W = 1+2—‘/§ = 1,207 106 781 19 .
Pre d = 3 je explicitné riesenie x = %9, Y= 3%/5, a teda W = %.
Pre d = 4 vznikne rovnica 4. stupiia 2t* — 83+ 612 —4t+1 = 0, kde t = 4- (1 — z%),
pre d = 5 vznikne rovnica 3. stupfia 103 — 10t2 + 5t — 1 =0, kde t = 5 - (1 — z°).
Obe tieto rovnice maju sice explicitné riesenie, ale ovela lepsi prehlad o rozmeroch

kociek a tiez o objeme W poskytuje ich numerické vyjadrenie. Pre dimenziu 4 je
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W = 1,420 319 245 338 pre kocky s dlzkami hrén z = 0,976 755 178, y = 0,547 398 666,
pre dimenziu 5 je W = 1,484 663 668 95 pre kocky s dlzkami hran x = 0,984 432 006 16,
y = 0,596 398 034 922. Niektoré dalsie ¢iselné udaje su v tabulke (pozri dalej).

5. O metdéde pre trojprvkové systémy

Pripomerime zname vysledky: V5(2) = 1,227 758 9, V3(3) = 1,440 099 51, V3(4) =
=1,633696 619 96, V5(6) = 1,944 491 609 21 a V5(8) = 2,149 306 086 70 ([86], [90], [11],
[13] a [101]). Poznéme aj vysledky V3(5) = 1,802 803 791 95, V3(7) = 2,059 096 799 44,
V3(9) = 2,218 977 774 98, V5(10) = 2,272 201 257 42, V5(11) = 2,315 335 807 63,
V3(12) = 2,353 155 266 19, V3(13) = 2,386 619 625 69, ..., V3(20) = 2,544 992 641 62
(tieto zatial neboli publikované).

Urcita cast tvah sa da spravit vseobecne. Uvazujme tri kocky v d-rozmernom
priestore s dizkami hrén z, y, z takymi, 7e 0 < 2 <y <z < 1 a ad +y? + 2% = 1,
d 2 2. Do tvahy prichddzaji len dve uloZenia: prvé (obr. 1 vlavo) vyzaduje objem
Wy = 297 (z +y+ 2), druhé (obr. 1 vpravo) vyzaduje objem Wy = 2972(x +y)(y + 2).

Obr. 1. Dve mozné ulozenia troch Stvorcov

Ak y + z £ z, tak uloZzime kocky ako na obr. 1 vpravo, a pre také uloZenie staci
objem Va(d), ktory nie je vacsi ako V3(d); mozeme teda vzdy predpokladat y + z > x.
7 podmienky z? 4+ y% + 2% = 1 vypljva 2z = /1 —ad —yd. Zrejmé je aj y¢ =
=1—2%—2¢ <1 -2 takve y < V1 — 2. Odtial y + 2z < 2y < 2V/1 — 24, takze
z predpokladu = < y + 2z mame z < y+ 2 < 2V1 — 29, a teda 29 < 29(1 — z%). Z toho

dostaneme univerzalne horné ohranicenie x < ﬁ Na druhej strane je ¢ = %»
+

v 1 M 1 . 2
z ¢oho = = ¥ = 0,577, takze x € {d_\/g’ W}
Mame teda nédjst max min{W;(X), Wa(X)}, kde X = (z, y, z), na oblasti M

% : : < < d d_ d_ 1._ 2 s
urc¢enej podmienkami 0 < z Sy =zx <1,z 4+y*+ =2 1,z € 75 W].Lave

a pravé ohrani¢enie oblasti M tvoria dve zvislé priamky z = = az = %, pricom
V3 Y1424

lavé ohranicenie s rastiicim d pomerne rychlo narastd: pre d = 5 je z = {-,/Lg = 0,802 74,
pred=21jex = 2%\/5 2 0,949. Poznamenajme, ze pri zvolenej dimenzii d je mozné
(a aj vhodné) interval pre x vyrazne skrétit. Vzhladom na usporiadanie kociek podla
velkosti 0 < 2z < y < 2 < 1 platf 2% + y¢ < 29 + y¢ + 2% = 1, takZe musi byt
24 4+ y? <1, a teda krivka z¢ + y? = 1 tvorf horné ohranicenie skiimanej oblasti M.
Na tejto hornej krivke by islo o nepripustny pripad z = 0, kedze ukladame tri kocky.
(Pripometime, ze Va(d) < Vs(d).) Dalej 1 = 2% 4+ y? + 29 < 2% 4 29, takze musi byt
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1 < 2%+ 2¢y? t.j. krivka 1 = 2 4 2y tvori dolné ohrani¢enie skiimanej oblasti M.
Na dolnej krivke 1 = 2% 4 2y? je z =y, t.j. tretia kocka je najvicsia mozna.

Pre ndjdenie max min{Wj(X), Wa(X)} treba predovsetkym vyriesit otdzku, ktord
z dvoch funkcii Wi, Ws je mensia. Za tym ucelom preskimame rovnicu W7 = Ws. To

a2 —y?

nastane prave vtedy, ked 22 = y(y + 2); odtial z =
L (1+ g) Ak z = =7 dosadime do ¢ 4y + 2% = 1,
po tiprave dostaneme 0 = x9y? + 324 — y¢ + (22 — y?)<. Krivku uréenti touto rovnicou
oznac¢ime C. Vzhladom na to, Ze je x = 0,577, pre nase tivahy potrebujeme len oblik
krivky C v 1. kvadrante ,najviac vpravo“. To trividlne dolné ohranicenie x = 0,577 sa
d4 v kazdej dimenzii pomerne jednoducho zvysit, napr. pre d = 5 na x = 0,944. Pozri
obr. 2.

, a teda v tomto pripade je

0,76
PN 5 5
—— z°+y’—1=0
\ \\
0,74 ~ ——
\
0,72
ol )
0,7 /
> //C Co
0,68 =
0,66
\
’ 2>+ 2y° —1=0 B
0,62

0,6
0,944 0,946 0,948 0,95 0,952 0,954 0,956
X

Obr. 2. Cast krivky C v dimenzii 5 spolu s hornym aj dolnym ohrani¢enfm oblasti M

Krivka C' rozdeli oblast M na dve otvorené oblasti C'1, C5 so spolo¢nou hranicou C.
Ozna¢me C; uzéver mnoziny C;. Funkcie W, aj Wa st spojité na M, pri¢om rovnost
W1 = W5 nastane prave v bodoch krivky C. Z toho vyplyva, ze ak v jednom bode
otvorenej oblasti C; je Wi < Wy, potom tato nerovnost plati vo vsSetkych bodoch
oblasti C;. Pre konkrétnu dimenziu d nie je tazké vybrat body A; € Cp, Ay € Cs.
Dostaneme Wi (A1) < Wa(A1), takze nerovnost Wi (X) < Wh(X) plati pre kazdy
bod X € C;. Analogicky nerovnost Wi (As) > Wa(As) implikuje platnost nerovnosti
W1 (X) > Wa(X) v kazdom bode X € Cs. Z toho je zrejmé, ze plati:

in {W1(X), Wa(X)} = Wi (X),
mggercnlm{ 1(X), Wa(X)} max 1(X)

in {W;(X), Wa(X) = Wa(X).
ma;geggn{ 1(X), Wa(X) max 2(X)
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Na kompaktnej mnozine C; funkcia Wi(x, y) = 2971 (:B +y+ Y1l —ad— yd>
nadobuda svoje maximum v nejakom bode B. Pre parcidlnu derivaciu funkcie Wi

d—1
podla y platf 21 — gd-1 (1 - <#) ) . Rovnost 2W1 — () nastéva préave

dy Y 1—gd—yd oy

= 1, t.j. prave vtedy ked 2y? = 1 — z¢

vtedy, ked ——4— a to je prave vtedy
) (\j/li )

—pd—yd

ked y = z. To su prave body na krivke, ktord tvori dolné ohranicenie oblasti M.
£ ey _ .d d ; . _ Ve . 1
Dolné krivka 1 = z% + 2y* a krivka C' sa pretni v bode P = ( Tara? Voo )

To znamen4, Ze po spominanom dostato¢nom skrateni intervalu pre x st pre d < 10
vietky vnttorné body oblasti C; nad dolnou krivkou, takze aam;l < 0. Z toho potom
vyplyva, ze funkcia W7 ma maximum v bode B na ,dolnej polovicke* krivky C.

Pre d > 11 dolné krivka 1 = 2% + 2y? zasahuje do vnitra oblasti C; pre skiimané
hodnoty z, takze funkcia WW; mé maximum v bode B bud na dolnej krivke nalavo od
bodu P alebo na krivke C napravo od bodu P. Pozri obr. 3, na ktorom je zndzornena
situdcia v dimenzii 11. (Poznamenajme, Ze hornd krivka pretne krivku C' v bode z = y,

takze pre n = 3 je ten prienik prazdny.)

0,8

\
\ 211 —|—y11 1=0
0,75 N
ol \
\P o
x11+2y11—1:O/ 2
/

7 \\

0,65
0,993 0,994 0,995 0,996 0,997 0,998
T

0,7

Obr. 3. Situacia v dimenzii 11

Situécia s funkciou Wa(z, y) = 297 2(x +y) (y + V1 —ad— yd) je ovela neprijem-

nejsia: parcidlna derivacia ng 2 nemd konstantné znamienko na celej skimanej oblasti

OWo
ox

a so znamienkom parcialnej derivacie sa da pracovat len na dostato¢ne malych

obdlznikoch (alebo na inych jednoduchych oblastiach), aj to pre kazda dimenziu zv1ast
(dobre to ilustruju farebné obrazky v [11]).

Vysledok naroénych poctov je, ze funkcia Wy mé v oblasti Cy maximum na krivke C.
Pre d £ 10 je to v tom istom bode B, kde m4 maximum funkcia W na oblasti Ch,
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) o . , , . d+1
a dé sa teda najst ako viazany extrém funkcie W, = Wy = 2% + IT = z¢ (1 + %)
na krivke C'. Hladanie toho viazaného extrému vedie na rovnice vyssich rddov, je teda

numerické.

X ok ok

Poznamenajme, Ze skiimanie Stvorprvkovych jednotkovych systémov kociek (touto
met6dou — ale int nepozndme) by uz bolo vyrazne naroc¢nejsie, pretoze treba uvazovat
4 rézne ulozenia, takze aj 4 rozne vahové funkcie Wy, Wy, W3, Wy.

Pre hladanie max min{W; (X)), W5 (X)), W5(X), W4(X)} je tak treba ndjst najmen-
S$iu zo styroch funkcii Wy, Wa, W3, Wy na prislusnom obore, ktory je tiez zlozitejsi, a to
vedie na 6 rovnosti typu W; = W;, ktoré namiesto jednej krivky C urc¢uji mnozinu
ploch. Zndme si tak len skor spominané Novotného vysledky Vi(2), V4(3) a dospeli
sme aj k vysledku V;(4) = 1,800 246 65, ktory doteraz nebol publikovany.

6. O tabulke

Pre lepsi prehlad je vhodné zapisat ¢isla V,,(d) do tabulky: do riadkov vpiSeme vysledky
pre dimenzie d = 2, 3, 4, . . . , do stlpcov vysledky pre pocet kociek n =2, 3,4, ...

Tab. 1.  Zname vysledky a odhady

d\n 2 3 4 5 6 7 8 53 | 101 V(d)
211,207 107|1,227 759|1,244 020|1,244 020|1,244 020|1,244 020|1,244 020 <14
3(1,333 333|1,440 100|1,519 630|1,519 630 < 2,26
411,420 319|1,633 697 <38
5(1,484 664|1,802 804 <16
6]1,534 555|1,944 492 <32
7(1,574 570|2,059 097 < 64
811,607 498|2,149 306 < 128
9]1,635 145|2,218 978 < 256

10{1,658 736(2,272 201 < 512
11{1,679 140(2,315 336 <1024
12{1,696 986(2,353 155 <2048
13(1,712 7462,386 620 < 4096
20(1,787 007|2,544 993 < 524 288
36 1,862154 |2,705 994 > 6 < 235
584(1,986 278|2.971 194 > 52 < 2583

1270(1,993 061|2,985 490 > 100| < 21269

00 2 3 4 5 6 7 8 53 | 101

Poznéme niekolko ¢lenov stipca pre n = 2 a tieZ pre n = 3, pricom by sme mohli
vypocitat aj dalsie. Lenze pre ostatné stlpce, teda pre pocet kociek 4 a viac pozname
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len velmi méalo hodnét. To ni¢ nemeni na tom, Ze v [2] nijde Citatel vetu

lim V,(d)=n pre n=234,... (1)
d—o0

Tieto hodnoty tvoria posledny riadok tabulky pre d = oo. (V préci [2] je v sku-
tofnosti veta pre n = 5, 6, 7, . . . Povodne sme totiz tvrdenie (1) dokazovali len pre
n = 2, 3, 4, ale to sme nepublikovali a pri publikovani pre n =5, 6, 7, . . . sme zabudli
poznamenat, ze dokaz samozrejme funguje pre kazda dimenziu.) Idea dékazu je nasle-
dovnd: zarudi sa existencia limity, skonstruuje sa Specidlna postupnost (fazky krok!)
a pouzije sa veta o zovreti pre postupnosti.

V dosledku vety (1) je jasné, ze pri velmi velkej dimenzii ma kazdd kocka n-
prvkového systému kociek s celkovym objemom 1 dizku hrany takmer 1. V takomto
pripade, ak n je prvocislo, tak najekonomickejsie ulozenie kociek je ,linedrne*, t.j.
jedna za druhou ako na obr. 1 vlavo, ind¢ by sme dostali objem potrebného boxu
vacsi ako n. Ak je n ¢islo zlozené, mozeme kocky ulozit viacerymi sposobmi podla
prvociselného rozkladu ¢isla n. Dobra predstavu poskytuje jednotkovy systém kociek

s dlzkami hrén 21 = 29 = . . . = 2, pricom 21 = 1 — d—2. Napr. pre prvoéislo n = 101
ad=1270 je zy = 0,999 999 379, 7y = . .. = 2191 = ">}/ T2 = 0,990 788 877,

a tychto 101 kociek vyzaduje box s objemom z¢~! - [z1 + (n — 1)z»] = 100,000 177.

Kedze posledny riadok tabulky obsahuje hromadné body stipcov, v okoli tychto
¢isel musi byt nekonecne vela ¢lenov postupnosti. To znamena ze od urc¢itého d,, poc-
nic, t.j. pre d = d,, je v n-tom stipci V;,(d) = n — 1. Pretoze postupnost {Va(d)}52,
v n-tom stipci je pre kazdé n neklesajica, je mozné pre vyssie spominany Specidlny
jednotkovy systém kociek 21 = 1 — d™2, 25 = ... = x, také &isla d,, néajst. Napr.
d7 = 36, ds3 = 584, d1p1 = 1 270. V tabulke sme vyznacili niekolko takychto pripadov.

Tieto ¢isla poskytuju isty vhlad do stipcov tabulky, ale nezda sa, ze by podstatne
pomohli pri rieSeni zdkladnej otazky, teda pri hladani ¢isel V (d), pretoze tabulka je aj
po riadkoch neklesajica. Stuvis s prvocislami je vsak zaujimavy. Logické by bolo, aby
posledny stipec tabulky obsahoval éisla V (d). Lenze z tych &sel dodnes nie je zndme
ani jedno, takze v poslednom stipci tabulky si len ¢sla V(d) ako horné odhady &isel
V(d): V(2) < 1,4 (Hougardy [53]), V(3) < 2,26 (Novotny [92]), a V(d) < 2971 pre
d 2 4 (Meir a L. Moser [74]).

7. Dva lahsie uchopitelné problémy L. Mosera

Okrem pévodného problému 2 dodnes nie st celkom zodpovedané ani nasledovné dva,
ktoré sa zdaju byt podstatne Iahsie.

Problém 3. Je mozné vietky obdliniky R; = % X i%, 1 =1,2, 3, ... ulozit do
Stvorca so stranou 17
Problém 4. Je mozné vsetky Stvorce so stranou ﬁ, i =1, 2,3, ... ulozit do

obdiZnika s obsahom %w2 —17?

Oba problémy 3 aj 4 st dobre uchopitelné, lebo sa ukladaju konkrétne systémy
obdlznikov resp. Stvorcov. Lenze oba systémy st nekonecné, pricom sucty prislusnych
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radov st postupne 1 resp. %772 — 1, takze ak odpoved na niektort z tych dvoch otazok
je kladn4, tak odhad formulovany v otazke by bol najlepsi mozny, a teda islo by o prob-
lém dlazdenia (tiling). Odhady boli uverejnené v [57] a [58], lepsie odhady boli vSak
ukézané v [6] aj [8] na zédklade met6dy uvedenej v [7]: pre ulozenie systému obdlznikov
% X H%l sta¢{ Stvorec s dizkou strany 1,002 a pre ulozZenie stvorcov ﬁ sta¢{ obdlznik
s obsahom 0,236 503 8, pricom teoreticky najlepsia hodnota §7T2 —1=10,233 700 55 je
lepsia len o menej ako tri tisiciny. O trochu neskér vsak Paulhus v [96] uviedol algo-
ritmy, na zéklade ktorych pocitac ulozil také velké mnozstvo objektov, ze hypoteticky
najlepsim ulozeniam sa priblizil radovo na stotisiciny.

Treba vsak dodat, ze aj ked je algoritmus velmi efektivny, Paulhusov dokaz kltco-
vej lemy je chybny (pre vSetky tri nim skimané problémy). Na toto upozornil A. Jods
v roku 2016. Preto vznikol ¢lanok [61], v ktorom autori vyuzili efektivny algoritmus
Paulhusa pre ulozenie velkého poctu obdlznikov, pricom na ulozenie nekonec¢ného
poétu malickych obdiznikov pouzili metédu geometrického radu z ¢éanku [7] a do-
siahli odhad s chybou mensou ako 4,43 x 10710, Joés takto opravil aj iny Paulhusov
odhad. Samozrejme, kedze sa ukladaji nekonecné systémy objektov, pocita¢ musi pre
nedostatok pamate raz s vypoctom skoncit, takze stdale si obe otdzky otvorené.

8. Niektoré iné typy problémov

Otéazky suvisiace s najhustejsim ulozenim objektov sa skiimaju uz velmi ddavno. Staci
spomentt Keplerovu hypotézu z roku 1611 (pozri napr. [63], [39], [106], [31], [51], [45],
[54], [46], [55], [47], [48], [49], [50], [34]), alebo Newtonovo éislo (tzv. kissing number)
z roku 1694 (pozri napr. [105], [56], [44], [100], [68], [28], [109], [23], [84], [24], [5], [85])-
Obidva boli vyriesené len neddvno.

Dokazat, ze nejaké ulozenie ma maximalnu hustotu, je takmer vzdy extrémne tazké,
preto sa obvykle skimaju sSpecidlne pripady. Tie si zaujimavé samy osebe, ale casto su
aj mimoriadne uzito¢né, napr. pri Setreni obalovym materidlom alebo priestorom pri
preprave vyrobkov. Pre informéciu citatela a najmé pre mnozstvo otvorenych otazok
preto heslovite uvedieme niektoré Specialne pripady spolu aj s literatirou; z tej ako
zdkladni knihu mézeme odporucit [25], ale mnoho zaujimavého — a tiez iné typy problé-
mov — ndjde ¢itatel aj v inych prehladoch, napr. [43], [27], [32], [24], [33]. Samozrejme,
ako dosledok vyvoja pocitacov sa Coraz CastejSie objavuju ,,pocitacové riesenia“, ktoré
najdu ,extreméalne“ ulozenie, ale nekladu si za ciel dokazat, ze o extrém naozaj ide.

Ukladanie kruhov do Stvorca najde zdujemca napr. v [102], [104], [103], [98], [76],
[70], [93], (3], [72].

Ukladanie kruhov do kruhu néjde zdujemca napr. v [99], [62], [77], [40], [41], [35],
[36], [37], [38].

Ukladanie guli do boxu, do kocky alebo do gule (¢asto st sktumané ako husté
rozmiestnenia bodov, ktoré su stredmi tych guli), pozri napr. [94], [69], [107], [14],
[15], [26], [24], [16]’, [17], [59], [18J, [52], [60], [19], [20], [1].

Ukladanie obdlznikov do obdlZnika alebo stvorca néjde zaujemca napr. v [80], [74],
(6], [7], [57], [58], [8], [96], [61], [56].

Ukladanie trojuholnikov do kruhu, pozri napr. [71], [108], [4], [9], [22], [21].

Ukladanie kruhov do trojuholnika, pozri napr. [95], [75], [78], [79], [40], [97].
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Analogické su otdzky tykajice sa najtensieho a velmi Casto aj viacnasobného po-
krytia (the thinnest covering), ale to by sa uz literatiira netimerne predizila. A to sme
vobec nespomenuli problémy kombinatorickej geometrie, teda hladanie extremélneho
poctu objektov s danou vlastnostou.

Mnoho ludi povazuje tento typ problémov len za hru. Ano, je to zébavné, ale
vysledky tejto hry st neraz mimoriadne uzitoéné (pri ulozeniach napr. tspora obalov,
pri pokrytiach také rozmiestnenie objektov, aby vsSetko bolo v operacnom dosahu,
pripadne aj s viacndsobnou istotou). A vysledok tejto matematickej hry je dost nejasny,
lebo ak to zosumarizujeme, tak vidime, Ze dodnes nie je znama ani jedna presna
hodnota V(d), ba dokonca aj z ¢isel V;,(d) je zndmych pre n = 4 len velmi maélo.
Takze, mily citatel, pieskovisko je tu, mozes sa zacat hraf.
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