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O ukladaní kociek a iných objektov
Vojtech Bálint, Zuzana Sedliačková, Peter Adamko

Abstrakt. Uvedieme históriu a prehľad výsledkov o ukladaní kociek do kvádra s minimálnym
objemom a pridáme aj hlavné myšlienky niektorých dôkazov. V závere sa veľmi stručne
zmienime o iných ukladacích problémoch.

1. Úvod

Nech I je množina indexov. Uložiť systém konvexných telies Ti, i ∈ I, do telesa T
znamená umiestniť telesá Ti tak, aby žiadne dve z nich nemali spoločný vnútorný bod
a aby

⋃
i∈I

Ti ⊂ T . Auerbach, Banach, Mazur a Ulam dokázali vetu, ktorú záujemca

nájde v knihe so zaujímavým názvom The Scottish Book [73], pomenovanej podľa Scot-
tish Café v Lembergu (dnes Ľvov), kde v podstate vznikla: Pre každé prirodzené číslo d
a pre každé kladné číslo V existuje číslo fd(V ) také, že každý systém d-rozmerných
konvexných množín Ti, i ∈ I, s priemerom najviac 1 a s celkovým objemom najviac V
sa dá uložiť do d-rozmernej kocky so stranou fd(V ). Veta je známa pod názvom veta
o zemiakovom vreci, lebo autori vtipne poznamenali, že v dôsledku tejto vety sa 1 kg
zemiakov určite dá uložiť do vreca s konečným objemom.

Problém 1. Aká je najmenšia možná hodnota fd(V )?

Prvý horný odhad čísla fd(V ) našiel Kosiński [66] pre paralelné ukladanie kvádrov
a jeho odhad bol postupne zlepšený v [42], [80] a [74]. Problém 1 je však príliš vše-
obecný, takže vyriešiť ho bude zrejme extrémne ťažké. Preto sa hľadali odpovede na
jednoduchšie verzie pôvodnej otázky.

Impulzom pre výskum v tejto oblasti sa stal súbor 50 problémov s názvom
Poorly formulated unsolved problems of combinatorial geometry [81], ktorý Leo Moser
(1921–1970) rozdal účastníkom konferencie v Boulder, Colorado, 1963. Niektoré časti
toho súboru viackrát vydal v rokoch 1977 až 1981 jeho mladší brat Willy, ale ako
celok vyšli až v roku 1991 (pozri [82]). Od roku 1986 začali W. Moser a J. Pach
pod názvom Research problems in discrete geometry vydávať rozšírené verzie týchto
problémov spolu s dosiahnutými výsledkami, ktoré medzitým vznikli (pozri [83], spolu
9 vydaní). Tieto sa stali hnacím motorom výskumu v tejto oblasti matematiky. Pál Er-
dős inicioval knižné spracovanie tejto krásnej problematiky a úvodné slovo k budúcej
knihe napísal (našťastie) už v roku 1991. Kniha [25] vyšla až v roku 2005 a stala sa
bibliou riešiteľov takýchto problémov.
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Medzi pôvodnými problémami L. Mosera bol aj tento:

Problém 2. Určte najmenšie číslo A také, že každý systém štvorcov s celkovým
obsahom 1 sa dá paralelne uložiť do nejakého obdĺžnika s obsahom A. (Pri paralelnom
ukladaní sú strany štvorcov rovnobežné so stranami obdĺžnika. Analogicky pre vyššie
dimenzie.)

Zaveďme nasledovné označenia. Nech Vn(d) je najmenšie číslo také, že každý systém
n kociek s celkovým objemom 1 v d-rozmernom (euklidovskom) priestore sa dá uložiť
do nejakého boxu, t. j. pravouhlého rovnobežnostena s objemom Vn(d). (Rozmery boxu
sa pre rôzne systémy kociek môžu meniť.) Určte všetky Vn(d) a pre každú dimenziu
d = 2, 3, 4, . . . aj číslo V (d) = sup{Vn(d), n ∈ N}. Systém kociek s celkovým obje-
mom 1 nazveme jednotkový systém. (Pri tomto označení je A = V (2).)

Je zrejmé, že Vn(d) <= Vn+1(d), t. j. postupnosť {Vn(d)}∞n=1 je neklesajúca. Priamy
dôsledok definície je, že lim

n→∞
Vn(d) = V (d) pre každé d = 2, 3, 4, . . .

2. Dimenzia 2

Kleitman a Krieger v [64] dokázali, že každý konečný jednotkový systém štvorcov sa
dá uložiť do obdĺžnika s dĺžkami strán 1 a

√
3. Tento horný odhad zlepšili v [65] na

obdĺžnik s dĺžkami strán 2√
3

a
√
2, teda V (2) <=

4√
6

.
= 1,632 993 162. Uviedli aj

triviálny dolný odhad V (2) >= V2(2) = 1+
√
2

2
.
= 1,207 106 781.

Novotný v práci [86] dokázal, že V3(2)
.
= 1,227 7589 a ukázal aj netriviálny dolný

odhad V (2) >=
2+

√
3

3 > 1,244. Tento obsah je nutný pre uloženie jedného štvorca
s dĺžkou strany 1√

2
a troch štvorcov s dĺžkou strany 1√

6
. Neskôr v práci [88] dokázal,

že V4(2) = V5(2) = 2+
√
3

3 , a toto v práci [89] rozšíril na V6(2) = V7(2) = V8(2) = 2+
√
3

3 .
Pretože V4(2) = V5(2) = V6(2) = V7(2) = V8(2) = 2+

√
3

3
.
= 1,244 016 936, pri-

čom malé štvorce sa dajú ekonomicky ukladať do prázdnych miest väčšieho obdĺžnika
s obsahom 2+

√
3

3 , je pravdepodobné, že práve Novotného štvorprvková konfigurácia je
extremálna.

Hypotéza 1. V (2) = 2+
√
3

3 .

Netriviálny horný odhad V (2) <=
4√
6

.
= 1,632 993 162 Kleitmana a Kriegera pre

konečné systémy zlepšil Novotný v [87] na V (2) < 1,53. Tento horný odhad ďalej zlepšil
pomocou počítača Hougardy v [53] na V (2) <=

2 867
2 048 < 1,4. Aj tento horný odhad je

ale ďaleko od očakávanej presnej hodnoty V (2) = 2+
√
3

3
.
= 1,244 016 936. Problém 2

teda dodnes nie je vyriešený.
Uveďme ešte dva súvisiace výsledky z práce [10].

Veta 1. Nech konečný systém štvorcov so stranami dĺžok x1 >= x2 >= . . . >= xn má

celkový obsah 1. Ak x1 >=

√
4−

√
3

3
.
= 0,869 472 865, tak tento systém sa dá uložiť do

obdĺžnika, ktorého kratšia strana má dĺžku x1 a ktorý má obsah 2+
√
3

3 .
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Veta 2. Ak konečný systém štvorcov so stranami dĺžok
√
3−1
6

>= x1 >= . . . >= xn má
celkový obsah 1, tak tento systém sa dá uložiť do obdĺžnika so stranami 2+

√
3

3 a 1.

Dôsledok tých dvoch viet je, že pri riešení problému 2 stačí uvažovať také jednotkové
systémy štvorcov, v ktorých dĺžka x1 strany najväčšieho štvorca splňuje nerovnosti
0,122 008 467

.
=

√
3−1
6 < x1 <

√
4−

√
3

3
.
= 0,869 472 865.

3. Dimenzia 3

Pre trojrozmerný priestor Meir a L. Moser ukázali horný odhad V (3) <= 4. No-
votný v práci [92] výrazne zlepšil tento odhad na V (3) <= 2,26, ale pravdepodobne
ani tento nebude najlepší možný. Novotný v práci [90] totiž ukázal, že V2(3) = 4

3 ,
pričom extrém sa dosiahne pre x1 = 3

√
8
9 , x2 = 3

√
1
9 . V tej istej práci ukázal, že

V3(3)
.
= 1,440 099 51, pričom toto maximum sa dosiahne pre tri kocky s dĺžkami hrán

x1
.
= 0,850 849 56, x2

.
= 0,635 937 94, x3

.
= 0,502 451 41. V práci [91] ukázal, že

V4(3)
.
= 1,519 630 3266, pričom maximum sa dosiahne pre nasledovné štyri kocky:

x1
.
= 0,820 068 594, x2

.
= 0,584 631 1102, x3 = x4

.
= 0,499 112 082. V práci [92] potom

ukázal, že V5(3) = V4(3). Táto rovnosť naznačuje, že maximum sa možno zvyšovať ani
nebude, pričom do najlepšej známej hornej hranice 2,26 je veľmi ďaleko.

Hypotéza 2. V (3)
.
= 1,519 630 3266.

Pôvodná otázka Lea Mosera sa týkala štvorcov, ale keďže všeobecné riešenie bolo
a stále je v nedohľadne, začali sa skúmať n-prvkové konfigurácie v jednotlivých dimen-
ziách, ako to naznačuje naša definícia čísel Vn(d) a V (d).

4. Metóda pre dvojprvkové systémy

Už skôr boli určené čísla V2(d) pre d = 2, 3. Tie čísla sa ale dajú určiť pre každú di-
menziu, aj keď len numericky, lebo metóda vedie na rovnice vyšších stupňov. Postup je
jednoduchý. Uvažujme dve kocky v d-rozmernom priestore s dĺžkami hrán x, y takými,
že 0 < y <= x < 1, pričom xd+ yd = 1. Zrejme x >=

1
d√2

>= 0,7. Najekonomickejšie ulože-
nie je také, že dve kocky položíme „vedľa seba“ tak, aby sa vošli do (pravouhlého) boxu
s objemom W (x, y) = xd−1(x+ y). Z podmienky xd+ yd = 1 dostaneme y = d

√
1− xd,

takže stačí určiť maximum funkcie W (x) = xd−1 (x+ d
√
1− xd

)
pre 0,7 <= x <= 1. Štan-

dardný výpočet dá pre stacionárny bod podmienku 1
d = x · d

√
(1− xd)d−1 + 1− xd.

Táto rovnica má explicitné riešenie pre d = 2, 3, 4, 5.
Pre d = 2 (pri našich podmienkach) je riešením x =

√
2+

√
2

2
.
= 0,923 879 532,

y =
√
2−

√
2

2
.
= 0,382 683 432, a teda W = 1+

√
2

2
.
= 1,207 106 781 19 .

Pre d = 3 je explicitné riešenie x = 2
3√9 , y =

1
3√9 , a teda W = 4

3 .
Pre d = 4 vznikne rovnica 4. stupňa 2t4−8t3+6t2−4t+1 = 0, kde t = 4 · (1−x4),

pre d = 5 vznikne rovnica 3. stupňa 10t3 − 10t2 + 5t− 1 = 0, kde t = 5 · (1− x5).
Obe tieto rovnice majú síce explicitné riešenie, ale oveľa lepší prehľad o rozmeroch

kociek a tiež o objeme W poskytuje ich numerické vyjadrenie. Pre dimenziu 4 je
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W
.
= 1,420 319 245 338 pre kocky s dĺžkami hrán x

.
= 0,976 755 178, y .

= 0,547 398 666,
pre dimenziu 5 je W .

= 1,484 663 668 95 pre kocky s dĺžkami hrán x
.
= 0,984 432 006 16,

y
.
= 0,596 398 034 922. Niektoré ďalšie číselné údaje sú v tabuľke (pozri ďalej).

5. O metóde pre trojprvkové systémy

Pripomeňme známe výsledky: V3(2)
.
= 1,227 758 9, V3(3)

.
= 1,440 099 51, V3(4)

.
=

.
= 1,633 696 619 96, V3(6)

.
= 1,944 491 609 21 a V3(8)

.
= 2,149 306 086 70 ([86], [90], [11],

[13] a [101]). Poznáme aj výsledky V3(5)
.
= 1,802 803 791 95, V3(7)

.
= 2,059 096 799 44,

V3(9)
.
= 2,218 977 774 98, V3(10)

.
= 2,272 201 257 42, V3(11)

.
= 2,315 335 807 63,

V3(12)
.
= 2,353 155 266 19, V3(13)

.
= 2,386 619 625 69, . . . , V3(20)

.
= 2,544 992 641 62

(tieto zatiaľ neboli publikované).
Určitá časť úvah sa dá spraviť všeobecne. Uvažujme tri kocky v d-rozmernom

priestore s dĺžkami hrán x, y, z takými, že 0 < z <= y <= x < 1 a xd + yd + zd = 1,
d >= 2. Do úvahy prichádzajú len dve uloženia: prvé (obr. 1 vľavo) vyžaduje objem
W1 = xd−1(x+ y+ z), druhé (obr. 1 vpravo) vyžaduje objem W2 = xd−2(x+ y)(y+ z).

Obr. 1. Dve možné uloženia troch štvorcov

Ak y + z <= x, tak uložíme kocky ako na obr. 1 vpravo, a pre také uloženie stačí
objem V2(d), ktorý nie je väčší ako V3(d); môžeme teda vždy predpokladať y + z > x.
Z podmienky xd + yd + zd = 1 vyplýva z = d

√
1− xd − yd. Zrejmé je aj yd =

= 1 − xd − zd <= 1 − xd, takže y <=
d
√
1− xd. Odtiaľ y + z <= 2y <= 2

d
√
1− xd, takže

z predpokladu x < y+ z máme x < y+ z <= 2
d
√
1− xd, a teda xd < 2d(1− xd). Z toho

dostaneme univerzálne horné ohraničenie x < 2
d
√
1+2d

. Na druhej strane je xd >=
1
3 ,

z čoho x >=
1
d
√
3
>= 0,577, takže x ∈

[
1
d
√
3
; 2

d
√
1+2d

]
.

Máme teda nájsť max min{W1(X), W2(X)}, kde X = (x, y, z), na oblasti M

určenej podmienkami 0 < z <= y <= x < 1, xd + yd + zd = 1, x ∈
[
1
d√3
; 2

d
√
1+2d

]
. Ľavé

a pravé ohraničenie oblasti M tvoria dve zvislé priamky x = 1
d√3 a x = 2

d
√
1+2d

, pričom

ľavé ohraničenie s rastúcim d pomerne rýchlo narastá: pre d = 5 je x >=
1
5√3

>= 0,802 74,
pre d = 21 je x >=

1
21√3

>= 0,949. Poznamenajme, že pri zvolenej dimenzii d je možné
(a aj vhodné) interval pre x výrazne skrátiť. Vzhľadom na usporiadanie kociek podľa
veľkosti 0 < z <= y <= x < 1 platí xd + yd <= xd + yd + zd = 1, takže musí byť
xd + yd <= 1, a teda krivka xd + yd = 1 tvorí horné ohraničenie skúmanej oblasti M .
Na tejto hornej krivke by išlo o neprípustný prípad z = 0, keďže ukladáme tri kocky.
(Pripomeňme, že V2(d) <= V3(d).) Ďalej 1 = xd + yd + zd <= xd + 2yd, takže musí byť
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1 <= xd + 2yd, t. j. krivka 1 = xd + 2yd tvorí dolné ohraničenie skúmanej oblasti M .
Na dolnej krivke 1 = xd + 2yd je z = y, t. j. tretia kocka je najväčšia možná.

Pre nájdenie max min{W1(X), W2(X)} treba predovšetkým vyriešiť otázku, ktorá
z dvoch funkcií W1, W2 je menšia. Za tým účelom preskúmame rovnicu W1 =W2. To
nastane práve vtedy, keď x2 = y(y + z); odtiaľ z = x2−y2

y , a teda v tomto prípade je

W1 = W2 = xd + xd+1

y = xd
(
1 + x

y

)
. Ak z = x2−y2

y dosadíme do xd + yd + zd = 1,
po úprave dostaneme 0 = xdyd + y2d − yd + (x2 − y2)d. Krivku určenú touto rovnicou
označíme C. Vzhľadom na to, že je x >= 0,577, pre naše úvahy potrebujeme len oblúk
krivky C v 1. kvadrante „najviac vpravo“. To triviálne dolné ohraničenie x >= 0,577 sa
dá v každej dimenzii pomerne jednoducho zvýšiť, napr. pre d = 5 na x >= 0,944. Pozri
obr. 2.

Obr. 2. Časť krivky C v dimenzii 5 spolu s horným aj dolným ohraničením oblasti M

Krivka C rozdelí oblasť M na dve otvorené oblasti C1, C2 so spoločnou hranicou C.
Označme C̄i uzáver množiny Ci. Funkcie W1 aj W2 sú spojité na M , pričom rovnosť
W1 = W2 nastane práve v bodoch krivky C. Z toho vyplýva, že ak v jednom bode
otvorenej oblasti Ci je W1 < W2, potom táto nerovnosť platí vo všetkých bodoch
oblasti Ci. Pre konkrétnu dimenziu d nie je ťažké vybrať body A1 ∈ C1, A2 ∈ C2.
Dostaneme W1(A1) < W2(A1), takže nerovnosť W1(X) < W2(X) platí pre každý
bod X ∈ C1. Analogicky nerovnosť W1(A2) > W2(A2) implikuje platnosť nerovnosti
W1(X) > W2(X) v každom bode X ∈ C2. Z toho je zrejmé, že platí:

max min
X∈C̄1

{W1(X), W2(X)} = max
X∈C̄1

W1(X),

max min
X∈C̄2

{W1(X), W2(X) = max
X∈C̄2

W2(X).
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Na kompaktnej množine C̄1 funkcia W1(x, y) = xd−1
(
x+ y + d

√
1− xd − yd

)
nadobúda svoje maximum v nejakom bode B. Pre parciálnu deriváciu funkcie W1

podľa y platí ∂W1
∂y = xd−1

(
1−

(
y

d
√
1−xd−yd

)d−1
)

. Rovnosť ∂W1
∂y = 0 nastáva práve

vtedy, keď y
d
√
1−xd−yd

= 1, t. j. práve vtedy keď 2yd = 1 − xd, a to je práve vtedy
keď y = z. To sú práve body na krivke, ktorá tvorí dolné ohraničenie oblasti M .

Dolná krivka 1 = xd + 2yd a krivka C sa pretnú v bode P =

( √
2

d
√
2+2d/2

; 1
d
√
2+2d/2

)
.

To znamená, že po spomínanom dostatočnom skrátení intervalu pre x sú pre d <= 10
všetky vnútorné body oblasti C̄1 nad dolnou krivkou, takže ∂W1

∂y < 0. Z toho potom
vyplýva, že funkcia W1 má maximum v bode B na „dolnej polovičke“ krivky C.

Pre d >= 11 dolná krivka 1 = xd + 2yd zasahuje do vnútra oblasti C1 pre skúmané
hodnoty x, takže funkcia W1 má maximum v bode B buď na dolnej krivke naľavo od
bodu P alebo na krivke C napravo od bodu P . Pozri obr. 3, na ktorom je znázornená
situácia v dimenzii 11. (Poznamenajme, že horná krivka pretne krivku C v bode x = y,
takže pre n = 3 je ten prienik prázdny.)

Obr. 3. Situácia v dimenzii 11

Situácia s funkciou W2(x, y) = xd−2(x+ y)
(
y + d

√
1− xd − yd

)
je oveľa nepríjem-

nejšia: parciálna derivácia ∂W2
∂y nemá konštantné znamienko na celej skúmanej oblasti

a so znamienkom parciálnej derivácie ∂W2
∂x sa dá pracovať len na dostatočne malých

obdĺžnikoch (alebo na iných jednoduchých oblastiach), aj to pre každú dimenziu zvlášť
(dobre to ilustrujú farebné obrázky v [11]).

Výsledok náročných počtov je, že funkciaW2 má v oblasti C̄2 maximum na krivkeC.
Pre d <= 10 je to v tom istom bode B, kde má maximum funkcia W1 na oblasti C̄1,
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a dá sa teda nájsť ako viazaný extrém funkcie W1 = W2 = xd + xd+1

y = xd
(
1 + x

y

)
na krivke C. Hľadanie toho viazaného extrému vedie na rovnice vyšších rádov, je teda
numerické.

* * *

Poznamenajme, že skúmanie štvorprvkových jednotkových systémov kociek (touto
metódou – ale inú nepoznáme) by už bolo výrazne náročnejšie, pretože treba uvažovať
4 rôzne uloženia, takže aj 4 rôzne váhové funkcie W1, W2, W3, W4.

Pre hľadanie max min{W1(X), W2(X), W3(X), W4(X)} je tak treba nájsť najmen-
šiu zo štyroch funkcií W1, W2, W3, W4 na príslušnom obore, ktorý je tiež zložitejší, a to
vedie na 6 rovností typu Wi = Wj , ktoré namiesto jednej krivky C určujú množinu
plôch. Známe sú tak len skôr spomínané Novotného výsledky V4(2), V4(3) a dospeli
sme aj k výsledku V4(4)

.
= 1,800 246 65, ktorý doteraz nebol publikovaný.

6. O tabuľke

Pre lepší prehľad je vhodné zapísať čísla Vn(d) do tabuľky: do riadkov vpíšeme výsledky
pre dimenzie d = 2, 3, 4, . . . , do stĺpcov výsledky pre počet kociek n = 2, 3, 4, . . .

Tab. 1. Známe výsledky a odhady

d\n 2 3 4 5 6 7 8 53 101 V̄ (d)

2 1,207 107 1,227 759 1,244 020 1,244 020 1,244 020 1,244 020 1,244 020 < 1,4

3 1,333 333 1,440 100 1,519 630 1,519 630 < 2,26

4 1,420 319 1,633 697 < 8

5 1,484 664 1,802 804 < 16

6 1,534 555 1,944 492 < 32

7 1,574 570 2,059 097 < 64

8 1,607 498 2,149 306 < 128

9 1,635 145 2,218 978 < 256

10 1,658 736 2,272 201 < 512

11 1,679 140 2,315 336 < 1 024

12 1,696 986 2,353 155 < 2 048

13 1,712 746 2,386 620 < 4 096

20 1,787 007 2,544 993 < 524 288

36 1,862154 2,705 994 > 6 < 235

584 1,986 278 2.971 194 > 52 < 2583

1 270 1,993 061 2,985 490 > 100 < 21 269

∞ 2 3 4 5 6 7 8 53 101

Poznáme niekoľko členov stĺpca pre n = 2 a tiež pre n = 3, pričom by sme mohli
vypočítať aj ďalšie. Lenže pre ostatné stĺpce, teda pre počet kociek 4 a viac poznáme
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len veľmi málo hodnôt. To nič nemení na tom, že v [2] nájde čitateľ vetu

lim
d→∞

Vn(d) = n pre n = 2, 3, 4, . . . (1)

Tieto hodnoty tvoria posledný riadok tabuľky pre d = ∞. (V práci [2] je v sku-
točnosti veta pre n = 5, 6, 7, . . . Pôvodne sme totiž tvrdenie (1) dokazovali len pre
n = 2, 3, 4, ale to sme nepublikovali a pri publikovaní pre n = 5, 6, 7, . . . sme zabudli
poznamenať, že dôkaz samozrejme funguje pre každú dimenziu.) Idea dôkazu je nasle-
dovná: zaručí sa existencia limity, skonštruuje sa špeciálna postupnosť (ťažký krok!)
a použije sa veta o zovretí pre postupnosti.

V dôsledku vety (1) je jasné, že pri veľmi veľkej dimenzii má každá kocka n-
prvkového systému kociek s celkovým objemom 1 dĺžku hrany takmer 1. V takomto
prípade, ak n je prvočíslo, tak najekonomickejšie uloženie kociek je „lineárne“, t. j.
jedna za druhou ako na obr. 1 vľavo, ináč by sme dostali objem potrebného boxu
väčší ako n. Ak je n číslo zložené, môžeme kocky uložiť viacerými spôsobmi podľa
prvočíselného rozkladu čísla n. Dobrú predstavu poskytuje jednotkový systém kociek
s dĺžkami hrán x1 >= x2 = . . . = xn, pričom x1 = 1− d−2. Napr. pre prvočíslo n = 101

a d >= 1 270 je x1
.
= 0,999 999 379, x2 = . . . = x101 =

1 270

√
1−x1 2701
101−1

.
= 0,990 788 877,

a týchto 101 kociek vyžaduje box s objemom xd−1
1 · [x1 + (n− 1)x2] .= 100,000 177.

Keďže posledný riadok tabuľky obsahuje hromadné body stĺpcov, v okolí týchto
čísel musí byť nekonečne veľa členov postupnosti. To znamená že od určitého dn poč-
núc, t. j. pre d >= dn, je v n-tom stĺpci Vn(d) >= n− 1. Pretože postupnosť {Vn(d)}∞d=2
v n-tom stĺpci je pre každé n neklesajúca, je možné pre vyššie spomínaný špeciálny
jednotkový systém kociek x1 = 1 − d−2, x2 = . . . = xn také čísla dn nájsť. Napr.
d7 = 36, d53 = 584, d101 = 1 270. V tabuľke sme vyznačili niekoľko takýchto prípadov.

Tieto čísla poskytujú istý vhľad do stĺpcov tabuľky, ale nezdá sa, že by podstatne
pomohli pri riešení základnej otázky, teda pri hľadaní čísel V (d), pretože tabuľka je aj
po riadkoch neklesajúca. Súvis s prvočíslami je však zaujímavý. Logické by bolo, aby
posledný stĺpec tabuľky obsahoval čísla V (d). Lenže z tých čísel dodnes nie je známe
ani jedno, takže v poslednom stĺpci tabuľky sú len čísla V (d) ako horné odhady čísel
V (d): V (2) < 1,4 (Hougardy [53]), V (3) <= 2,26 (Novotný [92]), a V (d) <= 2

d−1 pre
d >= 4 (Meir a L. Moser [74]).

7. Dva ľahšie uchopiteľné problémy L. Mosera

Okrem pôvodného problému 2 dodnes nie sú celkom zodpovedané ani nasledovné dva,
ktoré sa zdajú byť podstatne ľahšie.

Problém 3. Je možné všetky obdĺžniky Ri = 1
i × 1

i+1 , i = 1, 2, 3, . . . uložiť do
štvorca so stranou 1?

Problém 4. Je možné všetky štvorce so stranou 1
2i+1 , i = 1, 2, 3, . . . uložiť do

obdĺžnika s obsahom 1
8 π
2 − 1?

Oba problémy 3 aj 4 sú dobre uchopiteľné, lebo sa ukladajú konkrétne systémy
obdĺžnikov resp. štvorcov. Lenže oba systémy sú nekonečné, pričom súčty príslušných
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radov sú postupne 1 resp. 18 π
2 − 1, takže ak odpoveď na niektorú z tých dvoch otázok

je kladná, tak odhad formulovaný v otázke by bol najlepší možný, a teda išlo by o prob-
lém dláždenia (tiling). Odhady boli uverejnené v [57] a [58], lepšie odhady boli však
ukázané v [6] aj [8] na základe metódy uvedenej v [7]: pre uloženie systému obdĺžnikov
1
i ×

1
i+1 stačí štvorec s dĺžkou strany 1,002 a pre uloženie štvorcov 1

2i+1 stačí obdĺžnik
s obsahom 0,236 503 8, pričom teoreticky najlepšia hodnota 1

8 π
2 − 1 .

= 0,233 700 55 je
lepšia len o menej ako tri tisíciny. O trochu neskôr však Paulhus v [96] uviedol algo-
ritmy, na základe ktorých počítač uložil také veľké množstvo objektov, že hypoteticky
najlepším uloženiam sa priblížil rádovo na stotisíciny.

Treba však dodať, že aj keď je algoritmus veľmi efektívny, Paulhusov dôkaz kľúčo-
vej lemy je chybný (pre všetky tri ním skúmané problémy). Na toto upozornil A. Joós
v roku 2016. Preto vznikol článok [61], v ktorom autori využili efektívny algoritmus
Paulhusa pre uloženie veľkého počtu obdĺžnikov, pričom na uloženie nekonečného
počtu maličkých obdĺžnikov použili metódu geometrického radu z článku [7] a do-
siahli odhad s chybou menšou ako 4,43 × 10−10. Joós takto opravil aj iný Paulhusov
odhad. Samozrejme, keďže sa ukladajú nekonečné systémy objektov, počítač musí pre
nedostatok pamäte raz s výpočtom skončiť, takže stále sú obe otázky otvorené.

8. Niektoré iné typy problémov

Otázky súvisiace s najhustejším uložením objektov sa skúmajú už veľmi dávno. Stačí
spomenúť Keplerovu hypotézu z roku 1611 (pozri napr. [63], [39], [106], [31], [51], [45],
[54], [46], [55], [47], [48], [49], [50], [34]), alebo Newtonovo číslo (tzv. kissing number)
z roku 1694 (pozri napr. [105], [56], [44], [100], [68], [28], [109], [23], [84], [24], [5], [85]).
Obidva boli vyriešené len nedávno.

Dokázať, že nejaké uloženie má maximálnu hustotu, je takmer vždy extrémne ťažké,
preto sa obvykle skúmajú špeciálne prípady. Tie sú zaujímavé samy osebe, ale často sú
aj mimoriadne užitočné, napr. pri šetrení obalovým materiálom alebo priestorom pri
preprave výrobkov. Pre informáciu čitateľa a najmä pre množstvo otvorených otázok
preto heslovite uvedieme niektoré špeciálne prípady spolu aj s literatúrou; z tej ako
základnú knihu môžeme odporučiť [25], ale mnoho zaujímavého – a tiež iné typy problé-
mov – nájde čitateľ aj v iných prehľadoch, napr. [43], [27], [32], [24], [33]. Samozrejme,
ako dôsledok vývoja počítačov sa čoraz častejšie objavujú „počítačové riešenia“, ktoré
nájdu „extremálne“ uloženie, ale nekladú si za cieľ dokázať, že o extrém naozaj ide.

Ukladanie kruhov do štvorca nájde záujemca napr. v [102], [104], [103], [98], [76],
[70], [93], [3], [72].

Ukladanie kruhov do kruhu nájde záujemca napr. v [99], [62], [77], [40], [41], [35],
[36], [37], [38].

Ukladanie gulí do boxu, do kocky alebo do gule (často sú skúmané ako husté
rozmiestnenia bodov, ktoré sú stredmi tých gulí), pozri napr. [94], [69], [107], [14],
[15], [26], [24], [16], [17], [59], [18], [52], [60], [19], [20], [1].

Ukladanie obdĺžnikov do obdĺžnika alebo štvorca nájde záujemca napr. v [80], [74],
[6], [7], [57], [58], [8], [96], [61], [56].

Ukladanie trojuholníkov do kruhu, pozri napr. [71], [108], [4], [9], [22], [21].
Ukladanie kruhov do trojuholníka, pozri napr. [95], [75], [78], [79], [40], [97].
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Analogické sú otázky týkajúce sa najtenšieho a veľmi často aj viacnásobného po-
krytia (the thinnest covering), ale to by sa už literatúra neúmerne predĺžila. A to sme
vôbec nespomenuli problémy kombinatorickej geometrie, teda hľadanie extremálneho
počtu objektov s danou vlastnosťou.

Mnoho ľudí považuje tento typ problémov len za hru. Áno, je to zábavné, ale
výsledky tejto hry sú neraz mimoriadne užitočné (pri uloženiach napr. úspora obalov,
pri pokrytiach také rozmiestnenie objektov, aby všetko bolo v operačnom dosahu,
prípadne aj s viacnásobnou istotou). A výsledok tejto matematickej hry je dosť nejasný,
lebo ak to zosumarizujeme, tak vidíme, že dodnes nie je známa ani jedna presná
hodnota V (d), ba dokonca aj z čísel Vn(d) je známych pre n >= 4 len veľmi málo.
Takže, milý čitateľ, pieskovisko je tu, môžeš sa začať hrať.
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