Ucitel matematiky

Jan Fiala
Naméty pro préci s uzly v hodiné matematiky
Ucitel matematiky, Vol. 22 (2014), No. 3, 139-151

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/149468

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematika a fyzikd, 2014

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/149468
http://dml.cz

139

NAMETY PRO PRACI S UZLY
V HODINE MATEMATIKY

JAN FIALA

Uvod

Uzly jsou s ¢lovékem spojeny velmi dlouho a nelze je ani dnes vy-
loudit z naseho zivota. Zavazovani tkanicek u bot, prisivani knof-
liku, baleni darku, uvazovani psa na voditku k zabradli, pleteni
copu z vlasi, tatinkovo vazani kravaty, tkani koberce, pleteni riz-
nych tvara precliki nebo vanocky apod. jsou jen nékteré priklady
situaci, pri kterych se zaci setkavaji s uzly, a to jiz v raném véku.
Piispévek si neklade za cil vylozit teorii uzli v celé obsahové sifi
1 hloubce, ale jen stru¢né shrnuje jeji historii a vysvétluje jeji vy-
brané zakladni pojmy ¢tenafi pristupnou formou. Hlavnim cilem
¢lanku je predstavit nékteré Cinnostni ulohy s uzly, které mohou
byt vhodnym dopliikem do vyuky matematiky na zakladni skole
a v nizsich roénicich viceletych gymnazii.

Historické milniky teorie uzli
Prvni doklady o pouzivani uzli ¢lovékem lze vystopovat jiz pred
prichodem moderniho ¢lovéka. Dokladaji to napriklad musle s pro-
vrtanymi otvory a prvni korédlky z doby pred 82000 lety slouzici
k vyrobé Sperka ([7]; 24). TyZ autor zmifiuje v souvislosti s uzly
také napriklad ilustrovany evangeliat vytvoreny keltskymi mmni-
chy kolem roku 800 s nadzvem Kniha z Kellsu. Uzly se postupné
staly vyznamnym prostfedkem nejen technického pokroku civili-
zace, své misto si nasly také v nadbozenstvi, pripomenme tzv. Bo-
romejské prsteny (&i kruhy) (obr. 13) jako symbol kiestanské svaté
Trojice (trinitas). Vyznamnou roli sehrély uzly v legendéch, nej-
znaméjsi je starofecky mytus o gordickém uzlu.

Teorie uzli je dnes jiz matematickd disciplina (oblast topolo-
gie), kterd se zabyvd matematickymi uzly. Jeji historicky vyvoj
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lze shrnout do dvou obdobi: V prvnim obdobi bylo cilem vytvorit
ucelenou tabulkovou klasifikaci matematickych uzld, které nelze
déle ,rozmotat® na jednodussi. Prvni zarodky matematické teorie
uzli l1ze vystopovat v prvni poloviné 18. stoleti v dile L. EULERA
(1707-1783). Jiz v roce 1771 se zacal francouzsky matematik A.-
TH. VANDERMONDE (1735-1796) zabyvat uzly v ramci oboru ge-
ometrie polohy, pricemz pracoval pouze s polohovymi vztahy a ig-
noroval velikosti, kfivost a pocitani s veli¢inami. Dal$im impulsem
se stala snaha o vysvétleni struktury hmoty, o kterou se pokousel
anglicky fyzik W. THOMSON (lord KELVIN) (1824-1907), podle
néhoz byl atom ,soustava zauzlovanych trubicek éteru® a riizno-
rodost chemickych prvki plyne z bohatého spektra riznych uzli.
Tabulky uzli az do 10 kiiZeni sestavené Skotem P. G. TAITEM
(1831-1901) a Ameri¢anem CH. N. LITTLEM (1858-1923) jsou
vyvrcholenim tohoto obdobi.

Zésadni zmény v pristupu ke studiu uzl prinesly tzv. uzlové
invarianty, tedy ,veli¢iny, pro néz jakékoli dvé odlisné podoby té-
hoz uzlu davaji presné stejné hodnoty“, tedy ,charakteristicka
vlastnost, kterd se deformaci uzlu nezméni® ([4]; 182). K pralomu
v hledani vhodnych invariant dochazi v praci amerického mate-
matika J. W. ALEXANDERA (1888-1971) v roce 1928, ktery ob-
jevil dilezity invariant znamy jako Alezandruv polynom predsta-
vujici algebraicky popis kfizeni uzli. Problémem vsak zlstalo, Ze
dva uzly se stejnym polynomem mohou byt stale rozdilné. Zpres-
néni pfinasi novozélandsky American V. JONES (*1952) v podobé
nového a citlivéjsiho Jonesova polynomu. Dosud nejnovéjsi poly-
nomy jako uzlové invarianty jsou znamy polynomy pod zkratkou
THOMLYP z dilny Americ¢ani a Polakd. Historicky vyvoj teorie
uzli je az do dnesnich dnii poznamenin mnohymi nedofesenymi
problémy a spornymi body.

Uzly v hodiné matematiky

S. SINGH ve své knize ([7], 86) uvadi, Ze jednou z oblasti mate-
matiky, které v soucasnosti (1998, pozn. autora) nejvice pritahuji
pozornost, je studium uzli.

Predstavy o tom, co je matematicky uzel, ziskaji zaci z béz-
ného uzlu na provazku, u kterého vsak spoji volné konce a vznikne
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tzv. uzaviena smycka. Pokud se v matematickém uzlu provazek
k¥izi, mluvime o tzv. kriZeni. Uzel mize mit rizny pocet kiizeni.
Nema-li matematicky uzel zidné kfiZeni, mluvi se o tzv. volné
smycce (obr. 1 vlevo), nebo také o nulovém wzlu nebo neuzlu.
P1i zndzornéni matematickych uzli do roviny vyuzijeme rovinné
carové krivky, v nejjednodussim pripadé (volnd smycka) to bude
kruznice. KriZeni uzlu zvyraznime prerusenim té ¢asti kiivky, kterd
prochazi pod jinou ¢asti uzlu. Volné smycky mohou byt nezieté-
zené (obr. 1 vpravo), naopak soubor asporn dvou volnych navzajem
propletenych smycek nazyvame retéz (obr. 2).

O OO0

Obrazek 1: Volna smycka (vlevo), nezfetézené volné smycky
(vpravo)!

Obrézek 2: Jednoduchy ¢élankovy fetéz (vlevo)?, jednoduchy
Fetéz (vpravo)

S matematickymi uzly se da dale rizné pracovat, mluvime
o jejich transformacich nebo jednoduse upravach do jiné podoby,
aniz bychom ovSem uzel v jeho nékteré ¢asti prestrihli ¢i jinak
poskodili tak, Ze pFestane byt uzavienou smyc¢kou. Upravy ma-
tematického uzlu, tj. také zmény jeho podoby, miizeme provadét
tfemi zdkladnimi moZnostmi, tzv. tahy: zkroucenim (a opaény tah

YTzv. plandrni diagram.

2Zdroj obrazku: JDTheile, Rundgliederkette [online] 2012. [cit. 6.8.2013].
Volné dostupné na Wikimedia Commons:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rundgliederkette-JDT . jpg.
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rozkrouceni), prostréenim (a opa¢ny tah vytazeni) a pfehozenim
(a opacny tah pfehozeni v opa¢ném sméru). Jednotlivé tahy jsou
na obrazcich 3, 4 a 53.

(K —-CX

Obrazek 3: Tah zkrouceni a rozkrouceni

/
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Obrazek 4: Tah prostrcéeni a vytazeni

N
A /

Obrazek 5: Tah prehozeni a prehozeni v opa¢ném sméru

Rozmotat matematicky uzel se ndm vSak nemusi podarit vzdy,
o ¢emz se mohou Zaci snadno presvédcit. V takovém pripadé ri-
kame, ze uzel je skutecné zauzlovany. Nékdy se nam podaii uzel
rozmotat do podoby jednodussi, jindy dokonce do podoby volné
smycky, pak jde o neuzel. Jestlize se jeden uzel upravi pomoci
povolenych tahti na jiny uzel, nazyvame takové uzly ekvivalentnsi.
Prikladem neekvivalentnich uzli jsou pravostranny a levostranny
trojlistek (obr. 9 vlevo), pficemz je jeden zrcadlovym obrazem
druhého.

Hloubéji do teorie uzld neni potfeba podle naseho nazoru pro
potieby zaki zdkladnich a stfednich Skol vstupovat. Pro zaky bude
jist& jesté zajimavé zminit, ze podle ([7], 24, anglické vydéni z roku
2009) bylo dosud popséno vice nez 1,7 milionu riznych matema-
tickych uzld do trovné 16 kiiZeni.

3Nézvoslovi pro jednotlivé tahy bylo pfevzato a obrazky byly zpracovany
podle ([9], 170, pfeklad H. Nyklova, 2006). Lze diskutovat o vhodnéjsich na-
zvech.



NAMETY PRO PRACI S UZLY V HODINE MATEMATIKY 143

Naméty k ¢innosti zakt?

Pred vlastnim feSenim uloh doporucujeme, aby ucitel zaktm vy-
svétlil a demonstroval rozdil mezi béznym uzlem a uzlem matema-
tickym. Vhodné je také predvést zakum zakladni tahy pro upravy
uzli. Za stézejni ¢ast vyuky o uzlech ovSem povazujeme sestavo-
vani zakladnich uzll a jejich apravy. Motiva¢né piisobi predevsim
takové uzly, ke kterym maji zaci blizky vztah. Zakladni ulohou
je také zjistit, zda je dany uzel volna smycka ¢i nikoliv. Na zavér
hodiny doporucujeme zaradit ilohu o uzlovém kouzlu. Z nize uve-
denych tloh doporucujeme sestavit pracovni list pro zéky, podle
kterého se zaci ridi pFi svych ¢innostech, a to bud pfi samostatné,
skupinové ¢i kolektivni praci. Vsechny tlohy se svym zpracovanim
a narocnosti osvédcily pri vyuce se Zaky primy, sekundy i tercie
t¥id vSeobecného gymnazia®.

Uloha 1: Kde a pii jakych ¢innostech pouzivas uzly? Jaké znas
rizné uzly? Najdi zakladni druhy uzli na internetu nebo v knize
a ukaz nékteré svym spoluzaktim. Umis je vytvorit zpaméti? Maji
nékteré uzly zvlastni vlastnosti vzhledem ke svému vyuziti?
Poznamka k FeSeni: Ucelené a prehledné jsou rtizné druhy (bézné
chapanych, nikoliv matematickych) uzl zpracovany naptiklad na
internetové strance ([10]).

Uloha 2: Pomoci provazkii vytvor jednoduchy fetéz o dvou ¢lan-
cich (obr. 2). Kolik mé tento fetéz k¥izeni? Je mozné oba ¢lanky od
sebe oddélit, aniz bychom nepouzili prestfizeni jednoho z ¢lankt?
Zakresli fetéz schematicky do seSitu.

Poznamka k FeSeni: Retdz ma dvé kiizeni. Bez rozstfizeni neni
mozné ¢lanky oddélit.®

Uloha 3: Vezmi provéazek a vytvor uzel (Obrazek 2 vlevo). Spoj
oba volné konce lepici paskou nebo lepidlem (obr. 2 uprostfed).

4Zdroje obrazkii v této Casti textu byly pievzaty z ([1], 38, 39) a ([2], 41).

SPodrobnosti k realizované vyuce a fotogalerii lze nalézt na www.gvn.cz.

6Jedno z kouzelnickych ¢&isel fakira Radzi Kamila ve filmu Obecné skola
je pouhy trik. Z matematického hlediska neexistuje transformace ¢lanku re-
tézu takova, ktera by je oddélila, aniz bychom nepterusili (nepfestfihli) jeden
z nich.
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Vznikl jeden uzel se tiemi kiizenimi (obr. 6 vpravo). Zakresli fetéz
schematicky do seSitu a vyznac krizeni.

Obrazek 6: Postup vytvoreni uzlu

Uloha 4: Pomoci provazku vytvor dva uzly na obrazku (obr. 7)
Kolik kfizeni ma kazdy z uzld? Nacrtni uzly do seSitu. Vyznad
do obrazku vsechna kfiZzeni u obou uzli. Jeden uzli neni skutecny
uzel: pomoci Gprav ¢asti uzlu jej preved na uzel jednodussiho tvaru

Obrazek 7: Dva rtzné uzly?

Poznamka k feSeni: Uzel vlevo lze zménit na volnou smycku,
nejde o skuteény uzel. Uzel vpravo ma 5 k¥izeni.

Uloha 5: Zkoume;j dalsi uzly pod pismeny A-H (obr. 8). Vytvof
uzly pomoci provizku. Které z nich nejsou skuteénymi uzly? Na-
¢rtni uzly do sesitu. Vyber si jeden z uzli, dobfte si ho prohlédni
a pak ho namaluj zpaméti.

Obrazek 8: Uzly A-H
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Poznamka k reSeni: Uzly B, C, D, F, G, H nejsou skutec¢né uzly.
Uzel A a E jsou typu trojlistku (Uloha 6).

vvvvvv

uzel (obr. 9). Nakresli uzly do seSitu. Vyzna¢ a spocitej kfizeni.
Vytvor uzly pomoci provazku. Zvladnes je vytvorit zpaméti?

‘ ,‘g ‘-:" /
i

Obrazek 9: Uzly zleva: trojlistek, preclik, kiizovy uzel

Poznamka k reSeni: Trojlistek ~ 3 kfizeni. Preclik — 4 kfiZeni.
Kiizovy uzel - 6 krizeni.

Obrazek 10: Uzly A-I1
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je do sesitu. Které z nich nejsou viibec skute¢né uzly? Které z nich
jsou typu ,trojlistek® a které typu ,,preclik“? Dokaze$ je ipravami
zménit na jednotlivé typy uzli? Kolik kfizeni mély dané uzly pred
upravami a kolik jich maji potom?

Poznamka k feSeni: Uzly pod pismeny C, E a G nejsou skutecné
uzly. Typu ,trojlistek® jsou uzly A, D, H, I. Typu ,,preclik® jsou

Uloha 8: Co vznikne ,spojenim® dvou uzld typu ,trojlistek“?
Postupuj podle navodu (obr. 11). Vyzkousej pomoci provazku.

Obrazek 11: Navod na ,spojeni® dvou uzll typu ,trojlistek®

Pozniamka k FeSeni: Zik postupuje podle obrazki zleva do-
prava. Vyslednym uzlem je uzel kfizového typu (vpravo).

Uloha 9: Vytvor si sviij vlastni uzel a zkoumej jeho vlastnosti.
Kolik ma tvij uzel kiizeni? Podari se ti prevést uzel na néjaky
jednodussi uzel?
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Na zakladni ulohy o uzlech lze navazat dalsimi tulohami, je-
jichz obsah miize byt i vhodnym tématem pro projektovou vyuku
a samostatnou praci zakl doma.

Uloha 10: Na olympijské kruhy lze nahliZet jako na fetéz (obr. 12).
Kolik ¢lankta a kiizeni zde je? Nacrtni do seSitu a vyzkousej po-

moci provazkil.
Q9

Obrazek 12: Olympijské kruhy’

v

Poznamka k reSeni: Jde o jednoduchy fetéz s 5 ¢lanky a 8 kii-
zenimi.

Uloha 11: Zjisti podrobnosti o tzv. Boromejskych prstenech (obr. 13).
Jaké ma toto uskupeni prstena vlastnosti? Co symbolizuje? Vy-
tvor Boromejské prsteny pomoci provazkil nebo pomoci drati.
Nacértni do seSitu.

YaY,

Obrézek 13: Boromejské prsteny®

7Zdroj obrazku: RokerHRO, Olympic Rings black.svg [online] 2008.
[cit. 6.8.2013]. Volné dostupné na Wikimedia Commons:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Olympic_Rings_black.cvg.

8Zdroj obrazku: AnonMoos, Borromean-rings-BW.svg [online]. 2009
[cit. 6.8.2013]. Volné dostupné na Wikiinedia Commons:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Borromean-rings-
BW.svg?uselang=de.
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Boromejské prsteny jsou zvlastnim zpisobem propletené prstence.
Jedna italskd renesanc¢ni rodina je méla v 15. stoleti ve svém erbu.
Symbol Boromejskych prstenti mé také silny nabozensky podtext:
slovo trinitas symbolizuje kfestanskou svatou Trojici. BliZze k tomu
a vlastnostem ([7], 86) uvadi: ,,JelikoZ prsten miize byt prekfizen
dvéma zpisoby (nad nebo pod sebou), existuje moznych prople-
tenci. Vezmeme-li v ivahu symetrii, pak se jich z geometrického
hlediska lisi jen 10.“ Je to uzel se 6 kiiZenimi. Prsteny je mozné
sestavit i1 z dratid, které vSak musi byt mirné prohnuté, obrazek je
tedy vizualni klam.

Uloha 12: Obrazek 14 pfedstavuje tzv. Davidovu hvézdu. Zkou-
mej vlastnosti tohoto fetézu. Z kolika ¢lanki se tento retéz sklada?
Nacrtni Davidovu hvézdu do seSitu a sestav ji pomoci provazki.

Obréazek 14: Davidova hvézda °

Poznamka k feSeni: Davidova hvézda je fetéz o dvou ¢lancich
a 6 kiizenich. Lze ji snadno sestavit z provazk, z drati je to mozné
pouze za patficného prohnuti. Také se jedna o vizualni klam.
Uloha 13: Naué se uzlové kouzlo!'?. Chlapik na obrazku 15 se chce
zbavit smyc¢ky na své pravé pazi, neni vSak ochoten vytahnout
ruku z kapsy, vysvléct se z vesty ani dat smycku do kapsy. Zjisti,
jak to muazZe udélat.

9Zdroj obrazku: AnonMoos, Borromean-rings-BW.svg [online]. 2009 [cit.
6.8.2013]. Volné dostupné na Wikimedia Commons:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Borromean-rings-
BW.svg?uselang=de.

10podle ([6]; 100).
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Obrazek 15: Motivacni obrazek k uzlovému kouzlu (vlevo)
a feSeni tilohy (vpravo)!!

Poznamka k FeSeni: ReSeni ukazuje obrazek 15 vpravo. Zaci si
kouzlo v predstihu nacvici a pak predvedou ostatnim spoluzaktim
pri hodiné. Provedeni kouzla se usnadni volnéjsi vestou.

o

Uloha 14: Dobrym piikladem vyuziti uzld v béZzném zivoté zaka
je kolektivni hra s ndzvem Gordicky uzel, hojné uzivana p¥i sezna-
movacich aktivitach a jako tzv. ,icebreaker”. Hraci se postavi do
kolecka celem k sobé, zaviou o¢i a v daném okamziku daji levou
ruku dovnitf kruhu a snazi se nékoho jiného chytnout za ruku.
Totéz udélaji s pravou rukou. Poté oteviou oci a zjisti, ze jsou
se svymi spoluhraci beznadéjné zapleteni. Cilem je rozplést tento
zivy uzel, aniz by se ruce rozpojily.

Zavér

Teorie uzld neni pro svou obtiZnost zahrnuta do zakladniho ani
rozSifujiciho uciva matematiky na zakladnich a stfednich Skolach.
Presto povazujeme zakladni ulohy z teorie uzli za vhodny doplnék
vyuky matematiky jiZz v niz8ich roc¢nicich viceletého gymnazia, ne-
bot jsou dalsi pFilezitosti pro velmi Zddouci rozvoj manipulativnich

117Zdroje obrazki: ([6]; 100), ([6]; 133).
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dovednosti zak1 a jejich prostorové predstavivosti. Vzorem mohou
byt tlohy v némeckych ucebnicich (napfiklad [1], [2]), nové pub-
likace k teorii uzli (napfiklad [3]) a élanky v némeckém dennim
tisku (napriklad [5]). Doporucujeme zaradit podobné netradicni
ulohy zvlasté do hodin cvifeni z matematiky, kde se zaci snazi
hloubéji proniknout do taji matematiky. Kromé nesporné mo-
tivaéni povahy, silného vztahu k béZnému zZivotu zaki a zjevné
experimentalni povahy jsou tyto tlohy také prikladnym vzorem
¢innostniho uceni zaka.

Literatura

[

2]

8]

Affolter, W. et al., Das Mathematikbuch 1., Lernumgebungen
Stuttgart — Leipzig: Ernst Klett Verlag, 2009, s. 38-39.

Affolter, W. et al., Das Mathematikbuch 1., Arbeitsheft Stutt-
gart - Leipzig: Ernst Klett Verlag, 2009, s. 41.

Akveld, M., Knoten in der Mathematik., Ein Spiel mit
Schniiren, Bildern und Formeln. Themenheft Topologie.

DMK Deutschschweizerische Mathematikkommission: Orell
Fiissli, 2007.

Livio, M., Je Buh matematik?, 1. vyd. Praha: Dokofan, 2010,
s. 177-195.

Loos, A., Ist der Knoten geplatzt?, [online]. 2012 |[cit.
9.8.2013]. Volné dostupné na Zeit Online, Wissen:
http://www.zeit.de/2012/47 /Knoten-Theorie-Mathematik.

Mosovich, 1., Novd kniha hlavolami, Bratislava, PERFEKT,
2009, 140 s.

Pickover, C. A., Matematickd kniha., Qd Pythagora po 57.
Dimenzi: 250 milnikt v déjindch matematiky 1. vyd. Praha:

Singh, S., Velkd Fermatova véta., 2. vyd. Praha: Akademia,
2002, s. 86.



NAMETY PRO PRACI S UZLY V HODINE MATEMATIKY 151

[9] Stewart, I., Odsud aZ do nekonecéna., Priivodce moderni ma-

[10] Stranka vénovand uzlim [online]. [cit. 7.8.2013]. Dostupné
na: http://samurai.bondage.cz/soubory /uzly/uzly.html.

PhDr. Jan Fiala, Ph.D.

Gymnazium V. Novdka Jindrichiv Hradec
Husova 833

377 01 Jindrichuv Hradec

e-mail: fjjh@post.cz

ABSTRACT

First, the contribution describes the most significant turning points
of the gradual development of recognition in knot theory, then it
provides examples of the use of classical knots in history, menti-
ons some pictorial forms of motivation for the inclusion of knot
theory in teaching mathematics, presents basic concepts of knot
theory suitable for mathematics teaching in the lower years of
8-year secondary grammar school and offers a set of simple tasks
in this interesting field of mathematics which correspond with
the activity-concept of teaching of mathematics. Moreover, some
experience with the tasks is summarized together with recommen-
dations for the inclusion of knot theory tasks in the lower classes
of the 8-year secondary grammar school.



