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JAK TO VLASTNĚ JE?

VÁCLAV 'V L K 10

V České republice existuje aspoň jedn a studentka, která j . ~

nejen bys trá matemati čka , al e je i pilná a bere své stud ium v elrn i
poctivě. Doložírn t o následuj ícírn příběhern .

Tato studentka gymn ázia se na rnne obrátila s dotazem:

V geometrii jsm e odvozovali vzorce pro objem jehlanu. Po
stupovali jsme podle učebnice (I)ornykalová 1995 , s . 154). Odvo
clili jsme rozkladem krychle ABCDE1~"GH' na. t ři shodné jehlany
ABC1D H", BCGl~"11l a ..4Bl~'E;H· (obr . 1) , že objem každého z těchto

j ehlanů se vypoč ítá podle vzorce

(1)

kde S/ je obsah podst avy a v je v ýška jehl anu.
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Obr. 1

1 0Čtvrté pokračování úvah o drobných did a.kti ckých otázkách spjatých
s praxí.
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Pak paní profesorka řekla:

Podolmě můžeme odvodit, že vzorec (1) platí pro libouolrn) jehlan.
Návod najdete v učebnici na s. 154.

Doma jsem se o to pokusila. V učebnici je tento text:
Uvažujeme-li miste kTychle kolTný trojboký hranol ABC}E'F'G

(ObT. 2), piijdeme podobnýrni úuohani: k zcu ěru, že i pTO objem
jehlanu ABCE' platí stejný vzorec.

c

B

Obr. 2

Rozložit trojboký hranol na tři shodné jehlany se mi neda
řilo. Přivolala jsem si na pomoc tatínka, technika, který má (jak
o sobě tvrdí) dobrou geometrickou představivost. Rozklad se ne
podařil ani otci . Začala jsem pátrat v literatuře. Ve Vopěnkouě

knize Rozpravy /3 qeometrii (Vopěnka, 1989) jsem tuto problerna
tiku nalezla. Vopěnkapři důkazu vychází z tzv. Démokritovu hypo
tézy, podle níž dva trojboké jehlany, které mají shodné podstavy
a shodné výšky, maji stejný objem.

Mimochodem však poznamenává, že jehlany ..4B(~tE a EFC;B
v označení podle obr. 2 jsou shodné. Ty však, říká studentka,
shodné být nernohou, neboť kdyby např. úhly 1EFG a 1ABC}
byly pravé, pak přímka F'B je kolmá k rovině El1'G ve vrcholu
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pravého úhlu , kdežto EA j e kolmá k rovině J-i B C) v - vrcholu úhlu
ostrého.

J ak to tedy vlastně j e?

Dokažrne nejdříve , že lib ovol ný' kolm ý trojboký hranol n lz ·
rozložit na tři sh odné t roj boké j ehlany, jej ichž vrcholy js iu V -,

vrcholech hr anolu.

Pro konkrétnos t uva žuj m e např. trojboký hranol ABCE'F' o' ,

pro nějž pl a tí: 1.4.BI == 3 CIn, IBC)1 == 4 Cll) , I.ACI == 5 cm, Iftl~·1 ==
== 7 cm (obr. 3). Trojúhelníky .t4 BC} aEFC; jsou t «ly shodné
a pravoúhlé s pravými úhly II vrcholil B a ] {1.

E~ G

A ~ ..-.--.....

B

Obr. 3

M áme-li rozložit hranol ABCDE}' n a čtyřs těny (troj boké je
hlany) požadovaným zp ůsobem, musí být s těnou jednoho z n ich
podstava hranolu, tedy např. t rojúhe lník ~4BC, a č tvr tým vr
choleru je některý z bodů E, F , G , např. vrchol E . Zbývající
čtyřstěny z rozkladu mohou mít vrcholy pouze v bodech E , F,
Ci, B čL C, Je tedy možné určit pět čtveřic případných vrchol ů

čtyřstěnů: BCG]?, 'El~-lGC , El?GB, EGBC:1 a E]~'BC. Čtveř ic i
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.B(~1C:F musírne vyloučit, neboť tyto body leží v rovině. Žádný
ze čtyřstěnů F EC}C), .EF GB není se čtyřstěnem ABC1E shodný,
neboť hrany CjC) a F B kolmé k rovině EFC) vycházejí z vrcholů

úh111 , které nejsou shodné s úhlem B .,4C). Čtyřstěn EGBC) neni
shodný se čtyřst ěnem ..A.BC)E, neboť žádná jeho hrana nemá délku
3 cm. Čtyřstěn El~'BC není shodný se čtyřstěnern ABCfE, protože
žádná z jeho hran nerná délku 5 CHL

Stejnou úvahu můžemeprovést, vyjdeme-li ze čtyřstěnu l l B C:F
nebo ABG'f(r

Trojboký hranol lze ovšem rozložit na tři čtyřstěny, které mají
stejný objem, např. podle obr. 4. K důkazu rovnosti objemů těchto

čtyřstěnů můžeme využít tzv. Caoalieriho princip, který učebnice

(Pomykalová 1995) rovněž uvádí.

E G

GEr-------,

B

r--------:;:r G

c
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Obr. 4

Cavalieriho princip zní:
Jestliže pro dvě tělesa existuje rovina, že každá T01J'ina s n{

rovnoběžná protíná obě tělesa v rovimiúcli útvar-ech se stejným,i
obsahy, rnají tělesa stejný objem.
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Z tohoto principu bezpros tředně vy pl ýv á důkaz Dcmokr itovy
hypo tézy př ipomenu té výše .

Mají-li t ot iž dva jehly podstavy s tým ž obsah ern st ej nou vvsku
(obr. 5), mají rovinné fezy v lib ovol né výšce týž obsah, j ak plyn 
z podobnosti rnnohoúhelníku pods t av y a m nohoúhelník u ř ezu
s týnlž poměrem podobnos ti na obou jehl anech .

._-- --------- ---------------------------- --- --------- _.-

..,-----~ -- - -- --- - ---.,-..- - -00\-
D

x

v

s

Obr. 5

s

Dokažme nyní.

Libovolný kolm,ý tTojboký hTanol~4,BC·'EFCi [obr. 4) m ů žeme TOZ

Za žit na č''t]l'ř"tčny ABC'E.. BC~(;E, E F CJ B , kt erc 1nafí týž objem.

Jehlany ~4BCE a EJ?GB mají tý ž objem , neboť rn ají shodné
podstavy a stejnou výšku (IAE I == 1 1~'B I) .

Jehlany El?C}B a BC'fGE m ají rovněž stejný objem, neboť

mají shodné podstavy BC;G a GP'B (polovina rovnoběžníku

BC7CIi') a stejnou výšku (vzdálenosti vrcholu E ocl roviny E C C) l~').

Platí tedy vzorec (1).
Pro zajímavost uveďme, že tzv . Cavalieriho princip for rnulo

val podle publikace (Kordos 194) již Archim édes ve "fyzikáln í"
interpretaci takto:

Jesiliže do dvou nádob pritěk á voda tak: že 1) ka ždem okamžiku
rná hladina vody v oboru nádobách st ejnú plošnÚ obsah) pak objem
'Vody v obou nádobách je stejnú (obr. 6) .

. Přitom F. B. Cavalieri žil v létech 1597-1647 , kdežto Archi
rnédes v letech 287-212 př. n . 1.



248 VÁCLAV VLK

Obr. 6

Cavalieriho princip můžeme nahlížet jako názornou interpre
taci věty o objemu tělesa známé z integrálního počtu např. ve
tvaru:

J e-li možné umisiit těleso do prostoru tak: že je částí VTstVY
určeně rovinami :.D == aj :c == b a obsah řezu t ělesa rovinou TO'V

neběžnou s těmito rovinami j e funkci S· (:c) proměnné x J která je

spojitá v uzaoien ěm intervalu (a , b) J pak objem II tohoto tělesa je
dán VZOrCe'l7L

b

V = I S(x) dz.

a

y

S

Sex) x
p. a b

Obr. 7
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Odvo ďme vzorec (1.) pornocí in tegrálního počtu.

Urnístírne-li jehlan nebo kužel podle obr. , pak plat í

2 9

. 2.E

v2
(2)

neboli

a podle vzorce (2) dostaneme

jV. 2 ) /1.~ S
I - . --. . ~ r ' - ~ • r ,2 r ' _ -!!- .\ - Sp 2 dz - 2 .L dz - 2

V V, V
o o

[ 2]
'l)

;I; 1 --.
:3 o = :3 s.; ov

y

S
s(X)

X

p V

Obr. 8

Vzorec (2) se obvykle v populárních publikacích o integrálnírn
počtu (např . v knihách (I-Iavlíček 1963) a (Pornykalová 1995))
neuvádí. Zn ámý vzor. . '> 1'0 objem rotačního tělesa

b

V = 'ff • ./ 12
(x) clx

cl

(3)
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je ovšem jeho důsledkem, neboť Sf(~r) == 1f . f2( :r).
Jak jinak lze odvodit vzorec (1)7 Na "společenské" úrovni "ex

perirnentálním" ovéřením, že obsah sklenky tvaru kužele se vejde
do sklenky tvaru válce právě třikrát (obr . 9). To ovšern není ma
tematický důkaz.

d

Obr . 9

V učebnici (Vyšín a kol.) je vzorec (1) dokázán na. čtyřech

stránkách výpočtern, že lirnity objemů "opsaných" čl "vepsaných"
hranolů podle obr . 10 se pro ti rostoucí nade všechny meze sobě

rovnají .

vln
v

Obr. 10

"Elelnentárně" odvodit vzorec (1) nelze .

Ú loha 1. Jakou část objemu obsahuje sklenka tvaru ku žele, je-li
z po loviny (tj . do ~ "hloubky") naplněna? (Výs ledek: *).
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Úloha 2. Odvo ďte vzorec pro objern kulového prstene -, tj . t ':' 1 S<:

které vznikne rotaci kruhové úseče podle obr. ll. P r .. t n .c je t .d .
část í koule , jeho výšku označte 2v. Mů ž ete využít in t egrá ln í poče t

nebo vzorec pro objem kulové vrstvy (Pomykalov á 1994 s . 175
výsledek V :=:: ~ Jr v:3) .

o

s

CD
I

r

2v

O br. II

Úloha 3. In t erpret uj t e výsledek úlohy 2 geometr icky a vysv ě tle te ,

j ak je možné, že ob jem kulové vrstvy nezávisí na poloměru koule.
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ABSTR.ACT

In our textbooks the proof of the volurne of the pyrarnid is errone
ous. The solution of this problem is dernonstrated in connection
to aur school practice.

* * *
DVA ČTVERCE

V ROVNOSTRANNÉM TROJÚHELNíKU

E!vIIL CALDA

Nedávno jsem ve svých "lejstrech", které pocházejí z doby,
kdy jsem učil na gymnáziu, objevil úlohu, o které si myslím, že by
bylo škoda, kdyby spolu s těrnito "lejstry" zanikla. Zdá se lni, že
je docela zajírnavá a že by pro dobré studenty mohla být užitečná.

V rovnostranném trojúhelníku ABC jsou podle obr. 1 umís
těny dva čtverce. Čtverec K L'MN je zvolen libovolně a určuje

čtverec LPQR, neboť vrchol Q je průsečíkem strany BC daného
trojúhelníku a rovnoběžky s přímkou 1<M vedené bodem .L. Po
hled na uvedený obrázek může II zvídavého čtenáře vzbudit celou
řadu otázek, ale v tomto článku se budeme zabývat pouze těmito

třerni:


