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APOLLONIOVY KRUZNICE

MiLADA KOCANDRLOVA

V roviné zvolime dva riizné body P, a kladné cislo k& # 1.
Mnozina vSech bodi X v roviné, jejichz pomér vzdalenosti od
bodli P, (@ je roven k, je kruznice, kterd se nazyva Apolloniova
kruznice. Abychom popsali jeji vlastnosti, zvolme kartézskou sou-
stavu souradnic tak, ze body P, @ jsou na ose x ve vzdalenosti a
od pocatku O, tj. P = [—a,0], @ = [a,0]. Potom pro druhé moc-
niny vzdalenosti bodu X od pevnych bodi P, () plati

(x + a)® + 32 = k*((z — a)® + ¢?)).
Po ﬁpravé‘

(1 —k*)z® + 2az(1 + k) + (1 — k*)y? = a®(k% - 1).
Protoze jsme predpokladali £ rizné od jedné, (pro k£ = 1 bychom
dostali osu usecky PQ, tj. osu y) vydélime rovnici vyrazem 1 — k?
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Pro 0 < k£ < 1 je souradnice sy bodu S; mensi nez —a, Apollo-
niovy kruznice lezi v poloroviné yP. Pro k > 1 je s > a, Apollo-
niovy kruznice lezi v poloroviné y().
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Stredy Sy lezi mimo usecku PQ., (obr. 3.).

S osou y, tj. s osou usecky PQ (pro k = 1, které jsme vyloucili)
nema Apolloniova kruznice zadny spolecny bod.

Nyni zjistime, jakou podminku musi splnovat ¢isla ki, ko, 0 <
< k1 < 1 < ko, aby odpovidajici Apolloniovy kruznice byly sou-
mérné podle osy y. Pro jejich stiedy bude platit

k341  ki+1
k?-1 k-1

a po upravé dostavame podminku kjks = 1. Pro poloméry téchto

kruznic plati
k1 ko

1-k? k2-1
a po upravé dostavame ki ko (k1 + ko) = ko + ki, tj. k1ka = 1.
Dvé Apolloniovy kruZnice s koeficienty ki, ko jsou soumérné
podle osy usecky PQ pravée kdyz kiks = 1.
Apolloniova kruznice protind osu x ve dvou bodech, obr. 3, pro
které plati '

2ak 1+ k2
B = —a :
|1 — k2| 1 — k2
a tedy
k—1 k+1
Ay = "“_‘,0 ,B': P ey .
g [a k+ 1 } : [a k——lo}
Soufadnici stfedu Sy muizeme upravit na tvar
S, =a+ 20
PR T

Z tohoto tvaru je ziejmé, ze vzdalenost bodu Sy od bodu Q = |[a, 0]
je mensi nez polomér r; (analogicky pro bod P), obr. 3.
Body P, Q tudiz lezi uvnitr Apolloniovych kruznic.
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Konstrukce Apolloniovych kruznic

Zvolme na ose y bod R = [0, al]. Pfimky RQ, RP jsou osy uhlu
Ay RBy. Jednotkové vektory pfimek RA a RB jsou

1

V2(k2+1)

1

V2k?+1)

a=(k-1,-k-1)
b=(k+1,1—-k)
Jejich soucet (resp. rozdil)

G+b=k-

(1’_1)1

R

k2 +1

7 [ 2
a—b- m—i(—l,*l)

urcuje vektor os thlu Ax RBj. Osy prochézeji body P, Q.
Sestrojime-li kruznici nad primérem OR, jsou uhly Ay RQ
a QRB), shodné obvodové thly ke shodnym tétivaim A’Q" a Q'B’.
Tudiz tétiva A’B’, rovnobézna s osou y se promita do pruseciki
A, B Apolloniovy kruznice s osou z, tj. do jejiho primeéru, obr. 1.

‘& -
B

Obr. 1. Konstrukce Apolloniovy kruznice.
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Apolloniovy kruznice tvofi svazek kruznic, které maji spolecné
dva izotropické (komplexné sdruzené) body na ose y. Takovy sva-
zek se nazyva hyperbolicky svazek kruznic, obr. 2. Sestrojime je
konstrukei z obr. 1, tj. promitdnim tétiv kruznice nad prame-
rem OR, s timto primérem rovnobé&znych, na pfimku PQ, obr. 2.

N>/

Obr. 2. Apolloniovy kruznice — hyperbolicky svazek kruznic.

Dalsi vlastnosti Apolloniovy kruznice

Z libovolného bodu U = [0, u| osy y lze k Apolloniové kruznici
sestrojit dvé tecny. Bod dotyku jedné z nich oznacme 7T' a stied
kruznice S, obr. 3. Pro délku secky Ul" plati

4a2k?

(k2 =1
=a?+u’ = |UQJ%.

2+1\*
SR} + u® —

UT|? = |US|? — r? = o? <
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0 A Qs * B

Obr. 3. [UT| = [UQ|.

Odtud dostavame, ze body @), 7' maji od bodu U osy tsecky PQ
stejnou vzdalenost. Body P, ), T lezi na kruznici, ktera kolmo
protind Apolloniovy kruznice. Protoze bod U byl libovolnym bo-
dem osy ¥, tuto vlastnost maji vsechny kruznice jdouci body P, Q).
Svazek téchto kruznic se nazyva elipticky svazek kruznic, obr. 4.

Obr. 4. Hyperbolicky a elipticky svazek kruznic.

Oba svazky mtzeme najit na mapach, které jsou pricnou ste-
reografickou projekci referencéni koule. Obrazy poledniki jsou na
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kruznicich eliptického svazku s osou P@Q) (obrazy pdli). Obrazy
rovnobézek jsou na kruznicich hyperbolického svazku.
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