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O vyuziti iracionality pri hledani
sedmeého nebe

Lubos Pick

Abstrakt. Vénujeme se otdzce V.I. Arnol’da, zda néjakd mocnina dvojky zacind ¢islici sedm.
Uvedeme dvé rtiznd feseni problému a zminime se o nékterych souvisejicich otdzkach a moz-
nostech zobecnéni.

Formulace problému

V tomto ¢lanku budeme symboly N, Z, Q a R oznacovat po fadé mnozinu prirozenych,
celych, racionédlnich a realnych cisel. Zapis log bude oznacovat dekadicky logaritmus,
tedy funkci log;g.

Vyjdeme z jednoho zajimavého problému, ktery ve své knize [1] uvddi V.I. Arnol’d.
Problém se ve vselijakych modifikacich vyskytuje poriznu v matematické literatute
a nalézame jej také na internetovém diskusnim féru Mathematics Stack Exchange.
Autorovi jsou zndmy napiiklad jesté zdroje [8] a [11], vycet vSak jisté zdaleka neni
uplny. Pravdépodobné prvni podrobné feseni uvadi Pawel Strzelecki v ¢lanku [11].
Téma pozdéji pékné zpracoval Jiti Bouchala v prednésce na seminaii OSMA [4].

Problém. Posudme posloupnost mocnin dvojky
{2028, 22,23 ... 2" L},
tedy presnéji
{1, 2,4, 8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1 024, 2 048, . . .} ,
a vSimejme si jen prvnich ¢islic. Dostaneme pozoruhodnou posloupnost
1,2,4,8,1,3,6,1, 2,5,
1,2,4,8,1,3,6,1, 2,5,
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,...
Oznac¢me tuto posloupnost symbolem {c, }22 ;. Otazka zni: objevi se v této posloup-

nosti sedmicka?

Na prvni pohled se zd4 (a nase grafické usporadani tomuto pohledu na véc vydatné
napomdhd), ze posloupnost je periodickd se zdkladni periodou 10. Kdyby tomu tak
opravdu bylo, odpovéd na otazku by byla trividlné zdporna a problém by byl vyresen.
My zatim ale nevime s jistotou, zda tomu tak opravdu je. Mnohy priklad zndme, kdy
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nékolik prvnich ¢lent urcité posloupnosti vede ke klamnému zévéru. Jen v ¢lanku [6]
najdeme takovych prikladt pétatiicet.
Ve skutecnosti bychom mohli zformulovat hned nékolik otazek. Napriklad:

(a) Je posloupnost opravdu periodickd s periodou 107
(b) Obsahuje sedmicku?
(¢) Pokud ano, kolikrat?

Abychom celé véci doprali smysluplny matematicky ramec, zavedeme novy pojem.

Definice. Mnozinu
N7 = {m € NU {0} : prvni cifra ¢isla 2™ je rovna 7}

nazveme sedmym nebem.
Hruba sila

Jeden z moznych postupt, jak se rychle a bez skrupuli dobrat odpovédi na nase otazky,
uvadi na jiz zminéném diskusnim féru osoba skryvajici se pod identifikdtorem P. Van-
chinathan ve svém pifspévku [12]. Na strance dédle nalezneme rozsdhlou diskusi k pro-
blému, k jeho ptvodu, aplikacim i feseni. ReSeni uvedeme ve tiech krocich.

Proni krok: Nasobme ¢i mocnéme dostatecné dlouho a doufejme, ze se vytouzena
sedmicka v dohledné dobé objevi. Kupodivu ndm tato na prvni pohled ponékud po-
Setila taktika vyjde a ani to nebude trvat tak dlouho. Nase vytrvalost totiz bude
odménéna jiz ve Ctyficatém Sestém kroku, a to ¢islem

a = 2% =70 368 744 177 664.

Odtud hned plyne, Ze mnozina N7 je neprazdnd. To znamend, Ze odpovéd na otézku (b)
je kladnd a odpovéd na otdzku (a) musi byt zdporna. Navic je ted dobfe vidét, proc¢
jsme si ve vyse uvedené tabulce nemohli dovolit uvést paty radek. Zbyva ale jesté
otazka (c).

Druhg krok: Nalezneme dvé dalsi velmi uziteéné mocniny dvojky, a to

hb=210=1024 a c=2%=9007199 254 740 992.

K ¢emu nam budou tato ¢isla dobré, uvidime zdhy.

Treti krok: Posledni etapa je zalozena na pozoruhodné alternativé. Nez prikroc¢ime
k jeji formulaci, bude uzitecné si pripomenout, ze je-li m € Ny, potom ma ¢islo 2™
alespont dvé cifry. (M4 jich ve skutecnosti alespori ¢trndct, ale ndm budou stacit dvé.)

Veéticka. Predpokladejme, Zze m € Ny. Je-li druha cifra cisla 2™ prvkem mnoziny
{0,1,2,3,4,5,6, 7}, pak m+ 10 € Ny. Je-li druh4 cifra ¢isla 2™ rovna 8, nebo 9, pak
m + 53 S N7.

Diikaz. Jestlize m € Ny a druhd cifra ¢isla 2™ je prvkem mnoziny {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7},
potom existuje j € N, j = 2, takové, ze

7Tx 107 <2m <78 x 10771,
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Odtud a z definice ¢isla b dostavame
Txbx107 <2M x b=2"H0 <78 x b x 10771,

Protoze 7x b= 7168 > 7x 10%a 78 x b = 79 872 < 8 x 104, vyplyv4 z predchizejiciho
odhadu, ze ‘ .
7 x 10713 < 2mF10 8 % 10713,

Jinymi slovy, m 4+ 10 € Ny. Dikaz toho, ze m + 53 € N7 za predpokladu, ze druha
cifra ¢isla 2™ je rovna 8, nebo 9, lze provést obdobné. |

A nyni jednoduchou aplikaci principu matematické indukce ukdzeme, ze sedmé
nebe je nejen neprazdné, ale dokonce mé nekoneé¢né mnoho prvki.

Dusledek. Sedmé nebe je bez konce.

Diikaz. Zacneme u cisla my = 46. Mame-li jiz zafixovana vsechna cisla
mi, ..., My pro néjakén € N,

potom podle chovani druhé cifry ¢isla 2™ polozime bud m,+1 = m, + 10 (to kdyz je
druhé cifra mensi nebo rovna sedmicce), nebo m,+1 = m, + 53 (kdyz je druhd cifra
rovna osmicce nebo devitce). Tak ziskdme nekonecnou posloupnost vzéjemné riznych
prvki sedmého nebe. O

Uvedenym postupem napriklad zjistime, ze ¢isla 46, 56, 66, 76, 86 a 96 jsou prvky
sedmého nebe (zase ta periodicita s desitkou?). Vypoctem se ale presvédcéime, ze ¢islo
106 jiz prvkem sedmého nebe neni. Zapis ¢isla 2°¢ ovSem zacéind 79 . . ., na druhém
misté tedy stoji devitka, takze pouzijeme druhou moznost a dostaneme, ze 96 4+ 53 =
= 149 € Ny. Nejspis takto nedostaneme vSechny prvky sedmého nebe, ale na to se
nikdo neptal. Kazdopadné je nyni zodpovézena otédzka (c¢): sedmicka se v posloupnosti
vyskytuje nekonecnékrat.

Zhodnoceni prvniho reseni

Uvedeny postup, jakkoli je napadity a elegantné jednoduchy, ma nékolik nevyhod. Za
prvé nam nic netrikd o podstaté problému a za druhé jej nelze zobecnit. Mohly by nas
totiz zajimat vselijaké modifikace zédkladni otazky. Napriklad bychom se mohli ptat,
zda existuji mocniny dvojky, jejichz dekadicky zapis zac¢ind néjakou predem stano-
venou konec¢nou posloupnosti ¢islic. Z prvnich ¢tyTiceti ¢lent posloupnosti naptiklad
neni jasné, jestli se v ni nékdy objevi devitka, koneckoncu sedmé nebe se v angli¢tiné
oznacuje vyrazem cloud nine. Tuhle otdzku jsme zrovna ndhodou vytesili v duchu po-
hadkového principu, ktery Horace Walpole v roce 1754 oznacil slovem serendipity,
¢esky ,zpeklaklikismus® (pohledme znovu na 2°3), ale nevime nic o tom, kolikrat a s ja-
kou frekvenci se devitka objevi. Navic by nds mohlo kupiikladu zajimat, jestli zapis
nékterych mocnin dvojky zacind vyrazem 77, nebo tfeba néjakym nasim oblibenym
letopoc¢tem. A také na svété neni jen dvojka, miZeme vesele mocnit i jind prirozend
¢isla, feknéme vétsi nez 1.

Ukazuje se, ze i na takové otdzky umime nalézt odpovéd, ale musime na to jit jinak.
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Hledani novych cest
Polozme si otazku, co to viibec znamena, ze néjaké ¢islo padne do sedmého nebe. Neni
tézké si uvédomit, ze m € Ny prave tehdy, kdyz existuje k € N takové, ze

7x 10F < 2™ < 8 x 10F.

Tuto dvojici nerovnosti (takzvany sendvi¢) nyn{ zlogaritmujeme. To znamend, Ze na
v8echny strany vypustime funkei log (kterd je na svém definiénim oboru rostouct,
a tedy zachovdva nerovnosti), a dostaneme tak

log7+k <mlog?2<log8+k,

to jest
log7<mlog2—k <logs8.

Nyni prichdzime ke klicovému pozorovani. Protoze 1 < 7 < 8 < 10, a tedy 0 < log 7 <
< log 8 < 1, plyne odtud, ze

mlog2—k €(0,1).

To je ale mozné jediné tehdy, kdyz je k takzvanou celou cdsti ¢isla m log 2, coz zapiseme
ve tvaru
k= |mlog 2].

Pfipomertime, Ze celd ¢ast realného ¢isla x je definovana jako (jediné) celé ¢islo j spl-
nujici j £ x < j + 1. Pak tedy piseme j = |z].
Magicka posloupnost

Jsouce vyzbrojeni operaci celé ¢asti redlného cisla, podivejme se ted na chovani jedné
zajimavé posloupnosti. Méjme néjaké pevné stanovené realné cislo = a definujme po-
sloupnost realnych ¢isel {a,,} predpisem

ap, =nx — |nz| pron €N,
Nasledujici pozorovani neni tézké.
Véticka. (a) Je-li x € Z, pak {a,} ={0,0,0,...}.

(b) Je-li x € Q, pak {a,} je periodicka posloupnost. Je-li navic x = §, kdep € Z
a q € N, pak ¢ je periodou posloupnosti {ay}.

Diikaz. Tvrzeni (a) je trividlni. Pro dikaz tvrzeni (b) pfedpoklddejme, ze 2 = £, kde
p € Z a q € N. Potom pro kazdé n € N plati

p p p p
iy = (40l |wr 0l | =l vy [l
q q q q
_ P { pJ P { pJ
= n-—+p—|n—| —p=n—— |n=—| =dan,
q q q
a tedy {a,} je periodickd s periodou q. O
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Véticka nam ovSem nerekla to nejzajimavéjsi.
Otazka. Jak se chova posloupnost {a,} pro iraciondlni x?

Odpoveéd na tuto otazku je jaddrem tohoto clanku. Nasledujici véta byva pripisovana
Wactawu Sierpiniskému [9], Hermannu Weylovi [14] ¢i Piersu Bohlovi [3]. Obecnéjsi
formu véty nalézdme téz v pozdéjsich pracich Hermanna Weyla [15], Georga Davida
Birkhoffa [2] nebo Alexandra Chincina [7].

Véta. Necht x ¢ Q. Potom {a,} je prosta a navic pro kazda o, 8 € [0, 1] spliujici
a < f3 je mnozina {a,} N («, ) nekonecna.

Dikaz. Dokézeme nejprve, Ze posloupnost {a,} je prostd. Predpokliddejme, Ze pro
néjaka m, n € N plati a,, = a,,. Potom

nx — [nxz| = mx — |mz],

tedy
(n—m)x = [nxz| — |mx].

Ziejmé plati |nxz| — |mx] € Z, a tudiz také (n — m)x € Z. To je ale diky iracionalité
¢isla x mozné jediné tehdy, kdyz n — m = 0. Jinymi slovy, pro m a n razna plati
A # an, takZe posloupnost {a,} je prosta.

Nyni obratme pozornost ke druhé ¢asti tvrzeni. Vime, Ze § — a > 0, a tedy muzeme
nalézt n € N dost velké k tomu, aby

1
— < f-a.
n
Uvazujme ¢isla aq, ..., any1. VSechna tato ¢isla jsou prvky intervalu [0, 1]. Podle

Dirichletova principu se tudiz mezi nimi najdou alespon dvé, jejichz vzdalenost nepre-
sahne hodnotu % Matematicky zapsdno to znamenad, Ze existuji i, s € N takova, ze
i,i+se{l,...,n+1} anavic

1
lai —aips| = = < —a.
n
Oznaéme ¢ = |a; — a;+|. Potom tedy

O<e<f—o.

Nyni si predstavme, ze na kruznici K se stredem v pocatku, kterd ma délku obvodu
rovnou 1 (nejde tedy o klasickou jednotkovou kruzmici, nybrz o kruznici o poloméru
%), navineme realnou piimku jako na civku, pricemz kladny smér uvazujeme proti
sméru hodinovych rucicek. Navic v nékterém bodé na kruznici vyznacime bod 0. Ten
pak tedy diky periodicité zaroven reprezentuje body 1, 2, ... a také —1, —2, ...,
neboli vSechna celd ¢isla. Body « a 8 vyznacime na kruznici tak, aby délka oblouku
v kladném sméru mezi nimi a bodem nula byla po fadé rovna jejich hodnotam.

Uvazujme zobrazeni f: K — K definované jako otoceni (v kladném sméru) o tthel
27 radiant. Na kruznici definujme déle posloupnost bodt {b,,}22 ; rekurzivnim pied-
pisem

bn = f(bnfl)v
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tedy

bo = 0, bu=f(0), bo= f(b1) = (fo[f)0),...,
bn = (fo...of)(0) (n-krat slozené zobrazeni) pro n € N.

Potom je absolutni hodnota délky oblouku mezi body b; a b; s rovna e < § —«. Odtud
vyplyva, ze zobrazeni

fS=fo...of (s-krat slozené zobrazeni)

je otoceni o 2we radidnt (v kladném, nebo v zadporném sméru). Kazdopddné pii pru-
chodu zobrazenim f* nasi kruznici se oblouku mezi « a § nelze vyhnout, toto zobrazeni
jej nemuze preskocit. Tedy existuje néjaké prirozené ¢islo, ozna¢me jej treba k, takové,
Ze nejméné jednou za ks otocek se objevi bod byxs na oblouku mezi o a 8. Vsechny
tyto body jsou ruzné, nebot posloupnost {a,} je prostd, jak jsme jiz dokdzali, a mezi
body a, a b, je vzajemné jednoznacnd korespondence. To znamend, ze v (kladné
Casti) oblouku mezi o a [ se nachdzi nekonetné mnoho ruznych prvki mnoZiny

{bs, bas, b3s, . . .}. Z korespondence mezi posloupnostmi {a,} a {b,} tedy dostdvame,
Ze v intervalu (a, ) se nachdz{ nekonecné mnoho prvka mnoziny {as, ass, ass, - . .},
a tedy nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}. Tim je diikaz hotov. O
Aplikace

7 véty uvedené v predchézejicim oddilu muzeme vyvodit Feseni naseho problému.
Jeho formulace ndm sice cosi pripomene (uz to tu jednou bylo), ale tentokrat muzeme
ziskané Teseni rozlicnymi zpusoby zobecnovat.

Disledek. Sedmé nebe je bez konce.
Drikaz. Polozme
a=log7, p[B=log8 a z=Ilog?2.

Potom, jak uz vime,
0<a<f<l.

Pripomenme si dtlezitou okolnost, ze ¢islo z je iraciondlni. Tento fakt pro jistotu
ovérime. Predpokladejme pro spor, ze x = §, kde p € Z a ¢ € N. Potom

2=104,

to jest
29 =10°

Pak ale diky jednoznacnosti prvociselného rozkladu déli ¢islo 5 pravou stranu posledni
rovnosti, ale nikoli levou, a tedy dostdvame spor. Odtud plyne, ze © ¢ Q. Aplikaci
véty z predchoziho oddilu potom dostavame tvrzeni dusledku. O

Poznamka. Na uvedeném postupu je zajimavé a elegantni to, ze sedmicka zde ne-
hraje zadnou zvlastni roli. Zcela obdobné miizeme dokéazat, ze mnozina mocnin dvojky,
jejichz dekadicky zépis zac¢ind posloupnosti 2022, je nekonecénd. A misto 2022 lze do-
sadit témeér libovolny jiny shluk cislic.
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Je nacase uvést obecnou formulaci vysledku. Ditkaz lze provést zcela obdobné vyse
uvedenému postupu.

Véta. Necht p > 1 je prirozené cislo, které neni celociselnou mocninou cisla 10,
a X je néjaka konecna posloupnost cislic. Potom existuje prirozené cislo n takové, ze
desitkovy zapis cisla p™ zacind posloupnosti X .

Zavér

Polozme si na zavér otazku, ktera je mozna vice filozofické, nez matematické povahy.
Otazka. Proc se posloupnost tak dlouho jevi jako by byla periodicka s periodou 107

Odpovéd je prekvapivé jednoduché. Tento jev je prosté zptisoben tim, ze ¢islo x,
tedy
log 2 = 0,301 029 995 663 981 195 213 738 894 72449 . . .,

je sice iraciondlni, avsak ma velmi dobrou racionalni aproximaci v podobé zlomku 13—0.
Pak uz si jen staci pripomenout druhou z nasich véticek.

Poznamka. 7 vyse uvedeného se da odvodit spousta dalsich zajimavych informaci.
Oznac¢me kupiikladu pro o, 5 € [0, 1], « < 8, apron € N

k(n, 0, B) = #{1 < i S n: g € (a, B},
kde symbol # oznacuje pocet prvki za nim stojici mnoziny. Potom

lim 7]@(71, @ B)

n—00 n

=0—-a.

Tento vysledek je v literature znam pod nazvem equidistribution theorem, jeho elemen-
tarni ditkaz nalezneme napiiklad v knize [13], méné elementarni dikaz pak v knize [10].
Tedy: budeme-li se pravidelnym krokem iracionalni délky dostateéné dlouho procha-
zet po obvodu kruznice, pak do kazdé jamy spadneme s frekvenci pifimo imérnou jeji
velikosti. To zni skoro jako néjaké prislovi nebo pranostika. Lze odtud ale vyvodit
zajimavy fakt. Pro n € N ozna¢me

a(7, n) = pocet sedmicek v mnoziné {cq, ..., ¢y}
a
a(8, n) = pocet osmicek v mnoziné {cy, ..., cp}.
Potom
lim a7, ) =log8—1log7 a lim a8, n) =log 9 — log 8,
n—oo n n—oo n
takze - oo & — log 7
i A0 _log8-logT a0

n—oo a(8,n) log9—log 8

Ano, vidite spravné, mocniny dvojky dodrzuji Benforduv zdkon (viz napf. [5]). Tedy,
mimo jiné, dost velké fragmenty posloupnosti {¢, } budou obsahovat vice sedmicek nez
osmicek, a¢ tomu prvnich ¢tyricet ¢lentt moc nenapovida.
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Poznamka do satny. Jak uz bylo receno, za ¢islo X si muzete pro radost dosadit na-
priklad datum svého narozeni. Jak Pawel Strzelecki [11], tak i Jifi Bouchala [4] uvadéji
tabulky takovych piiklada. Zatimco v [11] nalézdme vybér dat vyznamnych historic-
kych udalosti jako naptiklad zaloZeni polského statu, vitézstvi Jana III. nad Turky ¢i
bitvu u Waterloo, [4] obsahuje tiplny vycet letopoct od 1931 po 2005 véetné. Diky to-
muto seznamu tedy vim, ze desitkovy zépis ¢isla 2187 zaéina vyznamnou posloupnosti

1961.

Podékovani. Tento prispévek byl podporen Jednotou c¢eskych matematiki a fy-
zikt v rdmci projektu Védcem nanecisto V — Podpora talentovanych zdkt v matematice
a fyzice v severoCeském regionu — 0033/7/NAD/2021.
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