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PODPORA FUNKCNIHO MYSLENI ZAKU (1)

ALENA KOPACKOVA

UvoD

Pojem funkce je dnes jiz tradi¢ni soucasti uciva skolské mate-
matiky. S definici funkce se Zaci poprvé setkavaji zpravidla v de-
vatém rocniku zakladni skoly ¢i v kvarté gymnazia, k pojmu se
matematika vraci na vétSiné stfednich $kol a i na vysokych sko-
lach, na nichZ je matematika alesponn v miniméalni mife soucasti
studijnich plant, je funkce znovu definovana. P¥istup k vymezeni
pojmu v raznych asovych obdobich a na rtznych typech skol se
li$i; na zakladni Skole u nas pfevaZuje v poslednich desetiletich
klasické pojeti funkce jako predpisu, zatimco na vysokych sko-
lach pfevlada mnozinové pojeti funkce jako mnoZiny uspordadanych
dvogic ¢&i zobrazeni mnoziny do ¢iselné mnoziny, ¢asto v hierarchii
pojmu kartézsky soucin — bindrni relace — zobrazeni — funkce. Na
stfednich $kolach je mozZné se setkat s obéma pristupy.

Otazkou pro ucitele i vyzkumniky v oboru didaktika matema-
tiky je, jaky vliv ma zpisob vymezeni pojmu funkce na predstavy,
které si zaci o funkci tvori, a zda samo prezentovani definice funkce
¢i dokonce jeji ,nauceni se“ garantuje u zakd vytvareni obecnéj-
Sich pfedstav o funkci. Jinymi slovy jde o to, zda v kognitivnim
vyvoji zakt dochézi po ,zvladnuti“! definice k prechodu od sta-
dia separovangch modeli pojmu k modelu univerzdlnimu a k jeho
zafazeni do struktury poznatki.

POJMOTVORNE PROCESY ZAKU

Na&s§ rozsahly vyzkum provadény na riznych typech §kol v né-
kolika poslednich letech ukazal, Ze pfedstavy Zakl o funkcich jsou

1Vyraz vkladame do uvozovek zamérng; chceme zdiiraznit jeho relativnost.
Byli jsme Casto svédky toho, Ze Zak, ktery znal definici téméf doslovné, mél
o funkci deformované predstavy, které s definici byly v rozporu.
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typem predloZené definice ovliviiovany velmi malo a Ze Z4ci si své
pfedstavy o funkcich zpravidla na zékladé definice nevytvareji.
Toto zjiSténi se tyka v rizné mife vSech typi skol. Pomoci riiznych
experimenti bylo zjiSténo, Ze pfedstavy Zakh a studentii o funkcich
jsou podstatnym zplsobem ovliviiovany a vytvafeny na zakladé
konkrétnich prikladd funkci, s nimiz se Zaci ve Skole setkali. Zda
se dokonce, Ze n€které z téchto ptikladd hraji roli tzv. typickych
prikladi €i reprezentanti pojmu. Tento poznatek neni v kogni-
tivni psychologii novinkou a je potvrzen mnoha vyzkumy ze 70. a
80. let 20. stoleti (Smith, Catlin, Cherniak, Mervis, Rosch - viz
[8]). Né&ktefi typicti reprezentanti pojmu jsou pak Zaky povySovani
na tzv. prototyp pojmu, jehoz napadné a frekventované vlastnosti
zaci vnimaji jako vlastnosti pro pojem nutné. Neméa-li predloZeny
objekt tuto vlastnost, neni zatfidén jako ptiklad pojmu; objekt
je jako priklad pojmu zatfidén tehdy, je-li svymi vlastnostmi do-
stateéné podobny prototypu. Tuto tendenci Zakl pfi kategorizaci
pojmi mtuZeme doloZit bohatym empirickym materidlem; zfetelné
jsme ji pozorovali u zaki zakladni koly (vék 15 let), a to zejména
pri praci s grafy funkci i s jejich protipriklady.

Pomoci komparativni analyzy zakovskych praci i na zakladé
rozhovort s zaky byly odhaleny nékteré vlastnosti, které jsou zaky
zpravidla povaZovany za vlastnosti pro funkci typické a jejichz
absence vede u zakl k odmitnuti pfedlozeného piikladu jako pti-
kladu funkce. Takovymi vlastnostmi se ukazaly napi. spojitost,
uritd pravidelnost projevujici se na grafu symetrii ¢i periodici-
tou a existence jediného funkéniho predpisu na defini¢énim
oboru funkce.

V experimentech jsme se zaméfovali také na to, jak jsou in-
terpretovany n&které hlubsi fenomény spojené s pojmem funkce,
setkd-li se s nimi Zak v pfirozeném a redlném kontextu v ilo-
hach, v nichZ se pfipadné miiZe opfit i o svou Zivotni zkuSenost.
Témito sledovanymi jevy byly napf. (ne)spojitost, monoto-
nie, hladkost. Reilny kontext tlohy se nejevil jesté€ automaticky
jako zaruka, Ze vSechny dfive identifikované prekazky pojmotvor-
ného procesu pojmu funkce u Zéku zcela zmizi (obtiZe pretrvavaly
zejména, pii konfrontaci diskrétni x spojity defini¢ni obor), ale



176 ALENA KOPACKOVA

lze Tici, Ze sam redlny kontext jako pfekazka neptlisobi a spiSe Za-
kim pomaha abstraktnéjsi jevy akceptovat. Dobfe to bylo vidét
napf. u uloh, kde Zaci (a dokonce i ti, ktefi se s obecnou definici
funkce a s jejimi vlastnostmi ve Skole jeSté nesetkali) popisovali
v redlném kontextu termografu graf funkce s nespojitostmi prv-
niho druhu, kde nastaval tzv. skok funkce.?

Dosli jsme k presvédCeni, Ze nékteré piekazky pojmotvorného
procesu pojmu funkce u Zaki mohou byt alespon ¢aste¢né reduko-
vany, budou-li se Zaktim na vSech stupnich $kol ¢astéji predkladat
k feSeni rozmanité nestandardni Glohy s reidlnym a véku Zaka od-
povidajicim kontextem, v nichZ se ony ,,podezielé“ a méné typické
vlastnosti funkci vyskytuji zcela pfirozené, a sami jsme zacali ta-
kové ulohy hledat.

FUNKCE S VLASTNOSTMI DEFINOVANYMI
PO CASTECH

Uvadime zde dvé ulohy, které jsme r. 2001 piedlozili nékolika
desitkdm Zaki zdkladnich a stiednich kol v Liberci a v Teplicich.3
Data v nich jsou realna a odpovidaji situaci roku 2001.

Ulohy maji t¥i cile: diagnosticky, propedeuticky a reedu-
kaéni. Lze pomoci nich jednak zjistovat vliv redlného kontextu
na pochopeni a uspésnost feSeni problémi obsahujicich fenomény,
o nichZ bylo prokazano, Ze piusobi jako pfekazky pojmotvorného
procesu konceptu funkce, ale je mozné je vyuzit i k propedeu-
tice téchto fenomént, pfip. k reedukaci zjisténych deformaci. Za-
kladnim fenoménem, ktery se ve funkcich v obou tlohach vysky-
tuje, je fenomén vlastnosti definovanych po c&astech. Pii
vyzkumu vyslo najevo, Ze tento jev je zaky ¢asto vniman jako jev
s funkci neslucitelny, a to jak u zakt zéakladni, tak i stfedni Skoly.
V dloze I (povinné rudeni) se jedna o funkci po &astech kon-
stantni (Obr. 1), kde se kromé vySe uvedené vlastnosti vyskytuje
i jev nespojitosti a konstantnosti. V tloze II (dafi z pfijmu) jde

20 zajimavém experimentu s nespojitosti se zmiiiuje také P. Eisenmann
v [1].

3810 o dvé& vékové skupiny zaki: zaky 15-16leté z devatych roénikt zakladni
Skoly, kvart a kvint viceletého gymnazia a Zdky 17-18leté z druhych a tfetich
ro¢nikl Etyfletého gymnazia.
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o spojitou po &astech linearni funkci, jejim# grafem je lomena
¢ara (Obr. 2).4

ZADANI ULOH

Obé ulohy uvadime v tomtéZ znéni, v némz byly Zakim pied-
loZeny.
Uloha 1. Povinné ruéent

Roéni sazby pojistného v ,,Povinném ruéeni“ pro rok 2001
u pojistovny Kooperativa v tzv. varianté , Eurokomfort® udava

nasledujici tabulka. Pozndmka: Toto pojistné musi platit za kazdé
své vozidlo u nékteré z pojistoven kazdy majitel automobilu.

Osobni automobil se zdvihovym Ro¢ni vyse
objemem valcu pojistného
Do 1000cm?® v&etné 1272 K¢

Nad 1000 cm® do 1350 cm® véetné 2880 K¢
Nad 1350 cm?® do 1850 cm?® véetné 4116 K¢
Nad 1850 cm® do 2500 cm® v&etné 6372 Ké&

Nad 2500 cm® 9708 K¢

Tabulku si dobfe prohlédnéte a pak feSte nasledujici ukoly.

1. Do pravothlého soufadného systému narysujte graf zavis-
losti vySe pojistného na objemu valci automobilu. Ndpo-
véda: Podle idaji v tabulce pfedem zvolte na obou osach
vhodné méfitko (nemusi byt pro obé osy stejné). Na vodo-
rovné ose vyznaéujte objem vélcti od 0 cm® do 2 800 cm?, na
svislé ose si vyznacte vysi pojistného od 0 K¢ do 10000 KE¢.
Pii rysovani vyuZijte maximélné plochy i vyhod milimetro-
vého papiru.

2. Na grafu vyznacte

a) objem vélcl automobilu, pfi némZ se zaplati pojistné
ve vysi 8000 K¢,

4Nespojitost a ,vlastnosti existujici po ¢éstech” byly matematiky v minu-
losti vnimany zpo&atku jako néco patologického a je zndmo, Ze oba zmiflované
fenomény spolu také tésné& souvisely; napf. L. Euler rozumél funkci spojitou
na intervalu takovou funkci, kterou tam bylo mozZno popsat jedinym vzorcem.
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b) vysi pojistného pro objem vélct 500 cm?,
c) vysi pojistného pro objem vélct 1350 cm?,
d) vysi pojistného pro objem vélct 2000 cm?.

3. Pokuste se vas$ graf pojmenovat a stru¢né charakterizovat

podle vaSich vlastnich kritérii. P¥i popisu se zaméite na
vlastnosti podle vaseho nazoru podstatné.

Jde o graf funkce? Svou odpovéd zdivodnéte.

5. Myslite si, Zze by graf néjaké jiné zavislosti mohl vypadat

podobné jako ten vas? Pfipomina vam vas graf néco, s ¢im
jste se jiz setkali? Zkuste néjakou takovou situaci ¢i zavislost
z jakékoliv oblasti najit a nékolika slovy ji popsat.

Uloha II. Dasi z prijmu

Ro¢ni vysi dané z pfijmu, kterou za rok 2000 byla povinna

zaplatit v Ceské republice kazda fyzicka osoba, v zdvislosti na da-
novém zakladu udava nasledujici tabulka.

Pozn.: Fyzickou osobou je napr. kazdy zaméstnanec, jehoz da-
novy zaklad se spocita tak, Ze se od jeho hrubého ro¢niho pfijmu
odectou kromé zdravotniho a socialniho pojisténi také tzv. nezda-
nitelné odéitatelné polozky (zejména na sebe samého a na nezao-
patfené déti).

Darnovy zaklad Dan ze zakladu
(v Kg&) pfesahujiciho
0 - 102000 15%

102000 - 204000 | 15300 K& + 20 % 102 000 K¢
204000 - 312000 | 35700 K¢& + 25 % 204 000 K¢&
312000 a vice 62700 K¢ + 32 % 312000 K¢

Tabulku si dobie prohlédnéte a pak feste nasledujici ukoly.

1. Do pravouhlého soufadného systému narysujte graf zavis-

losti dané z pfijmu na danovém zakladu.

Ndpovéda: Podle dajii v tabulce predem zvolte na obou
osach vhodné méfitko (nemusi byt pro obé osy stejné). Na
vodorovné ose vyznacte v tisicich danovy zaklad ve vysi od
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0 K& nejméné do 400000 K¢&, na svislé ose si vyznalte vysi
dané z pfijmu od 0 K& do 100000 K¢&. Pfi rysovani vyuZijte
co nejvétsi plochy milimetrového papiru i vech jeho vyhod.

2. Na grafu vyznaclte
a) vysi dafiového zakladu, pfi némZ se odvede dan z pfi-
jmu rovna ¢astce 75000 K¢,
b) vysi dané pfi dafiovém zakladu 150 000 K¢.

3.-5. (Totozné znéni jako u tlohy I — Pozndmka.)

6. S pouzitim tabulky sestavte vzorec pro vypocet dané z pfi-
jmu, kde proménnou z je zaklad dané v pasmu od 102 000 K¢&
do 204 000 Ké.

Grafy funkci z aloh I, II
Pro tplnost uvadime grafy funkci z obou tloh; ty v8ak pfiro-
zené soucasti zadani nebyly.
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