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MATEMATICKE PRIBEHY (5)
Piib&h paty
S JAKOU PRESNOSTI MERf TACHOMETR?

M. HEJNY, M. TIiCHA

»Ahoj Matg&ji! Hadej, co mame nového!“

»Snad si uz vasi nekoupili to nové auto?“

,Jasné! Zvu t& na prvni zkuSebni jizdu. MoZné, Ze se pri ni
rozhodne na$ spor o stfedni trati. Koneéné ti dokazu, Ze délka
stfedni traté presahuje tfetinu kilometru.“

»Ly jsi snad spadnul z vi$né nebo to fika$ naschval, protoze
urdité dobie vi§, Ze tachometr ukazuje jen celé kilometry. Doka-
zovat bys néco mohl jen tehdy, kdyby se ten va$ tachometr nauéil
méfit i na centimetry!“

Hadku mezi chlapci na chvili pferusime, abychom vam vy-
svétlili, jaky to vlastné méli spor o délku stfedni traté. Zacalo to
stopkami, které minulé 1éto dostal Vlada Hordk k narozeninam.
Kluci z celé ulice hned usporadali bézecké zavody. Zavodilo se
na tfech tratich. Kratkou vytydili pomoci pasma, méfila 60 me-
tri. Stfedni (350 metr) a dlouhou (1500 metrti) jen odhadli.
Koneéné, dilezity byl dosaZeny Cas a na délce traté tak moc neza-
leZelo. Pozdéji si v8ak kluci chtéli svoje vykony porovnat s vykony
uvedenymi v jedné tabulce a proto potfebovali znat délku trati
presné. Pokouseli se je zmérfit krokovanim, jenze Matéjovi vyslo
345 a Filipovi 325 metri pro stfedni trat a 1470 a 1395 metrt
pro dlouhou. A spor byl na svété. A vzhledem k tomu, Ze pre-
vazné béhévali stfedni trat, hadky se soustfedily kolem odhadu
délky stfedni traté.

»,Vi§ co, Matysku peclivé sleduj béh mych myslenek a ja se
pokusim tvému natvrdlému mozecku vysvétlit, jak je moZné po-
moci tachometru rozhodnout nas spor. Podivej, auto projede nasi
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stfedni trat tfikrat po sob&. Jestlize ani potom tachometr nepo-
skoci o kilometr, bude jasné, Ze trojndsobek délky traté je kratsi
nez kilometr, tedy trat méfi méné nez 333 metri, z éehoz vyplyva,
ze mam zcela neodvolatelné pravdu. Jasné?“

»Ale protoze tachometr posko&i o kilometr uZ p¥i tfetim okruhu,
bude jasné, Ze pravda je na moji strané.*

To uz Strycotec (kluci tak fikali Filipovu tatinkovi) zafadil
rychlost a pustil spojku. Auto poskoéilo. Na tachometru praveé
naskocilo 50 kilometri.

,» PTiskoky vptfed“, zavelel Filip.

»Jestli bude$ popichovat, zavelim poklusem za autem
mu to Strycotec.

Pfi tietim projizdéni traté Strycotec schvalné zpomalil, aby
méfeni bylo napinavéjsi. Matéj prosil tachometr, aby posko¢il, Fi-
lip ho zaklinal, aby neposkoéil. A tachometr? Jedni¢ka piece jen
v posledni zatacce naskocila — asi 40 metr pfed ukonéenim tfe-
tiho okruhu. Matéj zahuldkal mohutné hura!

Filipovi nezbylo neZ pfiznat porazku. Ale nyni uz aspor bylo
jasné, ze délka stifedni traté je pfiblizné 1040 : 3 ~ 347 metri,
pricemz chyba nepfevysi 10 metrii.

Po tomto uspéchu méfeni bohuzel skoncilo, protoze Filipovi
rodice se jeli podivat na tetu do Jablonce. Navstéva vSak nastésti
netrvala dlouho a tak po navratu kluci uprosili Strycotce, aby zmé-
fili i dlouhou trat. Odhadovali ji pfiblizné na 1430 metri. Nyni
vSak méli situaci hor$i. Tachometr ukazoval 82 km, ale chlapci
nevédéli, kdy ¢islo naskocilo. Auto mohlo mit ujeto 82001 metri
stejné jako 82999 metri a to je doopravdy velky rozdil. Na dlouhé
uvahy vSak neméli ¢as, museli hlavné vyuzit Strycotcovu ochotu.
Rozhodli se proto, Ze budou presné zapisovat stav tachometru po
projeti kazdého okruhu a vysledky vyhodnoti az pozdéji. Auto
projelo okruh sedmkrat a kluci pfitom sestavili tuto tabulku:

1, vratil

okruh 1 2 4 5 6 7
tachometr 83 | 85 | 86 | 88 | 89 | 90 | 92

,Musime na to jit systematicky.“ prohlasil Filip, kdyz zacali
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vyhodnocovat vysledky. ,,Pfedevsim je jasné, Ze mame dvé ne-
znama dCisla, a to:

p — podet metri, které mélo auto najeto nad 82 km
q — délku trati (jednoho okruhu) méfenou v metrech.

Nam jde jen o &islo g, ale ziejmé se nevyhneme tomu, abychom
nepoditali i s ¢islem p.“

»Na startu tedy mélo auto najeto (82 000+p) metrt, po prvnim
okruhu to bylo o ¢ metri vice, tedy (82000 + p + ¢) metri. Po
druhém okruhu (82000 + p + 2¢) metru atd.,“ upfesnil Maté;j.

»Myslim, Ze bude rozumné téch 82 000 v$ude odecist a vechno
pak zapsat do tabulky.“

Tak chlapci sestavili tuto tabulku:

Okruh | Ujeté metry | Metry naméfené tachometrem
1 p+q 1000
2 P+ 2q 3000
3 P+ 3q 4000
4 P+ 4q 6 000
5 P+ 5¢q 7000
6 p + 6q 8 000
7 p+17q 10000

»Abychom s tim mohli néco udélat, musime to vyjadrit néjak
matematic¢téji. Napfiklad prvni fadek zapiSseme pomoci nerovnosti
p < 1000, rekl Maté;.

+Myslim, Ze pfesnéj$i by bylo 0 < p < 1000.“ dodal Filip.
»Druhy fadek potom bude 1000 < p + ¢ < 2000,“ pokracoval
Matéj.

,Vi8 co, pi$ to pod sebe,“ navrhnul Filip.

Tak se chlapcim podafilo tabulku ,zmatematizovat® na sou-
stavu nerovnic
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0 < p< 1000
1000 < p + ¢ < 2000
3000 < p + 2¢ < 4000
4000 < p+ 3¢ < 5000
6000 < p + 4g < 7000
7000 < p + 5q < 8000
8000 < p + 6¢ < 9000

10000 < p 4+ 7q < 11000

»Vi$ co, zkusime dosadit za p néjakou konkrétni hodnotu,“
navrhnul Filip. , Napfiklad stfedni hodnotu p = 500. Potom by
soustava vypadala lip.“

Pfi sestavovani posledni tabulky museli chlapci sice trochu dé-
lit, vysledek vsak byl vyborny. A Matéj pak jeSté zvyraznil nejvétsi
z dolnich a nejmensi z hornich odhadi ¢isla q.

500 < ¢ < 1500
1250 < ¢ < 1750
1167 < ¢ < 1500
1375 <qg<1625
1300 < ¢ < 1500
1250 < ¢ <1416
1357 < ¢ <1500
»Kdybychom tedy bezpec¢né védéli, ze p = 500, mohli bychom
s jistotou tvrdit, Ze q lezi mezi 1375 a 1416. Vzali bychom primeér
qg = 1395,5 a chyba by nepresahla 20,5 metru. To je pomérné
presné, nebo snad ne?*
,Jenze my to nevime,“ vzdychl Filip. ,,Zda se, Ze on to neni
zas tak moc jednoduchy problém.“
Filip mél pravdu. Problém je skuteéné naro¢ny a neni divu, zZe
ho chlapci tak docela nezvladli. Dofe$ime ho za né. Pomlze ndm
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geometrie. Proménné parametry p, q zobrazime na dvou navzajem
kolmych osach.

A
2000
1500
1400
pt6q=2000
1000
o ON\p2000
~ p
600 1000 2000

Obréazek 1

Kazdou nerovnici ze soustavy znazornime polorovinou. Napii-
klad nerovnice

P+ q < 2000

je zndzornéna vodorovnym Srafovanim a nerovnice
p + 6g < 9000

svislym Srafovanim.

Kdyz takto zobrazime vSech 16 nerovnic soustavy, zjistime, Ze
pouze tfi z nich jsou rozhodujici: p + ¢ < 2000, p + 6g < 9000,
6000 < p + 4q.

Prinikem t¥i polorovin, kterymi jsou tyto nerovnice znézor-
nény, je trojuhelnik. Na obrazku ho vidite zvétseny.

Vyznaceny trojuhelnik znazornuje vsechny dvojice (p, q), které
vyhovuji v§em nerovnicim soustavy. Pro néas jsou dilezité pouze
hodnoty parametru q. Ty lezi v intervalu od 1 333,3 do 1 500. Jeho
stfedni hodnota je 1416,6. Na zdkladé namérenych udajia tedy
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Obréazek 2

muZeme Fici, Ze ¢ ~ 1416,6. Pfitom chyba odhadu nepfevysuje
63,3 metru.

Toto feSeni je narocné. Proto si nedélejte tézkou hlavu, jestlize
jste mu uplné neporozuméli. VSechno pochopite, az se budete ucit
o linedrnim programovani. Ted se pustte do feSeni tloh, to vam
zlepsi naladu!

Uloha 1. Tachometrem méiime délku jednoho okruhu. V oka-
mziku startu pravé naskocilo ¢islo 345. Po prvnim obéhu bylo na
tachometru 347, po druhém 349 a po tfetim 352. Co miiZete Fici
o délce okruhu?

Uloha 2. Co mizete fici o délce g vétsiho okruhu na zékladé
hodnot, které namérili Matéj s Filipem, jestlize predpokladate, ze
je a) p =300 b) p = 700.

Uloha 3. Co muzete Fici na zdkladé Maté&jem a Filipem namé&ie-
nych hodnot o délce g vétsiho okruhu, jestlize ¢islo 82 naskocilo
na tachometru tésné pred startem?

Uloha 4. Co muZete Fici o délce vétsiho okruhu na zakladé této
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jediné informace: pfi startu bylo na tachometru 82 a ¢islo 88 na-
skodilo tésné (50 — 60 metrt) pfed ukonéenim Etvrtého obéhu?

Uloha 5. Okruh, jehoz délka je d metri, auto objelo étyfikrat. P¥i
startu tachometr ukazoval 26 km, po prvnim obéhu 28, po druhém
31, po tfetim 34 a pfesné pii ukondeni étvrtého naskocilo 37. Co
miuZete Fici o Cisle d?

*Uloha 6!. Z postupu fefeni druhé tlohy je vidét, ze &islo p, které
urcuje rozdil délky drahy projeté autem a stavem na tachometru,
nemuiiZzeme pfi vypoctu urcovat libovolné. Jak je mozZné volit ¢islo p
v pripadé€ udaji, které namérili Matéj a Filip, kdyz mérili délku
vétsiho okruhu?

*Uloha 7. Co je moZné Fici o délce vétsiho okruhu na zakladé
udaji, které chlapci namérili, aniz byste védéli jaka je velikost p?

Uloha 8. Po okruhu délky d projizdéla dvé auta. Na zadatku
byl stav tachometru v prvnim auté 25, ve druhém 31. Po prv-
nim okruhu ukazoval prvni tachometr 26 a druhy 33, po druhém
okruhu prvni 27 a druhy 34, po tfetim prvni 29 a druhy 35, po
¢tvrtém prvni 30 a druhy 37 a po patém prvni 31 a druhy 38. Ur-
Cete délku okruhu, jestliZe vite, Ze p¥i startu byl rozdil mezi stavem
tachometru a ujetou vzdalenosti u prvniho auta 150 a u druhého
850 metri.

Uloha 9. Auta, ktera jezdi ve Velké Britanii, se od nasich lii nejen
tim, Ze maji volant na pravé strne, ale i tim, Ze jejich tachometry
neukazuji ujeté kilometry, ale mile. Jakou délku traté v metrech
by chlapci naméfili na vétsim okruhu, jestlize by méli ,milovy“
tachometr? Predpokladejte, Ze ¢islo 82 naskocilo 400 metrd pied
startem. Jedna mile je pfiblizné 1 609 metri.

Reseni tloh

Uloha 1. Stejnym postupem jako v tloze z piib&hu dostanete sou-
stavu nerovnic

lhvézdi¢ka oznaduje naroénéjsi tlohu
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2000 < g < 3000
4000 < 2g < 5000
7000 < 3g < 8000

Pismenem q je oznacena délka jednoho okruhu v metrech. Re-
Senim nerovnic dostanete pro g intervaly:

(2000,3000), (2000,2500), (2333,2666).

Vzhledem k tomu, Ze ¢islo ¢ musi patfit kazdému z téchto
intervald, lezi v jejich priniku. To znamend, Ze plati: 2333 < ¢ <
< 2500.

Uloha 2. Také tady, pokud opakujete postup z piib&hu, dostanete
soustavu nerovnic a intervali pro neznamou hodnotu gq.

pripad a) pripad b)

nerovnice interval nerovnice interval
700 < ¢ < 1700 (700, 1700) 300 < ¢ < 1300 (700, 1 300)
2700 < 2q < 3700 (1350, 1850) 2300 < 2q < 3300 (1150, 1650)
3700 < 3¢ < 4700 (1233,1566) 3300 < 3¢ < 4300 (1100, 1433)
5700 < 4 < 6700 (1425,1675) 5300 < 49 < 6300 (1325,1575)
6700 < 5¢ < 1700 (1340,1540) 6300 < 5¢ < 7300 (1260, 1460)
7700 < 6g < 8700 (1283,1450) 7300 < 6g < 8300 (1216,1 383)
9700 < 7q < 10700 (1385, 1528) 9300 < 7¢ < 10300 (1328,1471)

Délka okruhu je vétsi nez 1425 m Tato situace neni mozna, protoze

a mens$i nez 1450 m. Cislo ¢ ma byt soucasné vétsi nez 1325

a mensi nez 1300

Uloha 3. Jestlize pouZijete stejné oznadeni jako v minulych tlo-
héach, plati p = 0. Mame urcit ohraniceni (meze) pro ¢islo ¢. Sou-
stava nerovnic a prislusnych intervali je v tabulce na nasledujici
strané.

Pozndmka. Dusledné vzato, ¢islo q neexistuje, protoZze pro né ma
platit 1500 < ¢ < 1500. My ovSem vime, Ze matematicky mo-
del neodpovida presné skute¢nosti a toleranci nékolik decimetri
musime pfipustit.
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nerovnice interval nerovnice interval
1000 < ¢ < 2000 (1000, 2000) 7000 < 5¢ < 8000 (1400, 1600)
3000 < 2¢g < 4000 (1500, 2000) 8000 < 6g < 9000 (1333,1500)
4000 < 3qg < 5000 (1333,1667) 10000 < 7¢q < 11000 (1428,1572)
6000 < 4g < 7000 | (1500,![750) Délka okruhu je presné 1500 m.

Uloha 4. Jestlize na po&atku méfeni bylo na tachometru p metr,
pricemz Cislo p je mensi nez 1000, pak pro ¢islo ¢, které predsta-
vuje délku okruhu, plati: 6 050 < p + 4¢ < 6 060. Z tohoto vztahu
a vzhledem k tomu, Ze ¢islo p mZe mit libovolnou hodnotu z in-
tervalu (0,1000), dostanete pro éislo ¢: 1262,5 < ¢ < 1515.

Uloha 5. Tuto tlohu je vhodné fesit od konce. Pfi dokonceni
posledniho okruhu naskocilo na tachometru presné 37 kilome-
tri. Pfi dokonceni predposledniho okruhu byl stav tachometru
mezi kilometrem 34 a 35. Z téchto udaji sestavime nerovnici
2000 < d < 3000. Podobné uvazime-li posledni dva okruhy do-
staneme nerovnice 5000 < 2d < 6000 a pro posledni tii a ¢tyfi
okruhy dostavame takto nerovnice 8 000 < 3d < 9000 a 10000 <
< 4d < 11000. Po vyfeSeni této soustavy nerovnic dostanete in-
terval (2666,2 750). Délky 2666 metri a 2750 metrd jsou mezni
pro méfeny okruh.

Ted vyuZijeme omezeni 2666 < d < 2750 k odhadu parame-
tru p, ktery uréuje pocet ujetych metri na zacatku méreni. Meze
pro p dostanete z rovnic

26000 +p+4-2666 = 37000
26000+ p+4-2750 = 37000

Z prvni rovnice dostanete p = 336, z druhé p = 0. To tedy jsou
meze pro pocet metrid, které mohlo auto ujet od zacatku méreni
do okamziku, kdy na tachometru naskodilo éislo 26.

Uloha 6. Protoze plati nerovnice

1000 < p+q < 2000,3000 < p + 2¢ < 4000, . . .
...,10000 < p + 7g < 11000,
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musi platit i nerovnice:

1000 — g < p < 2000 — g,3000 — 2¢ < p < 4000 — 2, ...
...,10000 — 7¢ < p < 11000 — 7q.

I kdyz ¢islo p nezname, vime, Ze je vétsi nez kazdé ze sedmi Cisel
1000 — g, 3000 — 2¢, 4000 — 3¢, 6 000 — 4¢, 7000 — 5¢, 8 000 — 6¢,
10000 — 7q a zaroven mensi nez kazdé ze sedmi cisel 2000 — gq,
4000 — 2¢, 5000 — 3¢, 7000 — 4q, 8000 — 5¢, 9000 — 6¢, 11 000 — 7q.

Z uvedeného dostaneme soustavu 49 nerovnic, z nichZ nékteré
se opakuji a nékteré jsou trivialni. ReSenim této soustavy nerovnic
jsou vSechna &isla z intervalu (1333, 1 500).

Jestlize do soustavy nerovnic, s jejichZz pomoci jsme odhadovali
Cislo p, dosadite pravé uréené mezni hodnoty pro ¢islo ¢, dostanete
pro p interval (0,666). To znamend, Ze pokud chcete, aby tloha
o méfeni delsiho okruhu méla feSeni, musite ¢islo p volit z intervalu
(0,666).

Uloha 7. Tuto Glohu jste uz vlastné vyftesili pfi feSeni Sesté wlohy.
Pokud é&islo p neni nijak omezené, pak délka ¢ mize byt udana
libovolnym ¢&islem z intervalu (1333, 1 500).

Uloha 8. Jestlize oznadite pismenem p vzdalenost (v metrech),
kterou ujelo prvni auto od okamziku, kdy na jeho tachometru na-
skocdilo ¢islo 25 az do pocdatku méfeni, a pismenem r vzdalenost,
kterou ujelo druhé auto od okamziku, kdy na tachometru nasko¢il
35. kilometr az do pocatku méreni, dostanete dvé soustavy nerov-
nic

0<p <1000 0<r <1000
1000 < p+d <2000 2000 < r+d < 3000
2000 < p + 2d < 3000 3000 < r + 2d < 4000
4000 < p+3d < 5000 4000 < r +3d < 5000
5000 < p+4d < 6000 6000 < r + 4d < 7000

6000 < p + 5d < 7000 7000 < r + 5d < 8000
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JestliZe za p a v dosadime hodnoty 150 a 850, dostaneme pro
Cislo d, které oznacuje délku okruhu v metrech, soustavu deseti
nerovnic. VSem témto deseti nerovnici vyhovuji vSechna ¢isla z in-
tervalu (1267,5,1370).

Uloha 9. Stejné jako v minulych tlohéch oznalite pismenem ¢
délku méfeného okruhu a pismenem p poclet metrl, které auto
ujelo mezi naskocenim cisla 82 a startem. Z naméfenych hodnot
dostanete soustavu nerovnic uvedenou v levém sloupci. Po do-
sazeni hodnoty p = 400 a upraveni dostanete soustavu nerovnic
v pravém sloupci.

1609 < p+q < 3218 1209 < g < 2818
4827 < p+ 2q < 6436 2213 < g < 3018
6436 < p + 3¢ < 8045 2012 < g < 2548
9654 < p+ 4q < 11263 2313 < ¢ <2715
11263 < p + 5q < 12872 2172 < q < 2494
12872 < p+ 6¢ < 14481 2078 < g < 2346
16090 < p+ 7q < 17699 2241 < g < 2471

Cislo q vyhovuje vSem uvedenym nerovnicim pravé kdy?z patii
do intervalu (2313, 2 346).
A nyni uZz miZete odhadnout délku méfeného okruhu.
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