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MATEMATICKE PRIBEHY! (7)
Pribéh sedmy
KDE TEN FRANCOUZ ZTROSKOTAL?

MIiILAN HEIJNY, MARIE TICHA

Stryc Vaclav prozil cely Zivot na lodich, které kfiZzovaly mofe
a oceany. Ze Zivota na mofi si do svého domku pod lesem do-
nesl kolébavou chiizi, na predlokti vytetovanou kotvu a spoustu
neuvéritelnych prihod.

Matéj s Filipem si hovéli na koberci a stryc Vaclav, sedé v hou-
pacim kfesle, vzpominal.

,»Za valky smrt Kkosila lidi stejné nemilosrdné na zemi, ve vzdu-
chu i na mofi. Slouzil jsem na minolovce Odysseus, rychlé malé
lodi s na tu dobu nejmodernéjsi technikou pro boj proti ponorkam
a minam. Do pfimé bitvy se nehodila, a proto zpravidla jen dopro-
vazela vétsi lodé nebo celé konvoje. Jednou ale musela proplout
z Gibraltaru na Maltu bez doprovodu. Mofe bylo klidné a noc
nastésti ne prilis jasna. Odysseus rychle a tise klouzal po vinach.
Pristroje, které ¢ihaly na vSechno, co by mohlo ohrozit nasi bez-
pecnost, zGstavaly stale némé. Pospichali jsme. A i kdyZ to nikdo
nevyslovil, vSichni jsme se bali, Ze nas néjaky ten fasisticky zralok
zpozoruje. Byli jsme snadnd, témér bezbranna kofist.

Mohlo to byt tak hodinu pfed svitanim, kdyz se detektory
ozvaly. Patraciv hlas v kapitanové telefonu hlasil: ,Maly kovovy
predmét na hladiné, kurz 22,31, vzdalenost 230.“ ,, Poplach! Mina!“
razné zavelel kapitan. Pokojna paluba se za par vtefin zménila
v mraveniSté. Avsak i ve zdanlivém zmatku plnila sehrana a ostfi-
lena posadka své Gkoly pfesné a bezchybné. Mina nikoho nevypla-
sila, dokonce jsme byli radi, Ze je néjaka prace. S minami jsme si
védéli rady, ale maly kfiznik byl ndm byl nahnal strachu az-az.

1 Clanek byl napsan s podporou grantu GACR 406/02/0829. Upraveno
podle stejnojmenného ptibéhu knizky M. Hejny, I\. Niepel: Sestnast matema-
tickych pribehov, SNP, Bratislava 1983.
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Lod se mirné pootodila a zpomalila. Nékolik muzi na mistku
procesavalo dalekohledem i pouhym okem hladinu v misté, které
patra¢ upfestioval kaZdych 10 sekund: ,vzdilenost 150 — vzdale-
nost 130 — vzdalenost 111 — vzdélenost 92 ....“ ,Vidim!“ zvolal
najednou jeden z nadmofnikl. Trojice lovct se pfipravila na vylov,
protoZe jsme se bali minu odstfelit, abychom nepfivabili pozornost
nepritele.

Nakladani smrtky, jak jsme pokftili riskantni vylov ,,zivé“ miny,
bylo vzdy napinavé a vyZadovalo maximalni soustfedéni celé po-
sadky. Ale naSe loveckd tria byla vynikajici. I tentokrat se akce
zdafila, pfestoZe mina byla na prvni pohled zcela odlisna od téch,
se kterymi jsme uz méli tu Cest se seznamit. AZ kdyz uz neSkodné
lezela na operacnim stole, zjistili jsme, Ze to vlastné vibec neni
mina, ale dé€lova nabojnice ze staré pétaosmdesatky, zazatkovana
velkym kusem korku a hadrem. Nechapavé jsme zirali na nasi
trofej. Jeden z namofnika to komentoval tak, Ze nam asi néjaky
umirajici pirat poslal soufadnice mista, na kterém je ukryty po-
klad.

Predstavte si, chlapci, Ze se tato pfedpovéd téméf vyplnila.
V nabojnici byl kus papiru se $patné ¢itelnym pismem. Pisatelem
byl jakysi francouzsky distojnik, ktery i s tajnymi dokumenty
ztroskotal na ostrové obsazeném faSisty. A nyni se ukryva v jes-
kyni, kterou do mofského itesu vykotlalo st¥idani pfilivu a odlivu.
O poloze ostrova se vSak v dopise nepsalo. Nakonec jsme v ndboj-
nici nasli jeSté maly listecek se zaSifrovanym textem a domysleli
jsme si, Ze to asi budou soufadnice ostrova. Vsichni jsme se pus-
tili do lusténi. KaZdy z nés si nejprve pfepsal obsah z chatrného
origindlu na zvlastni papir a ji jsem si ho dokonce prelozZil do
cestiny.“

Stryc Vaclav vstal a ze staromddniho psaciho stolu vyndal ma-
lou krabicku a z ni kus papiru s téZce Citelnym vzkazem. Vzkaz
byl na vedlej$im papife prepsan:

An+41 —'<

je-li mozZné a,, délit tfemi beze zbytku

(1.73 X a,) neni-li mozné a,, délit tFemi
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Délka (a7)°(az2)’ pfiemz a; =73
Sifka. (0,219)0 pi"léemi a) = 69
(a147)’ pfi¢emz a; = 57

,Dodnes ten kousek papiru schovavam spolu s jinym dtlezi-
tym dokumentem. Jestli se vim podafi text deSifrovat, ukdZu vam
i druhy dokument.*

»otrycku Vaclave, a tys ho snad tehdy vylustil?“ ozval se po-
touchle Maté;.

»Vyresdili jsme to spolecné. Celd posadka premyslela, byli jsme
doopravdy namorni elita, oteviené hlavy! Na Odysseovi Zadny tul-
pas nemohl slouzit!“ hrdé fekl stryc Vaclav.

Chlapci se zadivali na listek. Nejprve to zapalilo Filipovi.

sJestli tomu rozumim, tak délka znamend zemépisnou délku a
Sitrka zemépisnou §ifku. Pak je jasné, Ze ¢islo a7 urcuje stupné a
¢islo aze minuty zemépisné délky.“

»Souhlasim!® pfikyvl Matéj a dodal: ,,A tady nahofe je pfed-
pis, ktery nim pomiiZe Cisla a7 a ag2 najit. Podivej, tady je na-
psano, 7e a; = 73. Cislo ay vypoéitime podle navodu, kdy?Z si
fekneme, Ze n = 1. Pak bude:“

73:3  jestliZe je Cislo a; = 73 délitelné Cislem 3
An+1 =<
1.73 x 73 jestlize 73 neni délitelné ¢islem 3.*

»Protoze se 73 ¢islem 3 neda délit, tedy neda délit beze zbytku,
je tfeba postupovat podle druhého fadku a vyndsobit 1,73 x 73.
Vysledek bude 126,29,“ oznamil po chvili poé¢itani Filip.

»otrycku Vaclave, jak to, Ze nam nevyslo celé &islo? Vidyt
jestlize je az = 126,29, jak urcime, zda je délitelné tfemi? Tam
musi vZdycky byt néco za desetinnou ¢arkou. J4 tomu nerozu-
mim.“ ‘

»Ani my jsme tomu nerozuméli. Zacali jsme kontrolovat, zda
jsme pfi prepisovani néco nepopletli. A skuteéné jsme zjistili, Ze
jsme na néco zapomnéli, stejné jako vy ted.“

»Zapomnéli?* podivil se Maté&j. ,Vzdyt ...“

»Mozna, Ze tady na tu Spicatou zavorku!“
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»To je ono! A protoZe byste mozna dva dny dumali nad tim, co
ta zavorka znamena, prozradim vdm, co jsme po mnoha pokusech
vymysleli; Ze &islo v zdvorce ma byt zaokrouhlené na celé. Tedy
(126,29) = 126.“

»Hurd! A do toho!“ zakficel Filip.

Ted uz 8lo poéitani chlapciim docela hladce. Protoze ¢islo a; =
= 126 je délitelné éislem 3, bude a3 = 126 : 3 = 42. Také cislo 42
je délitelné tfemi, proto bude a4 = 42 : 3 = 14. Protoze a4 = 14
neni délitelné &islem 3, bude a5 = (1,73 x 14) = (24,22) = 24.
Podobné vypoditali ag = 8, a7 = 14, ag = 24, ag = 8, ajp = 14.

»Zadrz!“ zvolal Filip. ,,D4al uz neni potfeba pocitat. VSimni si,
zZe Cisla 8, 14, 24 se opakuji. Kazdé tfeti cislo je 8. Jsou to ¢isla
ag, ag, a12, @15, A18, G21, - ... A tak vime i bez dalsiho pocitani,
Ze hledané azs je 14.

»TakZe zndme zemépisnou $ifku; 14°14”. Strycku Vaclave, pij-
¢te nam atlas,* prosili.

Na mapé Stfedozemniho more chlapci zjistili, Ze pfislusny po-
lednik prochazi v tésné blizkosti Neapole. Potom se pustili do
vypoctu zemépisné Sitky. Matéj pocital stupné, Filip minuty. Ma-
t&j (kdyz taktné zamléime nékolik chyb a nislednych oprav, které
udélal) nasel tuto posloupnost: a; = 69, a; = 23, a3 = 40, a4 = 69,
as = 23, .... Zjistil tedy, Ze se opakuji ¢isla 69, 23, 40. Proto
ag19 = 40.

Podobné Filip spravné vypocital minuty zemépisné sirky. Na-
konec se chlapcim podafilo podle soufadnic urcit ostrov, na kte-
rém Francouz ztroskotal.

,»Slibil jsem vam, Ze jestlize ostrov najdete, ukdzu vam i druhy
dokument, ktery skryva moje krabicka. Tak se tedy podivejte!“ a
stryc Vaclav vytahnul jako svatost zeZloutly list papiru popsany
drobnym thlednym pismem.

,Od koho je ten dopis?“ vyzvidali chlapci.

,Hned se to dovite. Stastné jsme dorazili na Maltu a ihned
byla vyslina ponorka, aby zachranila francouzského dlstojnika.
Vyfoukla ho i s tajnymi dokumenty fasistim rovnou pod nosem.
Nikdy jsem toho ¢lovéka nevidél. Ale dlouho po vilce, az v lednu
CtyFicatého Sestého, jsem prostfednictvim Cerveného kfize dostal
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tento dopis. Psal ho bretansky rolnik, otec péti déti, kterého valka
vyhnala do pfibojem vyhloubené jeskyné. Za valky jsem dostal
hodné vyznamenani a byl jsem na né hrdy, ale ¢im jsem starsi,
tim vice si vazim tohoto vyznamenani — dékovného dopisu. Pfispél
jsem k zachrané ¢lovéka.“

Stryckiv pfibéh na chlapce silné zapisobil. Zatouzili, aby i oni
mohli pfispét k zachrané ¢lovéka. ProtoZe ale momentalné Zadna
vhodné prilezitost nebyla v dohledu, rozhodli se aspon si zahrat
na ztroskotance a zachrance. Prvni najde na mapé néjaké pékné
misto pro ztroskotani, zasifruje ho a druhy ztroskotance hleda.

A nyni si néco fekneme o Sifrovani a desifrovani ztroskotancova
listku. Zptisob zadani posloupnosti ¢isel aq, a3, a3 , ..., kterou na-
moinik zasifroval svoji polohu, se nazyva rekurentni: nasledujici
¢len posloupnosti se ur¢i pomoci predchazejiciho. JestliZe si vzpo-
menete na Pascallv trojahelnik, jisté vas napadne, Ze i tam se
nasledujici fadek pocital pomoci predchazejiciho.

V dnesni matematice se rekurentni posloupnosti ¢asto pocitaji
na pocitacich. Zakladni schéma, s jehoz pomoci se posloupnost
prevadi do feci pocitace, se nazyva vyvojovy diagram. Jeden vidite
na obrazku!
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Zahrajte si na poditac. Zvolte si pfirozené Cislo a délejte s nim
to, co pfikazuje obrizek. Reknéme, Ze jste si zvolili éislo 15. Nej-
prve zapiSete 15 do seznamu. ProtoZe n je 15, jdete po Sipce doli a
ptate se, zda je 15 sudé. ProtoZe neni, vypoditate 3 x 15+ 1 = 46.
Toto ¢islo zapiSete do seznamu (za ¢islo 15) a pokradujete. Vidite,
7e 46 A a je sudé. Vypocitite 46 : 2 = 23. Cislo 23 zapiSete do
seznamu za 46 a tak dale. Postupné dostanete zapis posloupnosti:
15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1. Po
18 krocich jste skonéili, protoze jste dosli k &islu 1.

Vyvojovy diagram, ktery jsme vim ukazali, je vic neZ jeden
z prikladd. Je to proslavend, dodnes neroziesena tloha. Neni totiz
znamo, zda existuje takové pfirozené ¢islo, které po vloZeni do na-
Seho vyvojového diagramu da nekoneénou posloupnost, tedy ta-
kovou, ktera nikdy neskondi v 1.

A je Cas pustit se do tloh. Ale ted si uvédomujeme, nezapo-
mnéli jsme odpovédét na Glohu z nazvu pfibéhu - kde vlastné ten
Francouz ztroskotal?

Poznamka. Pfipomeneme, Ze jestliZe z je redlné éislo, pak nej-
vétsi celé ¢islo, mensi nebo rovné &islu z, oznacujeme (z) a nazy-
vame ,celad ¢ast Cisla z“.

Uloha 1. V posloupnosti a;, az, a3, ... najdéte ¢len asz, jestliZe
vite, Ze a; = 13 a

- kdyz ¢islo 3 déli a,
an+1 =<
an + 5 kdyzZ ¢islo 3 nedéli a,,

Uloha 2. V posloupnosti a;, ag, a3, ... najdéte &len aiso, jestlize
vite, Ze a; = 23 a

e kdyz 3 déli a,
Qi1 =< S kdyZ 3 nedéli a,, ale déli ho &islo 2
an + 7 kdyZz ani ¢islo 3 ani 2 nedéli a,,
Uloha 3. V posloupnosti a1, a2, as,... najdéte ¢len aj23, jestlize

vite, Ze a; = 5, a3 =17 a



MATEMATICKE PRIBEHY (7) 7

5 kdyz ¢islo 3 déli a,
An+1 =<
Qn + Qn_1 kdyz ¢islo 3 nedéli a,

Uloha 4. Najdéte &isla a;, az € {1,2,3,4,5,6,7} tak, aby se

posloupnost a;, a2, a3, ... dana predpisem
= kdyz ¢islo 2 déli a,
an+1 =<
On + Gn_1 kdyz cislo 2 nedéli a,

zacyklila co nejpozdéji.
Uloha 5. V posloupnosti a1, az, as, ... najdéte ¢len aisg, jestlize
vite, Ze a; = 31 a
= kdyz ¢islo 3 déli ay,
An+1 = <
(1,73 X ay) kdyz ¢islo 3 nedéli a,

Uloha 6. Kdy? v posloupnosti z pfedchozi tlohy zménime prvni
¢len a;, dostaneme posloupnost, ktera se miize zacyklit aZz po
mnoha krocich. Naptiklad pro a; = 25 se tato posloupnost ne-
zacykli ani v 50. ¢lenu. Najdéte Clen, ve kterém se posloupnost
zacykli.

Uloha 7. Posloupnost a; = 9, az = 11, az = 13, ag = 16, ... je
dana predpisem

3 kdyz ¢islo 2 déli a,
An+1 =<
(k X an) kdyz ¢islo 2 nedéli a,

Najdéte parametr k.

Uloha 8. Posloupnost, jejiz prvni ¢leny maji tvar 50, 25, 35, 49,
69, 97, 137, 193, 272, 136, 68, 34, 17, 24, 12,6, 3,4,2,1,1, 1, ...
je dana predpisem uvedenym v pfedchozi Gloze. Zjistéte hodnotu
parametru k.
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Reseni

Uloha 1. V nasledujici tabulce je vypsano prvnich 13 élenti dané
posloupnosti:

ay a2 a3 a4 as as ar ag ag a0 a1 a2 a3
12 18 6 2 7 12 4 9 3 1 6 2 7

Vidime, Ze v posloupnosti se dale periodicky opakuje osmice cisel
6,2,7, 12,4, 9, 3, 1. Z toho lehce vidime, Ze az2 = a14 = ag = 12.
Uloha 2. Vypisujme &leny dané posloupnosti, aZ se objevi opako-
vani:

@y a2 a3 a4 a5 as a7 ag a9 G110 @11 Q12 Q13
23 30 10 5 12 4 2 1 8 4 2 1 8

Vidime, Ze k zacykleni dochazi u ¢lenu a0 = 4 a v posloupnosti
se dale periodicky opakuje ctvefice ¢isel 4, 2, 1, 8. Tedy naptiklad
ag = A12 = Q16 = """ =Q40 = " = Q120 = *** = A148 = 1. Proto
pak a149 = 8 a ai150 = 4, '
Uloha 3. Vypisujme &leny dané posloupnosti, az se objevi opako-
vani:

@y a2 a3 a4 a as a7 ag a9 ap 0G11 a2 Q13

5 17 22 39 13 52 65 117 39 13 52 65 117

Vidime, Ze k zacykleni dochéazi u ¢lenu a9 = 39 a v posloupnosti
se dale periodicky opakuje pétice ¢isel 39, 13, 52, 65, 117. Tedy
@k+sm = ar pro vSechna k > 3 a vSechna pfirozena m. Odtud
a123 = ag4115 = ag = 117.

Uloha 4. Kdy% prozkouméame viech 49 posloupnosti, zjistime, Ze
k zacykleni v devatém c¢lenu dochézi u t¥i posloupnosti a k za-
cykleni v desatém ¢lenu u dvou posloupnosti:

a a2 a3 a4 as G ay ag ag ajlo

2 3 5 8 4 2 1 3 4 k zacykleni

3 2 5 7 12 6 3 9 12 dojde v 9. ¢lenu
6 1 7 8 4 2 1 3 4 posloupnosti
2 7 9 16 8 4 2 1 3 4 k zacykleni

6 5 11 16 8 4 2 1 3 4 dojdev 10. ¢lenu
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Ve vsech dalsich pfipadech dojde k zacykleni dfive nez v devatém
¢lenu.
Uloha 5. Vypisujme ¢leny dané posloupnosti, a% se objevi opako-
vani:
ay a2 a3 a4 as as a7 ag a9 a0 Q11 QG2 Qi3
31 54 18 6 2 3 1 2 3 1 2 3 1

Vidime, Ze k zacykleni dochazi u ¢lenu ag = 2 a v posloupnosti se
dale periodicky opakuji ¢éleny 2, 3, 1. Tedy a138 = ag+132 = ag = 3.
Uloha 6. Posloupnost se zacykli aZ v ¢lenu ass = 123. Pro tuto
posloupnost plati a; = 25, aj90 = 3424, ay = 30529, azp = 52441,
a4q0 = 3344, aso = 1 107, a1 = 369, Qgy = 123, a3 = 41, asq4 = 71,
Qg5 = 123.

Uloha 7. Pro hledany parametr k plati vztahy:

105 < 9k < 11,5 1,166 < k < 1,277
12,56 < 11k < 13,5 2ze kterych plyne 1,136 < k < 1,227
155 < 13k < 16,5 1,192 < k < 1,269

ResSenim tlohy jsou viechna &isla k z intervalu 1,192 < k < 1,227.
Uloha 8. Postupujeme stejné jako pfi feSeni pfedchozi tilohy. Nyni
pro k plati vztahy

345 < 25k < 355 1,380 < k < 1,420
48,56 < 3bk < 49,5 1,385 < k < 1,414
68,5 < 49k < 69,5 ze kterych, pfi 1,397 < k < 1,418
96,5 < 69k < 97,5 =zaokrouhlenina tfi 1,399 < k < 1,413
136,5 < 97k < 137,5  desetinna mista 1,407 < k < 1,418

192,5 < 137k < 193,5 plyne 1,405 < k < 1,412
271,5 < 193k < 272,5 1,407 < k < 1,412
23,5 < 17k < 24,5 1,382 < k < 1,441
35< 3k< 45 1,166 < k < 1,500

ReSenim tlohy jsou vSechna &isla k z intervalu 1,407 < k < 1,412.
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