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SKOLNI MATEMATICKE ULOHY
STARE 1200 LET (2)

KAREL MACAK

4. Ulohy vedouci na soustavu diofantovskych rovnic!

Ulohy, kterymi se nyni budeme zabyvat, prochézeji déjinami
matematiky od staré Ciny az k Leonardu Eulerovi a pfi vyuce
matematiky se uplathuji dodnes. V dne$nim pokracovani se bu-
deme vénovat pouze tlohdm Alkuinovym, pristé se podividme na
tyto tlohy v Sir§im historickém kontextu.

4.1 Zadani
5. ULOHA O KUPCI SE STO DENAFLY2

Néjaky kupec tekl: Chci za sto dendru nakoupit 100 prasat,
pricemz kanec stoji deset dendriu, prasnice pét dendru a dvé selata
jeden dendr. At Tekne, kdo rozumi, kolik je treba koupit kancu,
kolik prasnic a kolik selat, aby Zddné z téchto dvou cisel nebylo
ant prekroceno, ani zmenseno.

32. ULOHA O OTCI RODINY ROZDELUJ{CciM OBILf

Néjaky otec rodiny meél dvacet éleni rodiny a naridil dat jim
dvacet mévic obili®: natidil, Ze muzi dostanou t¥i mérice a Zeny
dvé a kazdé dité pil mérice. Rekni, kdo mizes, kolik musi byt
muzu, kolik Zen a kolik déti.

!Termin ,diofantovsk4 rovnice“ je zaveden v [8] a proto ho zde respektu-
jeme, i kdyZ bychom se spi3e klonili k terminu ,,diofantické rovnice* (viz napf.
[9]). ‘

2Podle M. Folkertse byl 1 zlaty = 12 denérd.

3Termin ,,otec rodiny* (v originlu: paterfamilias) je t¥eba chépat voln&ji,
spi8 jako hlava rodu (viz dalsi ilohy). Pokud se terminu ,,mé&Fice® (v origindlu
modius) tyle, rizné prameny uvadéji rtizné hodnoty této miry; podle M.
Folkertse se jednalo asi o 12 litrd.
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33, 34. DALST ULOHY

Zadéani téchto uloh je stejné jako v predeslé uloze, ale v Gloze
¢. 33 mé rodina 30 ¢lent a rozdéluje se 30 méric obili, v tloze ¢.
34 ma rodina 100 ¢lentu a rozdéluje se 100 méfic obili.

38. ULOHA O KUPCI KUPUJICIM STO ZVIRAT

Néjaky muz chtél koupit sto zvitat za sto zlatych, pricemz kun
se kupuje za tri zlaté, krava za jeden zlaty a 24 ovci za jeden zlaty.
Rekni, kdo jsi s to, kolik bylo koni, kolik krav a kolik ovci.

39. ULOHA O KUPCI V ORIENTU

Néjaky muzZ chtél za sto zlatych koupit v orientu sto zvirat.
Naridil svému sluhovi, at je velbloud koupen za pét zlatych, osel
za jeden zlaty a dvacet ovci za jeden zlaty. Rekni, kdo chces, kolik
bylo za sto zlatych koupeno velbloudu, kolik osli a kolik ovci.

47. ULOHA O BISKUPOVI, KTERY ROZKAZAL ROZDELIT KLE-
RIKUM DVANACT CHLEBU

Né&jaky biskup rozkdzal rozdélit klerikum dvandct chlebi. Nari-
dil, aby kaZdy knéz dostal dva chleby, kaZdy jahen polovinu chleba
a kazdy lektor cturtinu chleba*; pritom pocet kleriki byl stejny
jako pocet chlebii. Rekni, kdo jsi s to, kolik muselo bijt kné#i, kolik
jahnu a kolik lektori.

4.2 Komentar

Z matematického hlediska je jasné, ze vSechny uvedené ulohy
vedou na soustavu dvou diofantovskych rovnic o tfech neznamych,
kterd musi byt feSena v oboru celych nezdpornych ¢isel. Z vysledk
uvadénych Alkuinem se vSak zda, Ze Alkuin hledal reSeni pouze
v oboru celych kladnych c¢isel a za tohoto predpokladu maji
vSechny uvedené tlohy kromé ulohy ¢. 34 pravé jedno reSeni, coz

4V originalu jsou klerikové oznadeni terminy presbyter, diaconus a lector;
tyto terminy jsou zde pfelozeny v souladu s knihou [10] (str. 166). Obcas
pouzivané oznaceni ,klerik“ pro studenty teologie neni v souladu s oficidlni
terminologii; z hlediska dne$niho cirkevniho prava se kiestan stédva klerikem
az prijetim jadhenského sv&ceni, takZe lektor je dnes jet& laikem ([10], str.
103).
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je zajimavé, protoZe obecné (pochopitelné) mizZe existovat reSeni
vice nebo taky zadné®.

Z rozhovoru s ucliteli ziskal autor tohoto prispévku dojem,
ze uUlohy uvedeného typu se ve Skolské matematice objevuji
i dnes; pfi jejich FeSeni se (asi vétSinou) vyuziva toho, Ze takovou
soustavu lze snadno prevést na jednu diofantovskou rovnici o dvou
nezndmych a dal se (asi vétSinou) pokracuje ve vét$i ¢i mensi
mife ,experimentalné“; pritom se tiSe predpoklada, ze loha ma
aspon jedno feSeni. Na Alkuinové uloze ¢. 34 ukadzeme jednu
moznost takového experimentdlniho postupu, ktery (za jistych
predpokladi) umozni snadno najit v8echna reSeni.

Vénujme se tedy tloze ¢. 34. Ozna¢me m = podet muzi, z =
pocet zen, d = pocet déti. Ulohu pak lze zapsat jako soustavu
rovnic

m+z +d=100,

3m+2z+g=100.

‘Vyndsobime-li druhou rovnici dvéma a od takto upravené rovnice
odefteme prvni, dostaneme rovnici 5m + 3z = 100, kterou lze
upravit na tvar m = 20 — %z Z této rovnice plyne:

a) ProtoZe pocet muzi m musi byt celé ¢islo, musi byt pocet
zen z délitelny péti.

b) ProtoZe pocet muzu i Zen musi byt neziporny, sta¢i dosazo-
vat do posledni rovnice postupné z = 0, 5, ... , 30 a dostaneme
odpovidajici poéty muzi m; zbytek do celkového poc¢tu 100 ¢lenu
rodiny pak tvori déti. VSechna feSeni dané ulohy tedy lze uspora-
dat do tabulky

z = 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30;
m = 20, 17, 14, 11, 8, 35, 2;
d = 80, 78, 76, 74, 72, 70, 68;

Alkuin uvadi pouze feSeni m = 11, z = 15, d = 74.

57 didaktického hlediska je zajimavé, %e v Alkuinové sbirce je védomé& za-
fazena jedna uloha, kterda nemad reSeni; nevede ale na soustavu diofantovskych
rovnic a proto ji uvedeme az pozdéji.
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Uvedeny postup je jednoduchy, ale méa jednu vadu: neni uni-
verzalni. Jestlize puvodni soustavu dvou diofantovskych rovnic
o tfech nezndmych upravime na diofantovskou rovnici se dvéma
neznidmymi r a y

ar + by =c, (1)

pak postup pouzity v predeslém prikladu je efektivni pouze tehdy,
je-li ¢ délitelné aspon jednim z koeficienti a, b; neni-li tato
podminka splnéna, nevede uvedeny postup k cili. To lze ukézat
na Alkuinové uloze ¢&. 5; oznafime-li £ = podet kancu, p =
pocet prasnic a s = pocet selat, pak analogickym postupem jako
v predeslé tloze dostaneme rovnici

19k + 9p = 100, (2)

kterou sice muZeme upravit na tvar

_10_ 9
~ 19 " 19°
nebo na tvar
_ 100 _19
p— 9 9 )

ale to ndm pfi feSeni dlohy vubec nepomuze. Chceme-li tuto
Alkuinovu ulohu resit elementarnimi prostfedky, nezbyva nam nic
jiného nez hledat reSeni rovnice (2) zkusmo; snadno se sice najde
feSeni k =1, p =9 = s = 90 (které uvadi i Alkuin), ale dokazat,
ze je to v mnoziné celych nezdpornych ¢isel reSeni jediné, by bylo
pracné.

Uvedme na zavér tohoto paragrafu je$té Alkuinovy vysledky
zbyvajicich Gloh. U tlohy €. 32 uvadi Alkuin feSeni: 1 muz, 5 Zen
a 14 déti; mozné by jeSté bylo reSeni 4 muzi, zddna Zena a 16
déti, ale — jak uz bylo feceno — Alkuin asi feSeni obsahujici nulu
neuvazoval. U dlohy ¢. 33 uvadi Alkuin feSeni: 3 muzi, 5 Zen a 22
déti (moznych je téZz 6 muzu a 24 déti, ale bez Zen). V tloze ¢. 38
si kupec podle Alkuina koupil 23 koni, 29 krav a 48 ovci (evidentni
reSeni ulohy spocivajici v zakoupeni 100 krav a ni¢eho jiného
zfejmé neodpovidalo Alkuinovym prestavam), v tloze ¢. 39 si
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kupec koupil 19 velbloudi, jednoho osla a 80 ovci (evidentni reSeni
se 100 osly a niéim jinym nebylo zfejmé uvazovano). ReSenim
tlohy €. 47 je podle Alkuina 5 knézi, 1 jahen a 6 lektor; reSeni se
4 knézimi, 8 jadhny a Zadnym lektorem nebylo asi uvazovano.

4.3 Dvé véty

Jak pravi basnik, trocha teorie nikoho nezabije, a tak se
pokusime ukézat prijatelny teoreticky postup, ktery by umoznil
doplnit experimentalni pfistup k reSeni 1loh uvedeného typu
odpovédmi na dvé otazky, které se objevily v pfedeslém paragrafu:

1) Jak pozname, Ze rovnice (1) viibec mé celoc¢iselné reSeni 7

2) JestliZe rovnice (1) mé celodiselné feSeni a my jsme jedno
takové reSeni experimentalné nalezli, 1ze néjak jednoduse vyjadrit
vSechna ostatni celo¢iselnd feSeni ?

Odpovéd na tyto otazky lze najit napf. v jiz zminéné knize [9]
na str. 200 a nasl., ale tam je cely problém formulovdn pomérné
obecné a pri jeho reSeni se vychazi z pojmu kongruence, ktery
ve Skolské matematice neni bézny. Jednodussi pohled na uvedené
otazky lze najit v kniZce [11], kde se vychdzi z pojmu délitelnosti;
tento pojem se ve $kolské matematice objevuje pomérné brzo a lze
s nim tedy pracovat. Z této knizky ocitujeme dvé véty (v ponékud
pozménéné formulaci, abychom nemuseli zavadét dalsi symboly),
které odpovidaji na obé naSe otazky.

Oznac¢me pismenem D nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a, b.

Véta 1 ([11], str. 31, véta 9). Rovnice (1) mad celociselné resent
tehdy a jen tehdy, je- li cislo c délitelné cislem D. B

Véta 2 ([11], str. 35, véta 10). Ma-li rovnice (1) celociselné
reseni xo, Yo, pak mnozina vsech celociselniyjch feseni rovnice (1)
je urcena vztahy

=1 —t,
T 0+D

a
y=Y% -t
kde t probtha mnoZinu celych cisel. B
Domnivame se, Ze uvedené dvé véty jsou prijatelné jako teo-
reticky doplnék k experimentalnimu feSeni tiloh uvedeného typu
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a nebudeme tuto otézku dale rozvadét; poznamenejme jenom na
zavér, ze v knizce [11] je uveden i algoritmus k nalezeni polatec-
niho feSeni zo, yo vychazejici ze znamého Eukleidova algoritmu
k nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou ¢isel.

5. Uloha nemajici feSeni

Nebudeme se zde zabyvat otdzkou, zda je vhodné zadavat
zédkum bez predchoziho varovani tlohy, které nemaji feSeni; roz-
hodné to neni prili§ obvyklé. Lze proto povaZzovat za prekvapivé,
ze v Alkuinoveé sbirce se jedna takova iloha objevuje; je to nésle-
dujici tloha €. 43.

43. ULOHA O VEPRICH
Néjaky cloveék mel 300 vepru (nebo 30 vepii) a nafidil je porazit
ve trech dnech tak, aby kaZdy den byl porazZen lichy pocet vepri.

Ma 7ici, kdo muZe, jak lze porazit takovym zusobem 300 nebo 30
vepTi ve trech dnech.

Uloha nemé feSeni® a Alkuin to v&dél; podle jeho nizoru ma
tloha slouzit jen ke karani chlapci’.
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Pokracovdni priste.

6[12], str. 150 (IX/23) KdyZ se nékolik lichych ¢isel secte a pocet jejich
jest lichy, téZ celek bude lichy.
"Haec fabula est tantum ad pueros increpandos.



