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SKOLNI MATEMATICKE ULOHY
STARE 1200 LET (3)

KAREL MACAK

6. Historicky komentar k ,,diofantovskym* tloham

Alkuinovy ulohy vedouci na soustavu dvou diofantovskych
rovnic o tfech neznadmych (viz minulé pokrac¢ovani) maji dlouhou
historii, kterou budeme v dne$nim pokracovani ilustrovat na
prikladech z rtznych c¢asovych obdobi a zemépisnych oblasti.
I kdyz budeme stale mluvit o diofantovskych rovnicich, vibec zde
nebude fe¢ o Diofantovi z Alexandrie (okolo r. 250 n.l.), a to ze
dvou duvodi:

a) Prvnim je davod historicky: v Alkuinové dobé& nebyly
Diofantovy spisy v Evropé znamy ([3], str. 293) a Alkuin tedy
nemohl byt Diofantem ovlivnén.

b) Druhym je diivod matematicky: Alkuinovy tlohy pfedstavuji
,prakticky“ motivované slovni Glohy vedouci na soustavu linear-
nich diofantovskych rovnic, kterd ma byt reSena v oboru celych
kladnych ¢isel; takové tlohy vSak v Diofantovych spisech vibec
nejsou studovany (viz napt. [13], str. 195 a ndsl.). , Prakticka“
slovni Gloha se u Diofanta vyskytuje jen jedna, linedrnimi rovni-
cemi se nezabyval viibec a pokud se dnes obéas objevuje tvrzeni,
ze Diofantos hledal feSeni rovnic v oboru celych &isel (napf. [9],
str. 200, [11], str. 29), pak toto tvrzeni neni historicky podloZené,
protoze Diofantos hledal feSeni rovnic v oboru raciondlnich neza-
pornych éisel.

Lze tedy fici, Ze Alkuinova sbirka nem4 s historickym Diofan-
tem nic spole¢ného, a proto Diofanta ponechame stranou.

6.1 Cinskd matematika

Cinsk4 matematika Alkuina uré&ité piimo neovlivnila, predsta-
vuje v8ak nejstarsi zdroj uloh onoho typu, kterym se Alkuin za-
byval. Pomérné podrobny vyklad o ¢inské matematice (takika 80
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stranek) lze najit napf. v [14] a z tohoto vykladu zde budeme
vychézet.

Ulohy vedouci na diofantovské rovnice se objevuji jiz v zéklad-
nim spisu staré ¢inské matematiky, ktery je nazyvan Matematika
v deviti knihdch; tento spis shrnuje vysledky dosaZené ¢inskymi
matematiky v prvnim tisicileti pfed n.l. Udajné byl sepsan v r. 152
pr.n.l., nejstar$i dochované edice v8ak pochézi az z r. 263 n.l. Z hle-
diska Alkuinovy sbirky je vSak zajimava az tzv. ,4loha o driubezi“,
ktera vznikla pravdépodobné na konci druhého stoleti n.1.% ([14],
str. 81):

ULOHA O DRUBEZI

Kolik je mozné za sto minci koupit kohout, slepic a kurat, je-li
jich dohromady sto a stoji-li kohout pét minci, slepice ctyri mince
a Ctyri kurata dohromady jednu minci ?

Oznadime-li k pocet kohoutd, s pocet slepic a r pocet kurat,
pak tloha vede na soustavu rovnic

k +s +r=100,
5k+4s+£—=100.

Cen Luan uvadi feSeni k = 15, s = 1 a r = 81; analogicky jako
Alkuin neuvaZuje feSeni k = 0, s = 20 a r = 80. Uvadi i dalsi
variantu této ulohy, pfi které kohout stoji ¢tyri mince, slepice
stoji tfi mince a tfi kurata jsou za jednu minci; u této varianty
uvadi pouze feSeni k = 8, s = 14, r = 78, i kdyz existuje dalsi
feSeni neobsahujici nulu k¥ = 16, s = 3 a r = 81 (a navic feSeni k
=14, § =25, r = 7).

Podobnost s Alkuinem je ocividna. Je ovSem tfeba uvést, ze
¢insti matematici dogli déle, protoZe jiny &insky matematik Cang
Cchiou-tien, Zijici pravdépodobné rovnéz ve druhé poloviné 6.
stoleti, uvadi dalsi variantu této ulohy, pri které kohout stoji pét

6N&kdy se taky nazyva tlohou o ptacich. Nejstarsi dochované zdznamy
o této tloze vdak pochézeji aZ z druhé poloviny 6. stoleti od Cen Luana ([14],
str. 81).
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minci, slepice tfi mince a tfi kurata jednu minci, a uvadi vSechna
reSeni neobsahujici nulu:

kK = 4, 8, 12
s = 18, 11, 4;
r = 78, 81, 84;

navic existuje jesté reSeni k = 0, s = 25, r = 75.

Uloha o dribezi vznikla v Cing, odtud pronikla do Indie a déle
k Arabim. Arabskou matematikou mohl byt Alkuin ovlivnén
a proto se nyni budeme vénovat jednomu spisu arabskému.

6.2 Arabskda matematika’

Nejprve kratce pripomenme néktera zakladni historickd fakta
tykajici se kontakti mezi Araby a franckou ¥i8i. Jak uz bylo fe¢eno
na zacatku, Alkuin pasobil na dvore Karla Velikého, ktery panoval
ve francké 1isi v letech 768 - 814. V té dobé Arabové ovladali celé
severni pobrezi Afriky a takrka cely Pyrenejsky poloostrov, takze
byli sousedy Franki. V dalekém Bagdadu panoval v letech 786 —
809 chalifd Hartn ar-Rasid (znamy z Pohddek tisice a jedné noci),
ktery byl v diplomatickych kontaktech s Karlem Velikym ([2],
str. 278, [14], str. 179). Alkuin tedy mohl mit n&jaké informace
o arabské matematice; tomu by nasvédcoval i vyskyt velblouda
v zadani tlohy ¢&. 39 (viz minulé pokrafovani tohoto ¢lanku)d.
Budeme se ted proto chvili vénovat jednomu arabskému spisu
obsahujicimu tlohy vedouci na soustavy diofantovskych rovnic.

Timto spisem je Kniha aritmetickych kuriozit, jejimz autorem je
Abt Kamil® Zijici pfiblizné v letech 850 - 930. Uvedeny spis tedy
nemohl primo ovlivnit Alkuina, ktery Zzil dfive, ale Abi Kéamil

"Pokud se historie arabské matematiky tyce, je ji v&novéno takika 150
stran v knize [14].

8M. Folkerts oviem upozoriiuje na to ([1], pozndmka 113 na str. 33), Ze
velbloudi (fasto spoletné& s osly a ovcemi) se vyskytuji i v textu Starého
zakona, ktery Alkuin jist& dobfe znal, takZe z vyskytu velblouda v tloze &. 39
nelze délat Zzadné ukvapené zévéry.

9Podle [14], str. 218 bylo jeho plné jméno Abu Kamil SudZ4 ibn Aslam
Ibn Muhammad al-Hésib al-Misri.
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zahajuje svij spis konstatovanim, Ze pouze resi Glohy, které jsou
vSeobecné znamy; je tedy mozZné, Ze néjaké poznatky o tomto typu
uloh mohly z arabského svéta proniknout uz dfive i k Alkuinovi.
Abu Kamiliv spis predstavuje vlastné sbirku Sesti feSenych
tloh motivovanych prodejem ruznych ptdku slouZicich ziejmé
k jidlu'®; vSechny tlohy vedou na feSeni soustavy dvou diofan-
tovskych rovnic o tfech aZ Sesti neznamych a Aba Kamil vzdy
uvadi vSechna reSeni, neuvaZuje vSak reSeni obsahujici nulu. Pii-
slu$né soustavy pro ¢tyfi z téchto Sesti loh jsou uvedeny v knize
[14] na str. 231 - 232; jednd se o Abt Kémilovy tlohy €. 1 (mé
jedno feseni), €. 2 (m4 Sest feSeni), ¢. 5 (nemé celoliselné reSeni !)
a ¢. 6 (mé& 2676 feSeni a Abt Kamil na ni zfejmé byl obzvlast
hrdy, protoZe na ni hned v Gvodu svého spisu dvakrat upozor-
fiuje). Uvedme zde proto na ukazku t¥eti tlohu, kterd v [14] neni
uvedena; vychazime pritom z némeckého piekladu Abi Kémilovy
sbirky [15].
ULOHA O PTAcicH

Jak budes pocitat, kdyZ dostanes sto drachem a je ti feceno: kup
za to sto ptdki Ctyr druhu, totiZ kachny, vrabce, holuby a kurata,
kachnu za ¢étyri drachmy, deset vrabcu za jednu drachmu, dva
holuby za jednu drachmu a kufe za jednu drachmu ?

Oznacdime-li k¥ = poéet kachen, v = poéet vrabcli, h = pocet
holubi a r = pocet kurat, pak tloha vede na soustavu rovnic

k +v +h+7r=100,

e+ — 10,

10 2
Odecteme-li prvni rovnici od druhé, dostaneme
9 h
3k o= ’l—O’U = 5 == ) y
z ¢ehoz plyne
k = —3—v + L
100 6

10prod4vaji se kufata, kachny, holubi, holubi h¥fvn4é&i, skfivani a vrabci.
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ReSeni tlohy tedy jist& nalezneme, bude-li podet vrabcii déli-
telny deseti a souasné pocet holubu délitelny Sesti, z ¢ehoZ do-
stava Abt Kamil vychozi feSeni v = 10, h = 6, k =4 a r = 80. Dal
pokracuje takto: klade postupné h = 6, 12, ... , 66 a pfi pevném
h dosazuje postupné v = 10, 20, ... . Pro dané h a v tak naléza
v8echny mozné hodnoty k (které se postupné zvysuji) a r (které
postupné klesaji); dosazovani kon¢i ve chvili, kdy by pocet kurat
r < 0. Timto postupem najde 44 reSeni, pii kterych jsou poclty
vSech ptaku kladné.

ReSeni tlohy vSak také nalezneme, bude-li pocet vrabct déli-
telny péti a soucasné pocet holubt délitelny tfemi, z ¢ehoz dostava
Abu Kamil vychozi feSeni v = 5, h = 3, k = 2 ar = 90. Ana-
logickym postupem jako v predes$lém pripadé najde 54 reSeni, pri
kterych jsou pocty vSech ptaku kladné, takZze celkem dospiva k 98
fesenim dané dlohy'!.

Poznamenejme jesté, ze ve Ctvrté tloze, kterd rovnéz neni
uvedena v [14], fesi Abti Kamil podobnou soustavu dvou rovnic
o Ctyfech nezndmych, kterd ma 304 feSeni. Z uvedenych fakti
je ziejmé, ze ulohy reSené arabskymi matematiky byly daleko

VVVVVV

dale nez Alkuin, protoze uméli najit vSechna feSeni.

6.3 Ceské tilohy

I kdyz cilem tohoto ¢lanku neni sledovani historie tloh vedou-
cich na diofantovské rovnice, prece jen povazujeme za vhodné po-
znamenat, Zze nejednu takovou tlohu lze najit i ve starych ¢eskych
ucebnicich. Zajemci o tuto problematiku mohou nahlédnout na-
ptiklad do skript [16], ze kterych zde ocitujeme jednu talohu.

Uloha pochézi z nejstarsi eské ucebnice, kterd vysla v r. 1530
v Norimberku. Jejim autorem byl Ondiej Klatovsky a jeji nazev
byl ([16], str. 31)

»INowé knijzky wo poctech na cyfry a na liny, pri tom niekteré
welmi uzitecné regule a exempla mince rozlicné, podle biehu ku-
peckého kritce a uZitecnie sebrand skrze price a ndklad Wondreje

11 P¥esn& vzato, Abtt Kamil dvé& feSeni piehlédl; podle n&j m4 tloha 96
feSeni, ale v pouZitém némeckém piekladu je na tuto chybu upozornéno.
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Klatowskéeho“.
Piiklad, ktery nés zajim4, je néasledujici ([16], str. 44):
ULOHA 0 KVASU!2

26 osob na jednom kvasu propilo 88 penizu bilyjch. Pti tom kvase
byli muzi, Zeny a panny; z muzu jedna osoba ddti méla 6 penizu,
z Zen 4 penizy a z panen jedna 2 penizy. Otdzka: kolik jest pri tom
cechu aneb kvasu muzu bylo, kolik Zen, kolik panen ?

Oznacime-li m = pocet muzi, z = pocet Zen a p = pocet panen,
pak snadno zjistime, Ze z prislu$né soustavy dvou rovnic o tfech
neznamych lze ziskat rovnici

z =18-2m,

kterd vede k néasledujici tabulce vSech reSeni alohy:

m = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9
z = 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2, O0;
p = 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17.

Klatovsky uvadi pouze feSeni s 6 muzi a s 8 muzi.

6.4 Eulerova ,,Algebra*

Leonhard Euler (1707 - 1783) patfi nesporné mezi nejvyznam-
néjsi postavy v dé€jindch matematiky. Povazujeme proto za vhodné
na zaveér tohoto malého historického prehledu uvést, ze do II. dilu
své ucebnice Vollstindige Anleitung zur Algebra, kterd byla na-
psdna v r. 1767, zaradil i kapitolu obsahujici pét tloh vedoucich
na nalezeni celoéiselného nezdporného reSeni soustavy dvou di-
ofantovskych rovnic!3. Uvedeme zde pouze prvni z téchto tloh,
protoze je nejjednodussi a navic je velice podobnd tloze Ondreje
Klatovského uvedené v predeslé ¢asti.

12V [16] nem4 tiloha #4dny nazev, takZe jsme byli nuceni ndzev vymyslet.

13Vychézime zde z anglického vydéni [17], které je reprintem vydéni z r.
1840. Je k nému pfipojena tvodni stat C. Truesdella z r. 1972, ve které se
uvadi (str. XXXIII), Ze tato Eulerova udebnice je po Eukleidovych Zdkladech
nejétenéjsi matematickou knihou v histori; odtud také prebirdme tidaj o roku
vzniku této Eulerovy knihy.



148

KAREL MACAK

ULOHA O HOSPODE!

Tricet lidi, muzi, Zeny a déti, utratilo 50 korun v hospodé.

Utrata muze jsou 8 koruny, ttrata Zeny je 2 koruny a ditéte 1
koruna. Kolik bylo muzu, Zen a déti?

Uloha je natolik podobné tloze Ondieje Klatovského, Ze nepo-
vazujeme za nutné podrobnéji ji rozebirat. Analogicky jako u Kla-
tovského vede k rovnici

z =20-2m

a tabulka vSech moznych reSeni u Eulera vypadéa takto:

[13]
(14]

[15]

[16]

[17]

o0 1, 2, 3 4, 5 6 7, 8 9, 10
20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2 0
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.
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Pokracovani pristé.

14y [17] nem4 tloha #4dny nézev, takZe jsme byli nuceni nizev vymyslet.



