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Exkurze do svéta vyssi dimenze

Christian Genest, Johanna Genest Neslehovd

Abstrakt. Trojrozmérny svét je pro nas tak prirozeny, ze si lze jen obtizné predstavit a popsat
vesmir ve Ctyfech nebo vice dimenzich. Pojdme spolecné poodhalit zavoj tohoto tajemstvi
a prozkoumat vlastnosti vicerozmérnych analogii krychle a koule.

1. Uvod

Pfi pohledu na ¢tvereckovany papir jste se mozna zamysleli nad tim, jak by mohl vypa-
dat zivot bytosti Zijicich na jeho povrchu. Byly by si védomy tietiho rozméru? Podatilo
by se nam je presvédcit o jeho existenci a primét je, aby si jej predstavily? Podobné
otazky si kladl anglicky uc¢itel Edwin A. Abbott (1838-1926) ve svém dile matematické
fikce z roku 1884, nazvaném Flatland [1], dostupném také v Ceském prekladu z roku
2013 pod ndzvem Plochozemé: Romdn mnoha rozmeéri [2].

V této knize vystupuje ¢tverec obdareny védomim. Popisuje zivot v roviné a pred-
stavuje si, jak by to mohlo vypadat v jednorozmérné krajiné Primkozemi a jak by
slo presvédcit jeji obyvatele, coz jsou tisecky, o existenci druhé dimenze. V Abbottové
romanu se nasledné objevuje trojrozmérna koule, pochazejici z Prostorozemeé, ktera se
snazi ¢tverci vysveétlit, ze je néco vice nez kruh. Jakmile si toto ¢tverec uvédomi, odvazi
se jit dél a s ruznou mirou dspéchu si predstavit, jak by mohla vypadat ¢tvrtd dimenze.
Jeho spoluobyvatelé jej nicméné odsoudi jako kacite a ¢tverec skonéi ve vézeni.

Matematika nam nastésti umoznuje studovat vlastnosti svéta s vice nez tremi pro-
storovymi rozméry beztrestné. Ani tak ale neni snadné takovy svét znazornit. Zde se
0 to pokusime tim, ze budeme zkoumat vlastnosti krychle a koule ve vyssi dimenzi.

2. Krychle a jeji konstrukce

Krychle je predmét, ktery dobie zndme. Vytane ndm na mysli napiiklad hraci kostka,
které se ve staroveké rectiné rikalo kubos. Krychle se také nazyva Sestistén a je jednim
z péti pravidelnych platénskych téles. Jak je vidét na obrazku 1, méa 6 stén, 12 hran
a 8 vrcholti. Viechny hrany krychle majf stejnou délku ¢ a jeji objem je roven c3.

V jednorozmeérném a dvourozmeérném svété jsou analogiemi takovéto krychle tsecka

o délce ¢, respektive Ctverec o strané délky c. Mtizeme je vidét rovnéz na obrazku 1, kde
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Obr. 1. Postup konstrukce hyperkrychle

je znézornéno, jakym procesem lze prejit od jednoho utvaru ke druhému. Chceme-li
napriklad zkonstruovat ¢tverec z tisecky, musime tseckou pohybovat ve sméru kolmém
na jeji puvodni pozici.

Useéce zijici v Primkozemi se to snadnéji fekne, nez udéla, protoze jejf svét je jed-
norozmeérny. Kdo se mize pohybovat jen dopredu nebo dozadu, ten netusi, co znamena
pojem ,kolmice“ nebo vyraz ,otocit se o 90 stupnu“. A podobné, jak by mohl ¢tverec

stoupat kolmo k zemi v rovinném svété, kde neni zadny vrsek ani spodek?
3. Teserakt a jeho reprezentace

Jak tézké je predstavit si vicerozmérny svét nam v plné mite dojde, az kdyz se pokusime
znazornit ¢tyrrozmérnou krychli, jiz se také iika ,teserakt®. Obrazek 1 sice ilustruje
postup jeji konstrukce, nicméné ndm neumoznuje vizualizovat vysledek, protoze chybi
¢tvrty rozmeér.

Specidlni a obecnd teorie relativity Alberta Einsteina (1879-1955) zpopularizovala
myslenku, ze ¢tvrta dimenze je ¢as. Tato analogie je vSsak nedokonald, jelikoz cas se
neméri ve stejnych jednotkach jako prostorové dimenze a jen tézko si predstavime,
v jakém smyslu by na né mél byt kolmy. Navic je ¢asoprostor zakiiveny, tedy neeu-
kleidovsky. A uz viitbec ndm tato myslenka nepomuze, pokud si chceme predstavit svét
o péti a vice dimenzich.

Chceme-li se pokusit porozumét povaze teseraktu nebo jakéhokoli jiného objektu
v dimenzi d = 4, jsme omezeni na pozorovdni pouhych projekci, tedy stint, které
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tyto objekty vrhaji do naseho svéta, jsou-li osvétleny pomyslnym sluncem umisténym
yvertikalné® za nimi.

Ctverec o strané délky ¢, kterj promitdme na pifmku rovnobéznou s jednou z jeho
stran, se zredukuje na usecku délky c. Jeho stin tedy muzeme vidét v Primkozemi.
Pokud se pak ¢tverec otaci kolem svého stredu, jeho stin zustava useckou. Jeji délka
oviem plynule osciluje mezi ¢ a v/2¢, pficemz maximalni hodnoty je dosazeno pod
thlem 45 stupnii. Predstavte si, jak by byla obycejna tsecka s fixni délkou prekvapena,
kdyby potkala bytost, jejiz délka se takto libovolné méni!

Popsat vsechny mozné projekce krychle, ktera se otaci kolem svého stredu, do ro-
viny, je pékné cviceni z eukleidovské geometrie. Jak by ale mohly vypadat projekce
4D krychle? Tato otazka fascinovala mnoho védcu a umélcti, véetné anglického ma-
tematika a autora sci-fi Charlese Howarda Hintona (1853-1907), kterému vdééime za
termin ,teserakt®. Americka historicka uméni Linda Dalrymple Hendersonova (1948-)
vénovala ¢tvrté dimenzi a neeukleidovské geometrii v modernim uméni celou knihu [6].

Obrazek 2 ukazuje 3D reprezentace teseraktu. Na obrdzku 2 (vlevo) je Schlegeluv
diagram, tedy projekce teseraktu z urcitého vnéjsiho bodu skrz jednu z jeho stén. Pro
srovnani mizeme na obrazku 2 (uprostied) vidét 2D Schlegeliv diagram 3D krychle.
Obrézek 2 (vpravo) zachycuje rozvinuti teseraktu do 3D, které malif Salvador Dali
(1904-1989) zakomponoval do svého obrazu Corpus Hypercubus (1954).

Obr. 2. Vlevo: Schlegeliiv diagram teseraktu ve 3D. Uprostied: Schlegeltiv diagram krychle
ve 2D. Vpravo: Kriizovy objekt

Ze Schlegelova diagramu zobrazeného na obrazku 2 (vlevo) vidime, ze teserakt
ma 16 vrchold, 32 hran, 24 ¢tvercovych rovinnych stén a 8 trojrozmérnych krychlo-
vych stén. Posledni jmenované jsou zakladnimi prvky kifizového vzoru na obrazku 2
(vpravo). Jednoduché vypocty ndm také umozni ovérit, ze objem (ve 4D) teseraktu
(ve 4D) je ¢*, jeho vngjsi povrch (ve 3D) je 8¢3 a jeho celkovéd plocha (ve 2D) je 24c?.

Tyto vypocty se daji prenést na analogii krychle v jakékoli dimenzi, tedy na takzva-
nou ,hyperkrychli* neboli ,,nadkrychli“. Pouzivaji se k tomu rovnice objevené némec-
kym geometrem Maxem Dehnem (1878-1952) a zobecnéné skotskym matematikem
a astronomem Duncanem Sommervillem (1879-1934). Némec Manfred Mohr (1938-)
je jednim z umélch, ktefi se zajimaji o projekce hyperkrychle; viz obrazek 3. Také
vztahy mezi hyperkrychli a hypersférou jsou zajimavé a leccos o mnohorozmérném
svété prozradi.
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Obr. 3. Dilo P-499-Am ze série Laserglyphs, vytvorené roku 1993 Manfredem Mohrem. Je
zalozené na ortogondlnich projekcich Sestirozmérné jednotkové krychle, nebo-li hexeraktu, do
roviny. 15 lomenych &ar predstavuje d(d —1)/2 = 15 projekei jedné z 24 1d! = 23 040 moznych
trajektorii podél hran, které spojuji dva protilehlé vrcholy, tedy vrcholy, mezi kterymi lze vést
jednu z 2471 = 32 diagonal délky Vd [lakovand ocel, 15 ¢4sti, 120 x 540 cm, reprodukovano
se svolenim umélce]

4. Hypersféra vepsana hyperkrychli

Sféra je dalsim znadmym objektem v naSem vesmiru. Je to povrch dokonale kulatého
mice naseho détstvi. Matematicky je to mnozina bodu v prostoru, které maji od da-
ného stredu stejnou vzdalenost. Pokud jde o téleso ohranic¢ené touto plochou, nazyva se
vétsinou ,koule“. Stejné definice plati v jakékoli dimenzi, proto terminy ,hypersféra“
a ,hyperkoule“. Pro zjednoduseni vykladu zde budeme mluvit pouze o krychlich, sfé-
rach a koulich, pricemz v pripadé potieby upresnime dimenzi.

V jedné dimenzi neni analogii koule o poloméru c se stfedem v poc¢atku nic jiného
nez tsecka [—e¢, c]. Splyva tedy s krychli o hrané délky 2¢ a stejném stiedu. V Prim-
kozemi tedy nelze viibec rozlisit mezi kouli a krychli! Ve 2D je kouli kruh ohranic¢eny
kruznicf vepsanou étverci [—¢, c]?. Termin ,vepsand® zde odkazuje na skuteénost, Ze
strany ¢tverce jsou tefnami ke kruznici; viz obrézek 4 (vlevo). Tento ¢tverec se stiedem
v pocéatku je tedy nejmensi mozny ¢tverec obsahujici kruh. Stejnad konstrukce funguje
ve vSech dimenzich; viz obrézek 4 (vpravo) zndzornujici situaci ve 3D.

Obr. 4. Vlevo: Kruznice vepsana ¢tverci. Vpravo: Sféra vepsana krychli
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Je ztejmé, ze objem koule o poloméru ¢ v dimenzi d je vzdy mensi nez objem
krychle o hrané 2¢, protoze koule je vepsana krychli. Kupodivu se vsak podil krychle,
ktery koule zaujimé, zmensuje s rostouci dimenzi. M4 napriklad hodnotu 1 v dimenzi
d =1 (protoze koule a tisecka se shoduji), 7/4 v dimenzi d = 2 a w/6 v dimenzi d = 3.
Ve velmi vysokych dimenzich se nakonec stane zanedbatelnym!

Predstavme si, ze rovnomérné ndhodné vybereme bod (Xi, ..., X4) v krychli
[—c, ¢]?. Abychom toho docilili, je tieba zvolit ndhodné X; z intervalu [—c, ], poté
udélat totéz s X, nezdvisle na X; a tak déle véetné X,4. Pokud X7 + ...+ X3 < 2,
bude vysledny bod také prvkem koule. VSimnéme si, ze k tomu muze dojit pouze
v ptipadé, Ze je nanejvyse jeden ¢len souctu vétsi nez ¢2 /2. V opaéném pifpadé bychom
dostali X +...4+ X2 >2¢2/2 = c?, bod by tedy v kouli nelezel.

Jelikoz pro kazdé i je pravdépodobnost P(a £ X; £ b) = (b— a)/(2¢), dostdvame

P(X2>c2/2) =1-P(—cvV2 < X; S 2/V3) =
1—{¢/V2 = (=¢/V2)}/(2¢) =

=1-1/v2~0,293.

V dutsledku toho je Sance, Zze bod (Xi, ..., X4) bude prvkem koule, mensi nez
pravdépodobnost, Ze po d vzajemné nezavislych pokusech s pravdépodobnosti tspéchu
1/ V2 & 0,707 nastane nejvyse jeden netispéch. Matematicky Feceno, mame

P(XZ+...+X2=<¢%) <(0,707) 4 d(0,293)(0,707)4 .

Vyraz napravo je funkci klesajici v d = 3 a rychle jdouci k nule. Pro d = 20 m4 hodnotu
0,009 a pro d = 100 hodnotu 3,768 x 1014,

Uzitim integralniho poc¢tu muzeme navic ukazat, ze v dimenzi d je objem koule
o poloméru ¢ dan vztahem!

Vol (S.) = ¢?n/2/T(d/2 + 1), (1)

kde I' je Eulerova funkce gama, ktera zobecnuje faktorial. Podil objemu krychle, ktery
koule zaujima, je tedy dan vzorcem

274r 2 /1(d/2 4+ 1). (2)

Hodnota tohoto poméru je pro prvnich devét dimenzi d uvedena v tabulce 1. Vidime,
ze rychle klesa, a je snadné ovérit, ze se blizi k nule pro d jdouci k nekonec¢nu.

Dimenze 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pomeér 1 0,78 0,524 0,308 0,165 0,081 0,037 0,016 0,006

Tab. 1. Hodnota poméru (2) pro d od 1 do 9

ISymbolem Vol (M) znaéime objem mnoziny M.
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5. Neintuitivni vysledek

Jiny zpusob, jak se na véc podivat, je vSimnout si, ze s rostouci dimenzi d se nejmensi
mozna krabice, do které lze zabalit kouli o objemu 1, neustéle zvétsuje. Duvodem je,
7e s rostoucim d vznika v 2¢ rozich krychle [—c, ¢]¢ vice a vice volného prostoru a ze se
pocet rohu neustdle zvétsuje. A presto je jeji obsah — predstavme si naptiklad kiehkou
kristalovou kouli — v mistech dotyku $patné chranén.

Chceme-li poslat postovni zasilku v Plochozemi bezpeéné, muZeme ¢tverec [—c, ¢
rozdélit na Ctyri stejné ¢asti podél os a do kazdé z nich vepsat kruznici o poloméru c,
jak je zndzornéno na obrazku 5 (vlevo). Tyto ¢tyfi kruhy si lze predstavit jako poly-
styrenové disky chranici pred ndarazem centralni disk, jehoz polomeér je prave tak velky,
aby se dotykal vsech ¢tyr kruht a nedochézelo tak k jeho posunu pri preprave.

Jelikoz je kazdy ze ¢tyt bilych kruhii vepsan do ¢tverce o strané ¢, méri jeho pramér
¢ jednotek. Z Pythagorovy véty tedy dostaneme, ze vzdédlenost mezi pocatkem a li-
bovolnym vrcholem &tverce je v/2¢. Polomér centralniho kruhu je tedy roven poloviné

7 V2c — ¢, Gli (V2 —1)c/2.

]2

Obr. 5. Vlevo: Dobfe zabalend zésilka. Centralni kruh o poloméru (v/2 — 1)¢/2 se dotyka étyt
bilych kruhti o poloméru c se stiedy v bodech (+¢/2, +¢/2). Vpravo: Ekvivalentn{ konstrukce
ve 3D

Stejnou konstrukci 1ze zfejmé provést v jakékoli dimenzi. Kdyz je d = 3, chrani
zgsilku osm polystyrenovych kouli o poloméru ¢, jak vidime na obrézku 5 (vpravo).
Polomér centrélni koule je viak nyni (v/3 — 1)¢/2, protoze nejdelsi tihlopficka krychle
[0, ¢]? je podle Pythagorovy véty rovna odmocniné z c? + ¢? + ¢2. V obecném pifpadé
plati, ze se pocet polystyrenovych kouli rovné poétu vrcholi krychle, tj. 2%, a polomér
centrélni koule je (vd — 1)¢/2.

Az potud by to slo. Zdanlivy paradox vsak nastava, kdyz zjistime, ze v dimenzi
d = 9 se centralni koule dotykd hyperkrychle a v jakékoli dimenzi d = 10 se dokonce
¢ast jejiho objemu nachézi mimo krabici. Pékné baleni! Objem centrélni koule navic
nakonec presdhne objem krychle. Shohem, intuice! Ve skutecnosti pro d — oo plati

I'(d/2+1)
coz muzeme overit pomoci Stirlingovy aproximace. Obrazek 6 ukazuje chovani loga-

ritmu tohoto zlomku v zavislosti na d. Kolem d = 1 200 uz je podil vétsi nez 1 a posléze
sméruje k nekonecnu.
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Obr. 6. Graf logaritmu zlomku z vyrazu (3) v zdvislosti na d

Nehledejte chybu. Neni tam. Problém je v nasi hlavé, ne v matematice. Abyste se
o tom presvedcili, podivejte se na obrazek 7, ktery znazornuje dvé 3D reprezentace
hyperkrychle v dimenzi 16. Zatimco prvni z nich je v souladu s nasi intuici, druha je
prekvapiva.

Obr. 7. Dvé 3D reprezentace hyperkrychle v dimenzi 16

Navic se ukazuje, ze se velka ¢ast objemu koule v dimenzi d nachéazi daleko od
pocatku. Vezmeme-li vrstvu tloustky a na okraji koule o poloméru r, jak ukazuje
obrazek 8, bude pomér objemu, ktery vznikly prstenec zaujimd, dan vzorcem

1—Vol(S,_4)/Vol(S,) =1~ (r —a)?/r" (4)
F
ct—
a

N

Obr. 8. Vnéjsi vrstva koule o poloméru r tloustky a
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Vidime, ze at uz uvazime jakékoli a < r, bude se hodnota tohoto vyrazu s rostoucim d
blizit jedné. Pravé tato skutecnost v kombinaci s povahou hyperkrychle odhalenou na
obrazku 7 poméha osvétlit paradox.

6. Dalsi prekvapivy vysledek
Pokud jste si mysleli, ze jste vSemu porozuméli, nenechte se mylit. Predstavime nyni

dalsi paradox, ktery se tyka akumulace hmoty ve velmi tizkém pasu kolem rovniku
mnohorozmeérné koule.

Obr. 9. 3D reprezentace polokoule Hy a mnoziny Ag bodu, jejichz prvni souradnice z1 je

mezi k/v/d—1al

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze nase koule ma polomeér 1. Zafixujme
¢&islo k > 1 a pro kazdou dimenzi d = k2 4+ 1 uvazujme polokouli Hy sestavajici z bodt
(1, ..., 2q) s 1 = 0 a dile mnozinu Ay bodu (x1, . .., z4) koule, pro které plati
x1 2 k/v/d — 1; viz obrazek 9. Mnoziné A, fkdme kulovd tise¢. Ze vzorce (1) odvodime,

* VAT ((d+1)/2)
o(dj2+1)

Vol (Hd) = % Vol (Sd) = Vol (Sdfl)

Pomoci integralniho poctu lze dale dokazat, ze

1
Vol (Ag) = Vol (Su_1) / (1— 22)@-D/2 ggy

k/vd—T1
takze .
Vol (Ag) _ 2I'(d/2 + 1) / (1- x%)(d—l)/Q dzy.
Vol(Ha) ~ VAL (@1 D/ Juyva
Pomoci tohoto vyrazu lze ovérit, ze
Vol (Ad) < g e_k2/2. (5)
Vol (Hd) k

Vsimnéte si, Ze tento odhad plati nezdvisle na dimenzi d. Pokud k < 1,096 (viz ob-
razek 10), je tato mez vétsi nez 1 a tedy trividlni, protoze pomér Vol (A4)/Vol (Hy)
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Obr. 10. Graf odhadu (5) jako funkce k

je nutné vzdy mensi nez 1. S rostoucim k se vSak tato mez blizi exponencidlné rychle
k 0. Navic pro kazdé fixni k klesd hodnota k/v/d — 1 s rostoucim d rychle k nule.

Z toho plyne, ze ve velmi vysoké dimenzi je skoro vSechen objem jednotkové koule
koncentrovan v libovolné malém pasu kolem rovniku! Abychom to dokéazali, zacneme
s volbou dostate¢né velkého k, aby odhad z (5) byl tak maly, jak si prejeme. Napiiklad
pro k = 3 dostaneme odhad 7,4 x 10~3. Pro toto fixni k to znamen4, ze v libovolné
dimenzi d = 10 se alespon 99,26 % objemu polosféry nachézi v pdsu uréeném rovnici
0 < 21 < 3/V/d — 1. Sitka tohoto pasu je 0,3 pro d = 10, ale pouze 0,03 pro d = 10 000,
a tak dale. A to jesté neni vSem prekvapenim konec, protoze ze symetrie plyne, ze totéz
plati, i kdyz nahradime rovnik hlavni kruznici v libovolném sméru! Jde vam z toho
hlava kolem, ze?

7. Pravdépodobnostni interpretace vysledku

V fedi pravdépodobnosti ndm nerovnost (5) ¥iké, Zze pokud rovnomérné ndhodné a na
sobé nezavisle zvolime dva vektory na jednotkové kouli vysoké dimenze, bude prav-
dépodobnost, Ze je jejich skaldrni souc¢in v absolutni hodnoté mensi nez k/v/d — 1,
libovolné blizko 100 %.

Skutecné, vybereme-li prvni vektor (z1, ..., 24), muzeme kouli otoéit tak, aby
vsechny jeho souradnice az na prvni byly nulové. Je-li poté dano libovolné malé e > 0,
miuizeme zvolit dostatecné velké k > 1, aby platilo de=H/2 /k < €. S pravdépodobnosti
alespori 1 — € tedy plati, Ze prvni souradnice druhého vektoru (yi, ..., yq) spliiuje
ly1| < k/+/d — 1. V tom piipadé je absolutni hodnota skaldrniho souc¢inu obou vektorii
mensi nez 10~ jakmile d = 10*™ x k2 + 1, nebot |z1y1| < |11

Jinak fecCeno, je velmi vysoka pravdépodobnost, ze dva ndhodné zvolené vektory
jsou témér ortogondlni, je-li dimenze d dostatecné velkd. Vezmeme-li navic v tvahu
vysledek z rovnice (4), je také velmi vysokd pravdépodobnost, Ze se tyto dva vektory
budou nachéazet v blizkosti povrchu Sy, tj. pobliz hranice hyperkoule.

Tyto vysledky lze rozsitit na libovolny pocet vektord, tedy na ndhodny vybér
libovolné velikosti. Nachazi pak rtzné aplikace ve statistice, kde souradnice vektoru
odpovidaji riznym proménnym méfenym na daném jedinci [3]. Jednou z vyzev, kterym
statistici celi, je charakterizovat pozorovani ve vysokorozmérném prostoru nalezenim
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dvourozmérnych nebo trojrozmérnych projekei, které jsou smysluplné a reprezentativni
pro vztahy mezi proménnymi. V tomto smyslu se jejich prace prilis nelisi od prace
umélet a geometru, které fascinuji mnohorozmérné svéty. A prestoze ndm matematika
poméaha vidét jasnéji, intuice nam bohuzel chybi témér zrovna tak jako starym dobrym
obyvatelum Plochozemé [4], [5].
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