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VERHÄLTNISS DER THEILBARKEIT UNTER 
DEN ZAHLEN. 

§. 1. U i b e r g a n g . Auch der Begriff der D i v i s i o n leitet 
auf viele sehr merkwürdige Verhältnisse zwischen den Zahlen, 
welche zum Vorschein kommen, sobald wir nur derselben 
m e h r e r e vergleichen, wie das Nachfolgende zeigt. 

§. 2. E r k 1 ä r u n g . Wenn mehrere wirkliche Zahlena, b, c,d,... 
sich als Factoren betrachten lassen, welche durch Multiplication 
mit gewissen anderen eine und eben dieselbe wirkliche Zahl M 
hervorbringen, oder was eben soviel heißt, wenn die Zahl M als 
t h e i l b a r durch die gesammten Zahlen a, b9 c, d9. . . betrachtet 
werden kann: so sagen wir, M sey ein g c m e i n s c h a f t l i c h es 
Vie l fach e der Zahlen a. £>, c, d9 . . . So ist z. B. 60 ein gemeinschaft
liches Vielfache der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. 
Und wenn die Zahl M die kleinste Zahl ist, die sich als solch 
ein gemeinschaftliches Vielfache der gegebenen a9b, c9d9 ... be
trachten läßt; d. h. wenn es keine kleinere Zahl gibt, die so be
schaffen ist, daß sie durch jede der Zahlen a, b9 c, d9 . . . getheilt 
werden könnte; so nennen wir M das k l e i n s t e g e m e i n 
s c h a f t l i c h e V i e l f a c h e der Zahlen a, b9 c9d9 . . . Wenn sich 
im Gegentheil mehrere wirkliche Zahlen A9 B9 C, D, . . . an
sehen lassen als Producte, deren ein Factor die wirkliche Zahl 
m ist, oder was ebensoviel sagt, wenn die Zahl m die sämmt-
lichen Zahlen A9B, C.D9. .. theilt: so sagen wir, m sey ein 
g e m e i n s c h a f t l i c h e r T h e i l e r oder auch ein g e m e i n 
s c h a f t l i c h e s Mall der Zahlen A9 B9C9D, . . . So ist z. ß . 6 
ein gemeinschaftlicher Theiler der Zahlen 6, 12, 18, 24. Und 
wenn die Zahl m die g r ö ß t e ist, die sich als ein gemein
schaftlicher Theiler der Zahlen A9 B9 C, D, . . . betrachten läßt, 
d. h. wenn es keine größere Zahl gibt, die als ein Factor jeder 
der Zahlen A9 B9 C, D, . . . angesehen werden kann: so sagen 
wir, m sey der g r ö ß t e gemeinschaftliche Theiler der Zahlen 
A9B9C9D,... 

§. 3. L e h r sa t z. Keine wirkliche Zahl läßt sich als ein Product 
aus einer unendlichen Menge wirklicher Zahlen, die alle > 1 
sind, betrachten. 



Beweis . Schon früher (§.) wurde erwiesen, dafi ein Product 
aus n wirklichen Zahlen, deren jede einzeln > 1 ist, > n sey. 
Wenn also die Menge der Factoren gröfier als eine jede gegebene 
Zahl seyn sollte: so müßte auch das Product größer als eine jede 
gegebene Zahl seyn. 

§. 4. Z u s a t z . Also hat jede wirkliche Zahl nur eine end
liche Menge von Theilern, die > 1 sind. 

§. 5. L e h r s a t z . Zu jeder beliebigen nur immer doch end
lichen Menge wirklicher Zahlen a, b, c, d, . . . gibt es auch eine 
wirkliche Zahl, die sich als ein g e m e i n s c h a f t l i c h e s Viel 
f a c h e derselben ansehen läßt. 

B e w e i s . Wenn die Menge der wirklichen Zahlen a, fr, c, c/.... 
endlich ist; so ist die Vorstellung einer Zahl, die das Product 
aus ihnen allen ist, eine gegenständliche Vorstellung (§.). Diese 
Zahl aber ist gewifi ein sie alle umfassendes Vielfache. 

§. 6. Z u s a t z . Wäre die Menge der Zahlen a, fr, c, c/, . . . un
endlich; so müfite es ein solches Vielfache derselben nicht noth-
wendig geben (§.). 

§. 7. L e h r s a t z . Auch ein kleinstes gemeinschaftliches Viel
fache muß es zu jeder gegebenen endlichen Menge von Zahlen 
a, fr, c. c/, . . . geben. 

B e w e i s . Denn es gibt irgend e i n Vielfaches für alle diese 
Zahlen, nähmlicli das aus ihnen allen gebildete Product. (§. 5.). 
Wohl mag es aber oft kleinere Vielfache als dieses geben. Nie 
jedoch kann es zu jedem gemeinschaftlichen Vielfachen der
selben ein anderes noch kleineres geben, weil sonst die Menge 
dieser kleineren Vielfachen unendlich seyn müßte; während 
doch keine Reihe von wirklichen Zahlen, deren die folgende 
immer kleiner als die vorhergehende ist, in das Unendliche geht. 
(§.) Also muß eines dieser gemeinschaftlichen Vielfachen das 
kleinste seyn (§.). 

§. 8. L e h r s a t z . Zu jeder beliebigen endlichen oder selbst 
unendlichen Menge wirklicher Zahlen gibt es auch irgend einen 
gemeinschaftlichen T h e i l e r , wenn man die Einheit selbst mit 
dazu rechnet. 

B e w e i s . Denn die Einheit selbst ist als ein Theiler jeder 
Zahl (§.), auch der gemeinschaftliche Theiler jeder gegebenen 
Menge von Zahlen. 

§. 9. L e h r s a t z . Auch einen größten gemeinschaftlichen 
Theiler muß es zu jeder beliebigen endlichen oder unendlichen 
Menge von wirklichen Zahlen geben. 



B e w e i s . Denn irgend einen gemeinschaftlichen Theiler für 
alle diese Zahlen gibt es nach §. 8., nähmlich die Einheit. Gibt 
es nun sonst keine andere, so ist dieser auch schon der größte 
zu nennen. Gibt es noch andere, so muß doch einer unter ihnen 
der größte seyn; denn größer als die kleinste unter den gegebenen 
Zahlen kann keiner seyn (§.). 

§. 10. L e h r s a t z . Wenn ein Paar Zahlen a und b bey der 
versuchten Division durch eine dritte m einerley Rest geben, 
so ist der Unterschied a— b (wenn a die größere derselben heißt) 
theilbar durch diese dritte m. 

B e w e i s . Wenn die versuchte Division von m in a den 
nächst kleineren Quotienten a und den Rest r gibt, so ist 
a = am+ r. Und eben so, weil b denselben Rest geben soll, hat 
man b = ßm + r. Daher wenn a > b, hat man a— b = am — ßm = 

a fr 
= (a — ß)m. Folglich - - = a — /i? eine wirkliche Zahl. So gibt 

m 
die Zahl 34 bey der versuchten Division durch 5 den nächst 
kleineren Quotienten 6 und den Rest 4 ; die Zahl 19 gibt den 
nächst kleineren Quotienten 3 und denselben Rest 4; daher ist 
3 4 — 1 9 = 15 theilbar durch 5. 

§. 11. L e h r s a t z . Umgekehrt, wenn a—b theilbar durch m, 
und a läßt bey der versuchten Theilung durch m einen Rest r; 
so muß auch b bey dieser Theilung den Rest r lassen. Und 
wenn bey b der liest r bleibt, so muß auch a diesen Rest lassen. 

B e w e i s . Es ist = einer wirklichen Zahl n. Wenn nun 
m 

zuvörderst a bey der versuchten Division mit m den Rest r < m 
läßt; so ist a von der Form am + r. Also hat man a — b = mn 
und b = a —mn = am + r — mn = (a — n) m + r. Da nun r < m, so 
gibt b bey der versuchten Division mit n den nächst kleineren 
Quotienten a — yr, und den Rest r. 

2. Wenn aber b bey der versuchten Division mit m den 
Rest r<m läßt; so ist b von der Form b = ßm + r. Also hat 
man a— b = mn und a = b + mn = ßm + r + mn = (ß + n) m + r. 
Weil nun r<m; so gibt a bey der versuchten Division mit m 
den nächst kleineren Quotienten ß + n, und den Rest r. 

B e y s p i e l . So ist 37 — 7 theilbar durch 5, und \ gibt den 
Rest 2, also gibt auch 3 / den Rest 2. Eben so ist 37—7 theilbar 
durch 6, und V gibt den Rest 1, also gibt auch \ den Rest 1. 

§. 12. L e h r s a t z . Wenn die wirkliche Zahl a> die wirk
liche Zahl b und doch kein Vielfaches derselben ist; so gibt es 



jederzeit eine Zahl n von der Art, daß Eines von Beiden, ent
weder der Rest a — nb oder der Rest (n + \)b — a eine Zahl 
darstellt, deren Doppeltes noch immer nicht b übersteigt. 

B e w e i s . Weil die Zahl a > 6, und doch kein Vielfaches 
von b ist: so gibt es (nach §.) jederzeit eine wirkliche Zahl n, 
von der Art. daß nb noch < a. (n+\)b9 aber schon <a ist. 
Wenn nun das Doppelte des Restes a — nb, d. h. wenn 2(a — nb) 
nicht = oder ^ ist: so muß es größer seyn. d. h. 2(a — nb)>b. 
Wenn aber dieses ist. dann behaupte ich, daß das Doppelte 
des Restes (n+\)b — a d. i. 2\(n + \) b — a\ < b sey. Denn ist 
2(a — nb)>b: so ist 2nb + b <2a: und wenn wir beiderseits b 
acldiren: 2nb + 2b<2a + b: oder wenn wir 2a abziehen, 2nb + 
+ 2b — 2a<b: d. i. 2 \(n + 1) b — a] < b. 

B e y s p i e l . Ist b = 7 und a = 30, so ist für n = 4, a — nb = 2 
ein Rest, dessen Doppeltes < 7. Ist a = 54, so ist für n = 4 
(n-\-\)b—a=\ ein Rest, dessen Doppeltes < 7. 

§. 13. L e h r s a t z . Wenn wir bey der versuchten Division 
einer Zahl b in eine gröfierc a die Zahl a als den nächst kleine
ren Quotienten, und den Rest r finden: so daß also a = ab + r 
und r b: wenn wir ferner bey der versuchten Division des 
Restes r in den vorigen Divisor b die Zahl ß als den nächst 
kleineren Quotienten und den Rest r finden, so daß also b = ßr + r\ 
und r <r\ wenn wir so fortfahren mit dem gefundenen Reste 
immer in den nächst vorhergehenden Divisor zu dividiren: so 
müssen wir nach einer endlichen Menge von Wiederhohlungcn 
dieses Verfahrens allemahl auf eine Division kommen, die auf
geht, d. h. bey welcher kein Rest verbleibt. 

B e w e i s . Denn wenn wir die Reste, welche bey den ver
suchten Divisionen zum Vorschein kommen, der Ordnung nach 
durch r, r', r", . . . bezeichnen; so muß a> b, b > r > r > r" > . . . 
seyn. Da nun diese Zeichen insgesammt Zahlen bezeichnen: so 
kann die Menge derselben nicht unendlich seyn (§J. 

B e y s p i e l . Ist a = 44, b= 13, so gibt die versuchte Division 
von 13 in 44 den nächst kleineren Quotienten 3, den Rest 5 und 
dieser bey der versuchten Division in 13 den nächst kleineren 
Quotienten 2 und den Rest 3 und dieser bey der versuchten 
Division in 5 den Quontienten 1 und den Rest 2, und dieser bey 
der versuchten Division in 3 den Quotienten 1 und den Rest 1, 
bey welchem die Division in 2 aufgehet. 

§. 14. L e h r s a t z . Wenn eine Zahl nb, welche ein Vielfaches 
einer anderen b ist, durch ihre versuchte Division in eine ge-



gebene Zahl a den nächst kleineren Quotienten c gibt: so gibt 
die versuchte Division des Factors b in a einen wirklichen nächst 
kleineren Quotienten, der gewiß nicht < nc ist. 

B e w e i s . Denn bezeichnen wir diesen wirklichen nächst 
kleineren Quotienten durch r/, so ist b(q + \)>a. Aber a>nb.c = 
= b.nc. Also b(q + 1) > b .nc. Und somit q + 1 > nc. Also gewiß 
<j nicht < nc. So gibt, wenn a =40 , b = 5, n = 2 genommen wird, 
nb = b bey der versuchten Division-in a = 40, den nächst klei-
jjeren Quotienten c = b; 6 = 5 aber gibt bey der Division in 
a = 40 den nächst kleineren Quotienten 13 > (nc = 2 . 6). 

§, 15. L e h r s a t z . Wenn a+ =b+ und a, £>, m, n9 p, q 
n q 

sind wirkliche Zahlen, ferner ist m<n und p<q, so muß a=b 
i m P und — = seyn. n q 

n 

B e w e i s . Wäre a = b; so müßte Eine dieser Zahlen die 
größere seyji. Heiße dann (weil dieses gleichgültig ist), a 
diese größere. Also ist a — b= einer wirklichen Zahl und 

da a-\ = b+ — ist; so muß auch a — b+— oder c+ oder 
n q n n 

nc + m p i>, i n / i * x i , 
= seyn. Da aber p<q\ so muß (nach s.) auch cn + m<n 

n q J L x 

seyn, welches ungereimt ist. Haben wir aber a = b; so folgt von 
selbst, daß auch - = seyn müsse, wenn von der Gleichung 

n q 
a+ =b+ - die Gleichung a = b abgezogen wird. 

n q * e t ? 

§. Ib. L e h r s a t z . Wenn alle einzelnen in einer algebraischen 
Summe vorkommenden Summanden a, b. c, . . . durch eine gewisse 
Zahl m theilbar sind, so ist aucli die ganze Summe tlieilbar durch 
diese Zahl. 

B e w e i s . Sind die Zahlen ü,b,c... alle theilbar durch m, 

so ist — = einer wirklichen Zahl a. = einer wirklichen Zahl 
m m 

ß, = einer wirklichen Zahl y u. s. w. Da nun (nach §.) 

a + b + c + ... ii . b . c . . , a + b + c + . . . 
— = • - + - + + so jst = a + 
m m m m m 

+ fi + y + . . . , welches offenbar eine wirkliche Zahl oder Null ist; 
und zeigt, daß a + b + c+ . .. theilbar durch m seyn müsse. 

§. 17. Z u s a t z. Wenn also alle in einer Summe vorkommenden 
Summanden g e r a d e sind, (d. h. sich durch zwey theilen lassen) 



und ihre Menge ist endlich; so ist auch die Summe selbst gerade. 
Denn auch sie muß sich durch 2 theilcn lassen. So ist z. B. 
4 + 0 + 8 = 18 gerade. 

§. 18. Z u s a t z . Allein auch eine Summe von u n g e r a d e n 
Zahlen, wenn ihre Menge g e r a d e ist, ist eine gerade Zahl. Denn 
ist die Menge der Zahlen 2n+ 1, 2m + 1, 2p + 1, 2q + 1, . . . gerade; 
so ist auch die Summe derselben 

(In + 1) + (2m + 1) + (2p + 1) + (2q + 1) + . .. = 

= (2n + Im + 2/; + 2q + ...) + (1 + 1 + 1 + 1 + . . . ) . 

Der erste Theil dieser Summe ist gerade, weil er aus lauter geraden 
Zahlen bestehet. Der zweyte Theil dieser Summe (1 + 1 + 1 + 1 + ...) 
bestehet aus ebenso vielen Einheiten als Zahlen summirt worden 
sind. Er ist also, wenn ihre Menge gerade war, abermahls gerade. 
Folglich ist auch die Summe beyder Theile gerade (§. 16.). So 
ist z. B. 5 + 5 + 1 1 + 7 = 2() gerade. 

§. 19. Z u s a t z . Dagegen eine Summe von u n g e r a d e n Zahlen, 
deren Menge u n g e r a d e ist, ist auch selbst ungerade. Denn ist 
eine dieser Zahlen 2n + 1. so ist die Summe der übrigen, weil ihre 
Menge gerade ist, eine gerade Zahl, und somit von der Form 2m. 
Also die Summe aller, oder 2m + 2n + 1 = 2(m+ n) + 1, welches 
die Form einer ungeraden Zahl ist. So ist z. B. 5 + 5 + 1 1 = 19 
ungerade. 

§. 20. Z u s a t z . Der Satz des §. Ib., daß eine algebraische 
Summe theilbar scy, wenn alle ihre Summanden es sind, läßt 
sich nicht umkehren, d. h. nicht immer müssen, wenn sich die 
Summe durch eine gewisse Zahl theilcn läßt, auch ihre ein
zelnen Summanden durch eben diese Zahl sich theilcn lassen. 
Denn diese können ja auch selbst kleiner als diese Zahl, wenn 
sie nicht 1 ist, angenommen werden. So ist z. B. zwar 4 theilbar 
durch 2, aber die einzelnen Summanden 1 + 1 + I + 1, aus denen 
wir 4 zusammensetzen können, sind keiner theilbar durch 2. 
Wohl aber gilt folgender Satz. 

§. 21. L e h r s a t z . Wenn von z w e y Zahlen a und b die 
Line a. dann noch ihre Summe a + b oder ihre Differenz a — b 
oder b — a (je nachdem a oder b die größere Zahl ist) theilbar 
durch eine und eben dieselbe Zahl m ist: so muß auch die 
andere Zahl b theilbar durch diese Zahl m seyn. 

B e w e i s . 1. Wenn a und die S u m m e a+b theilbar durch 

in ist; so hat man = einer wirklichen Zahl «. und = 
m m 



= einer wirklichen Zahl n. Also a = ma, a + b = mn, und durch 
Abzug b = mn— ma. Also ist letzterer Ausdruck eine wirkliche 
Zahl und mithin =m(n — a). Also n — a eine wirkliche Zahl, und 

b 
mithin — = n — a. also b theilbar durch m. 

m 
2. Wenn a und die D i f f e r e n z a—b theilbar durch m ist; 

so hat man - = einer wirklichen Zahl a, und = einer 
m m 

wirklichen Zahl n. Also a = ma, a—b = mn. Folglich die Zahl 
b = a — mn = ma — mn = m(a — n). Also — = a — n, einer wirk-

m 
liehen Zahl. 

5. Wenn a und die D i f f e r e n z b — a theilbar durch m ist: 
so hat man — = einer wirklichen Zahl a, = einer wirk-

m m 
liehen Zahl n. Also a=ma, b — a = mn, b = mn-\-a = mn-\-ma = 
= m(n-\- a). Daher - = n + a, einer wirklichen Zahl. 

m 
B e y s p i e l . So ist 15 theilbar durch 5, ingleichen die Summe 

15 + 30=45, also muß es auch 30; ebenso ist 21 und die Differenz 
182 - 21 = 161 theilbar durch 7, also muß es auch 182 seyn. 

§. 22. L e h r s a t z . Ein Product aus lauter wirklichen Zahlen 
a,b.c,...,l ist theilbar durch eine Zahl m, sofern nur ein ein
ziger Factor desselben z. B. a theilbar durch diese Zahl ist. 

B e w e i s. I )enn (nach §.) ist —'-—'-—'-:J— = .b.c...l. Ist 
m m 

nun a iheilbar durch m, so ist = einer wirklichen Zahl, und 
m 

somit " " '-' - = einem Producte aus lauter wirklichen Zahlen, 
m 

das also gewiß auch selbst eine wirkliche Zahl ist (§.). 
So isi z. B. 434 = 31 . 14 (heilbar durch 7, weil es der Factor 

14 ist. 
§. 23. Z u s a t z . Auch dieser Satz läßt sich nicht umkehren; 

oder es muß nicht, so oft ein Product theilbar durch eine gewisse 
Zahl ist, auch irgend ein einzelner Factor desselben, der kleiner 
ist als das ganze Product, theilbar durch diese Zahl seyn. Denn 
jedes Product ist ja auch theilbar durch sich selbst; und doch 
ist gewiß keiner derjenigen Factoren, die kleiner als das Pro
duct sind, durch dieses theilbar. 

§. 24. L e h r s a t z . Wenn die (positiven oder negativen) Unter
schiede a1 — bl9 a2 — 1 2 , a3 — b3,...,an—bn der wirklichen Zahlen 
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alf bii a2, b2: a3. b3: . . .; an, bn insgesamt thcilbar sind durch eine 
und eben dieselbe Zahl p: so ist auch der Unterschied der Pro-
ducte a± . a2. a3 . . . an — bl . b2. b3 . . . bn thcilbar durch /). 

B e w e i s . Unter der angenommenen Voraussetzung bestehen 
die Gleichungen 

a1 = b1 + p. c-! 
a2 = b2 + p . c2 

a3 =bs + p. c3 

an = bn + P • cw, 

worin cx, c2, cn gewisse entweder positive oder negative wirk
liche Zahlen oder allenfalls (theilweise) auch Nullen bezeichnen. 
Daher ist dann auch, wenn wir diese Gleichungen mit einander 
multiplicieren (nach §.) 

al . a2.a3 . . . an = (bl + pc±) (b2 + pc2) (b3 + pc3) . . . (b„ + pcn). 

Ohne das angezeigte Product in dem rechten Gliede der Glei
chung vollkommen zu entwickeln, sieht man doch, dafi es aus 
dem Theilproducte b1.b2.b3.. .bn und mehreren anderen Theil-
produeten bestehe, die insgesamt den Factor /; ein oder mehrere 
Mahle enthalten. Nach §. 22. ist also jedes dieser Theilproducte, 
und mithin auch ihre algebraische Summe thcilbar durch /). 
Daher dann auch (nach §.) a1 . a2. a3 . . . a,% — bx . b2.b3 . . . bn 

thcilbar durch p seyn mull, 

B e y s p i e l . So sind die Unterschiede 

8— 2= 6 
5 — 2 6 = —21 

101— 2 = 99 

alle thcilbar durch 5; daher auch 8 . 5 . 101 — 2 . 26 . 2 = 3.936 
thcilbar durch 3. 

§. 25. L e h r s a t z . Ein Product aus lauter wirklichen Zahlen, 
darin auch nur ein einziger Factor g e r a d e , die Menge aller 
aber endlich ist, ist selbst gerade. Und wenn im Gegentheil auch 
nicht ein einziger Factor eines Productcs gerade ist, so ist das 
Product selbst ungerade. 

B e w e i s . Wenn auch nur ein Factor in einem Productc 
gerade ist, so ist es gerade: denn es ist dieser Eine Factor, und 
mithin nach §. 22. auch das ganze Product theilbar durch 2. 
Dafi aber im Gegentheil ein Product, welches aus lauter un
geraden Factoren bestehet, ungerade seyn müsse, gilt wenig-
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stens, wenn die Zahl dieser Factoren nur zwey ist. Denn das 
Product (2n + 1) (2m + 1) läßt sich betrachten als eine Summe von 
lauter Summanden, die der Zahl 2n + 1 gleich sind und deren 
Menge = 2m + 1 ist, d. h. es läßt sich betrachten als eine Summe 
von ungeraden Summanden, deren Anzahl abermahls ungerade 
ist. Eine solche Summe ist aber nach §. 14. ungerade. Gilt nun 
der Satz von irgend einer Anzahl Factoren = n, so gilt er auch 
von n~\-i Factoren. Denn, ist das Product aus den ungeraden 
Factoren ungerade; so ist das Product aus den n + 1 Factoren, 
wei\ es ein Product aus jenen, also aus einer ungeraden Zahl 
in den (n + l)ten Factor, d. h. in eine ungerade Zahl ist, aber
mahls ungerade. Also gilt der Satz allgemein. 

B e y s p i e l . So ist das Product 3 . 7 . 4 = 84 gerade, weil ein 
Factor 4 gerade; das Product 3 . 7 . 1 1 = 2 3 1 ungerade, weil alle 
Factoren ungerade. 

§. 26. Z u s a t z . So läßt eine Zahl, die ungerade ist, sich nur 
zerlegen in Factoren, die gleichfalls ungerade sind. So hat die 
ungerade Zahl 105 keine andere Factoren als 1, 3, 5, 7, 15, 21, 35 
und 105, die alle ungerade sind. 

§. 27. L e h r s a t z . Es gibt auch Zahlen, die sonst keine andere 
Theiler als nur die Einheit und sich selbst haben. 

B e w e i s . Eine solche Zahl ist z .B . die Z w e y ; denn diese 
hat sicher keinen anderen Theiler als die Einheit und sich selbst, 
weil jede andere Zahl > 2 ist; also kein Theiler von ihr seyn 
kann (§.). Eine solche Zahl ist ferner auch die Zahl D r e y ; 
denn aufier der Einheit und ihr selbst gibt es nur die Zahl Zwey, 
die nicht größer als sie selbst ist; durch 2 läßt sich aber 5 nicht 
theilen, weil 1 . 2 < 3 und 2.2 = 4 > 3 ist. U. s. w. 

§. 28. E r k l ä r u n g . Zahlen, die keinen anderen Theiler 
haben als die Einheit und sich selbst, werden e i n f a c h e Zahlen 
oder P r i m z a h l e n genannt; alle anderen dagegen z u s a m m e n-
g e s e t z t e Zahlen. So sind z .B. 1,2,3 Primzahlen, 4 aber eine 
zusammengesetzte Zahl. 

§. 29. L e h r s a t z . Es gibt auch Inbegriffe von Zahlen, die 
keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als nur die Einheit 
haben. 

B e w e i s . Wenn die in dem gegebenen Inbegriffe befindlichen 
Zahlen lauter Primzahlen sind; so haben sie gewiß keinen anderen 
gemeinschaftlichen Theiler als nur die Einheit. Denn jede der
selben hat aufier der Einheit nur noch sich selbst zum Theiler. 
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§. 30. L e h r s a t z . Auch Zahlen, die keine Primzahlen sind, 
können doch so beschaffen seyn, dafi sie ausser der Einheit 
sonst keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

ß e w e i s . So sind wohl 4 und 9 keine Primzahlen; denn 
jene ist durch 2. diese durch 3 theilbar. aber sie haben doch 
keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als die Einheit, weil 
9 nicht durch 2 und 4. 4 aber nicht durch 3 und 9 theilbar ist. 

§. 31. E r k l ä r u n g . Wenn mehrere Zahlen A, /i, C, D, . . . 
keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als die Einheit haben, 
so nennen wir sie b e z i e h u n g s w e i s e oder r e l a t i v e i n f a c h e 
oder r e l a t i v e P r i m z a h l e n in der weiteren Bedeutung; im 
engeren Sinne aber hcificn die Zahlen J , ß, (". D, . . . nur dann 
r e l a t i v e P r i m z a h l e n untereinander, wenn auch nichi zwey 
derselben einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Die Zahlen 
4. 6. 9, 21 sind relative Primzahlen in der weiteren, die Zahlen 
4, 9. 25. 49 relative Primzahlen in der engeren Bedeutung. Zur 
besseren Unterscheidung der relativen Primzahlen werden die 
Zahlen, die durchaus keine andere Theiler haben als nur die 
Einheit und sich selbst, auch P r i m z a h l e n a n s i c h oder a b 
s o l u t e P r i m z a h l e n genannt. AVenn künftig gesagt werden 
wird, dafi gewisse Zahlen keinen g e m e i n s c h a f t l i c h e n T h e i l e r 
haben: so soll immer verstanden werden, keinen aufier der 
Einheit. 

§. 32. Z u s a t z . Nach dieser Erklärung ist das Verhältnifi, 
in welchem relative Primzahlen als solche unier einander stehen, 
ein g e g e n s e i t i g e s , d. Ii. wenn a eine relative Primzahl zu b 
ist. so ist es b auch zu a. Denn beydes heifit nur, dafi a und b 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, der „ I ist. 

§. 33. Z u s a t z . Nach dieser Erklärung stehet die Einheit 
zu jeder Zahl auch zu sich selbst in dem Verhältnisse einer 
relativen Primzahl: denn 1 und A7, ingleichen 1 und 1 haben 
gewifi keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als die Einheit. 

§. 34. Z u s a t z . Wenn es der Zahlen, die wir miteinander 
vergleichen, nur zwey gibt, und sie sind relative Primzahlen 
in der w e i t e r e n Bedeutung, so sind sie es auch in der en
g e r e n . Nur also, wenn der Zahlen m e h r a l s z w e y mit ein
ander verbunden werden: mufi man unterscheiden, ob wir sie 
für relative Primzahlen in der weiteren oder der engeren Be
deutung erklären: denn nicht immer werden sie, wenn sie das 
Erstcrc sind, auch das Letztere seyn. So sind die drey Zahlen 
4. (). 9 relative Primzahlen in (\QV weiteren Bedeutung, nicht 
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aber in der engeren. Denn obgleich es außer der Einheit 
keine gemeinschaftlichen Theiler für diese drey Zahlen gibt, 
so haben doch je zwey und zwey derselben einen gemein
schaftlichen Theiler, 4 und 6 nähmlich den Theiler 2; 6 und 9 
den Theiler 3. 

§. 35. Z u s a t z . Sagen, daß in dem Inbegriffe der Zahlen 
a, £>, c, . . ., / je zwey und zwey relative Primzahlen unter ein
ander sind, heifit eben soviel als sagen, daß die Zahlen a, fc, c. . . ., / 
relative Primzahlen in der engeren Bedeutung sind. 

§. 36. L e h r s a t z . Wenn a und b unter einander, und a und c 
abermahls unter einander relative Primzahlen sind, so müssen 
darum nicht auch b und c unter einander relative Primzahlen 
seyn. 

B e w e i s . Denn wenn z. B. a eine absolute Primzahl ist, so 
werden a und £>, ingleichen a und c unter einander gewiß keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, die Zahlen b und c selbst 
mögen wie immer gewählt werden, also auch so, daß sie einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben. So haben 3 und 5 und eben 
so auch 5 und 10 keinen gemeinschaftlichen Theiler, 5 und 10 
aber haben einen gemeinschaftlichen Theiler. 

§. 37. L e h r s a t z . Auch umgekehrt daraus, daß a und b 
unter einander, und a und c unter einander einen gemein
schaftlichen Theiler haben, folgt nicht, daß b und c unter ein
ander einen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

B e w e i s . Denn der gemeinschaftliche Theiler, den a und b 
unter einander haben, könnte ein anderer seyn als der, den a 
und c unter einander haben. So können b und c Primzahlen, 
a aber ein Product von beyden seyn. Dann haben a und £>, und 
a und c gewiß einen gemeinschaftlichen Theiler, je beyde unter 
einander; aber nicht b und c unter einander. So haben auch 6 
und 14, ingleichen 6 und 9 einen gemeinschaftlichen Theiler, 
jene nähmlich die Zahl 2, diese die Zahl 3; 14 und 9 aber haben 
keinen gemeinschaftlichen Theiler. 

§. 38. L e h r s a t z . Daraus, daß die mehreren Zahlen a, b, c, 
<7, e. f. . . . untereinander relative Primzahlen in d e r w e i t e r e n 
B e d e u t u n g sind, folgt nicht, daß auch die wenigeren a, 6, c, . . . , 
deren Inbegriff nur ein Theil von dem Inbegriffe der vorigen 
ist, relative Primzahlen unter einander seyn müssen; wohl aber, 
wenn nicht einmahl die Zahlen a, b, . .. relative Primzahlen in 
der weiteren Bedeutung sind, so folgt, daß es um so weniger die 
mehreren a, b, c, c/, c, f . . .. sind. 
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B e w e i s . 1. Denn c, cl, . . . können einen gemeinschaftlichen 
Theiler halben, den aber nicht a. b haben. So sind 4 und 6 keine 
relative Primzahlen, Wohl aber 4, 6 und 7. 

2. Wenn schon a.b keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: so 
haben um so weniger a, 6? cd,... einen gemeinschaftlichen Theiler. 

§. 39. L e h r s a t z . Daraus, daß die mehreren Zahlen a,b.c\ 
cL c, f, . . . relative Primzahlen in d e r e n g e r e n B e d e u t u n g 
sind, folgt, daß es auch die wenigeren a, b,... sind ; allein nicht 
umgekehrt folgt daraus, weil die wenigeren Zahlen a, b, . . ., rela
tive Primzahlen in der engeren Bedeutung sind, daß es auch die 
mehreren a. b. c, cl9 e, f\... seyn werden. 

B e w e i s . 1. Wenn unter den sämmtlichen Zahlen a,b.c,d. 
e. f, . . . auch nicht zwey einen gemeinschaftlichen Theiler haben, 
so haben auch nicht die wenigeren a.b,... einen gemeinschaft
lichen Theiler. 

2. Es kann sich treffen, daß auch nicht zwey der Zahlen 
a, b, c, . . . für sich, und eben so, daß auch nichi zwey der Zahlen 
cl, e. f für sich einen gemeinschaftlichen Theiler haben, und gleich
wohl kann eine der Zahlen a, b, c, . .. mit einer der Zahlen cl, e,f,... 
einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Dann also sind die Zahlen 
a, b,c,... für sich, ingleichen auch die Zahlen cL c, f für sich rela
tive Primzahlen in der engeren Bedeutung, nicht aber die Zahlen 
a. b. c9 . . cl, e. f zusammen. Z. ß. 3, 4. 7 und 2, 9, 35. 

§. 40. L e h r s a t z . Wenn in einem Inbegriffe von Zahlen a. b. 
c. cl auch nur zwey, a und b relative Primzahlen sind ; so sind 
sie alle unter einander relative Primzahlen in der weiteren Be
deutung. 

B e w e i s . Denn wenn nur zwey derselben keinen gemein
schaftlichen Theiler haben, so gibt es umsoweniger eine Zahl,, 
welche ein Theiler für alle diese Zahlen wäre. 

§. 41. Z u s a t z . Wenn also ein gegebener Inbegriff von Zahlen 
A. B. C, D . . . auch nur zwey absolute Primzahlen in sich faßt, 
so ist er ein Inbegriff von Zahlen, die unter einander relative 
Primzahlen in der weiteren Bedeutung sind. 

§. 42. Z u s a t z . Und wenn sich in einem Inbegriffe von Zahlen, 
die einen gemeinschaftlichen Theiler hüben, eine absolute Prim
zahl befindet, so müssen die übrigen Zahlen insgesamt Vielfache 
von dieser einer seyn. 

§. 43. L e h r s a t z . Jede Zahl, die keine Primzahl ist. läßt sich 
als ein Product aus einer endlichen .Menge von Primzahlen, die 
alle > 1 sind, betrachten. 
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B e w e i s . Jede Zahl, die keine Primzahl ist, ist der Erklärung 
nach theilhar durch eine Zahl, die > 1 und doch < als sie seihst 
ist. Somit muß auch der Quotient, d. h. die andere Zahl, welche 
als Factor mit jener verbunden, die gegebene Zahl selbst dar
stellt, > 1 und < sie selbst seyn (§.). Also ist jede Zahl, die 
keine Primzalil ist, anzuseilen als ein Product aus zwey Factoren. 
die beyde > 1 und < als sie selbst sind. Diese beyden Factoren 
P und Q können nun selbst entweder Primzahlen oder wieder 
Producte aus anderen ZaJilen seyn. Sind sie Primzahlen, so ist 
der Fall beschaffen, wie ihn der Lehrsatz aussagt. Ist aber der 
eine oder der andere, oder sind beyde Factoren P und Q aber-
mahls Producte aus anderen Zahlen: so müssen wir doch nach 
einer endlichen Menge von Wiederhohlungen dieser Schlüsse auf 
Zahlen kommen, die sich nicht weiter zerlegen lassen in Factoren, 
welche > l wären. Denn im entgegengesetzten Falle, wenn diese 
Zerlegung ins Unendliche ginge, müßte es Zahlen geben, die eine 
unendliche Menge von Factoren, alle >> 1, enthielten (§. 3.). 

§. 44. Z u s a t z . Nichts hindert, daß nicht einige oder auch 
alle Primzahlen, aus deren Multiplication eine gewisse Zahl, die 
selbst keine Primzahl ist, gebildet werden kann, unter einander 
gleich wären. So entsteht z. ß. durch die Multiplication der zwey 
einander gleichen Primzahlen 3 und 3 die Zahl 9; durch Multi-
piieirung der drey einander gleichen Primzahlen 2, 2, 2 die Zahl 
cS: durch Multiplication der Zahlen 2, 2, 2, 3, 3 die Zahl 72 u. s. w. 

§. 43. F r k l ä r u n g . Factoren einer Zahl, welche Primzahlen 
sind, sollen e i n f a c h e Factoren Jieißen; und ihre Angabe samt 
Bestimmung der Anzahl, wie viele gleicJie es etwa von jeder Art 
gibt, sol 1 d i e Z e r l e g u n g d e r Z a li 1 in i h r e c i n f a c h e n F a c-
t o r e n heißen. 

§. 40. L e h r sa i z. Zu jeder Primzahl gibt es noch eine größere. 
B e w e i s . Sey p eine Primzahl, so ist das Product aus p 

und aller der Zahl p vorhergehenden d.h. kleineren Primzahlen 
1 . 2 . 3 . 3 . 7 . 11 . 13 . 17 . . . p. wenn wir noch 1 hinzutun, oder 
die Summe 1 . 2 . 3 . 3 . 7 . 1 1 . 13 . 17 . . . / ) + 1 eine Zahl, die gewiß 
weder durch p, noch irgend eine k l e i n e r e Primzahl als p 
(die Fins nicht mitgerechnet) theilhar ist. Denn durch jede 
dieser Primzahlen ist das Product 1 . 2 . 3 . 3 . 7 . 1 1 . 13 . 17 . . . p 
theilhar, weil p und jede kleinere Primzahl darin als Factor 
erscheint. Die Zahl 1 aber ist durch keine dieser Primzahlen 
theilhar. Also auch nicht jene Summe (§. 17.). Folglich ist diese 
entweder eine Primzahl, die dann gewiß eine grössere ist als /?, 
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oder sie ist ein Product aus Primzahlen (§.43.), und zwar aus 
anderen als 2. 3, 5, 7. 11, 13, 17, . . ., /;. Also gibt es auf jeden Fall 
noch andere Primzahlen, als die soeben genannten, die mithin 
grösser sind als p. 

§. 47. Z u s a t z . Also ist die Menge aller Primzahlen, die es 
nur überhaupt gibt, unendlich. 

§. 48. L e h r s a t z . Mit Ausnahme der zwey Primzahlen 2 und 
3 ist jede andere Primzahl unter dem Ausdrucke (m ± 1 ent
halten, wenn n jede beliebige wirkliche Zahl vorstellen darf; 
nicht aber umgekehrt ist jede Zahl, die unter diesem Ausdrucke 
enthalten ist. eine Primzahl. 

B e w e i s . Daß clib zwey Primzahlen 2 und 3 unter dem 
Andrucke ()tz ± 1 nicht enthalten sind, wenn n nicht Anderes 
als eine wirkliche Zahl vorstellen darf, erhellet von selbst. Denn 
für n = \. ist (m±\ entweder = 7 oder = 5. also > als jede der 
beiden Zahlen 2 und 3. für jeden noch größeren Werth von n 
aber bekömmt (m,± 1 einen noch größeren Werth. Daß aber 
jede Primzahl, die grösser als 2 oder 3 ist, unter jenem Aus
drucke allerdings begriffen werden könne, erweiset sich so. 
Die nächste Primzahl nach 3 ist die Zahl 3, und diese ist 
unler der form (m — 1 enthalten, wenn n —1 gesetzt wird. Die 
auf 3 folgende nächste Primzahl d. i. 7 und somit jede andere 
ist größer als die Zahlt). Jede Zahl aber, die > 6 ist, muß, wenn 
wir eine Division derselben mit 6 versuchen, entweder auf
gehen, oder einen Rest, der < () isi, also eine der Zahlen 1,2, 3. 
4. 3 zum Reste geben. Eine Zahl, bey welcher die Division mit 
(> aufginge, wäre aber deßhalb keine Primzahl zu nennen. Ebenso 
auch keine Zahl, die 2 oder 4 zum Reste ließe. Denn eine solche 
wäre unier der Form (m + 2 oder (m + 4 enthalten, wenn wir 
den nächst kleineren Quoiienten durch n bezeichnen. Aber 
(m + 2 und (m + 4 sind offenbar theilbar durch 2, wo sie die Quo-
Heuten 3 H + 1 . 3n + 2 geben. Endlich kann auch keine Zahl, 
welche bey dieser- Division den Rest 3 läßt, eine Primzahl seyn. 
Denn sie wäre unter der form 6/z + 3 enthalten, und somit 
.heilbar durch 3. wo sie den Quotienten 2/2+1 gäbe. Also muß 
jede Zahl, die eine Primzahl ist, bey der versuchten Division 
mit 6 nur Eines von Beydem, entweder 1 oder 5 zum Reste 
geben: mithin enthalten seyn unter der Form (m+i oder (m + 5. 
Allein eine Zahl, die unter der letzteren Form (m + 5 enthalten 
ist, kann auch unter der Form (m—1 vorgestellt werden; weil 
(m + 5 = b(n+i)—I und n+\ durch n vorgestellt werden kann, 



wenn n jede beliebige Zahl bedeutet. Unter der letzien Form 
(m—1 ist aber auch die Primzahl 5 enthalten, wenn wir n = i 
setzen. Also ist unter einer der Formen (m ± i jede Primzahl, 
die größer als 3 ist, enthalten. — Daß aber dieser Satz sich nicht 
umkehren lasse, oder daß nicht alle unter der F o r m 6 n ± l ent
haltenen Zahlen Primzahlen seyn müssen, läfit sich durch viele 
Beyspiele beweisen. So wird, wenn wir n=4 setzen, (>/i + l = 25, 
welches bekanntlich keine Primzahl, sondern = 5. 5 ist. 

§. 49. L e h r s a t z . Wenn die Zahl a > b. und die versuchte 
Division von b in a gibt entweder den genauen Quotienten qx. 
oder sie gibt qx nur als nächst kleineren Quotienten und den 
liest i\; und wir versuchen nun wieder mit dem erhaltenen 
Reste r! in den vorhergehenden Divisor b zu dividieren, und 
erhalten entweder den genauen Quotienten c/2 oder die ver
suchte Division gibt q2 nur als den nächst kleineren Quotienten 
und den liest r2; und wir versuchen mit diesem abermahls in 
den nächst vorhergehenden Divisor rl9 zu dividiren, und so 
immer fort, bis wir zu einem Divisor r„ gelangen, der genau 
aufgeht: so behaupte ich, dieser Divisor rv sey ein gemeinschaft
licher, und zwar der größte gemeinschaftliche 1 heiler, den die 
beyden Zahlen a und b haben. 

B e w e i s . Daß wir bey diesem Verfahren immer auf eine 
Division, die aufgehet, kommen müssen; wurde schon (§. 13.) 
bewiesen. Wenn nun schon die erste Division, nähmlich die von 
b in a, aufgellt, so ist kein Zweifel, daß b ein gemeinschaft
licher und zwar der grüßte gemeinschaftliche Theilcr der Zahlen 
a und b sey; denn b theilt b und a, und es gibt sicher keine 
größere Zahl, die b theilt, als b selbst. Fben so gilt unser Satz, 
wenn erst die zweyte Division oder die von i\ in b aufgeht. 
Dann nähmlich ist a — qj) + r! und b = q2i\. Also a = q1q2i\+r1. 
Hieraus ist zuerst ersichtlich, daß i\ ein gemeinschaftlicher 
Theilcr von b sowohl als von a sey. Dann aber auch, daß rx 

der größte gemeinschaftliche Theilcr dieser beyden Zahlen sey. 
I ^enn setzet, daß irgend ein gemeinschaftlicher Theilcr dieser zwey 
Zahlen Q sey; so muß, weil a = q±b + i\ ist, auch qxb + ri iheilbar 
durch Q seyn. Da nun b. also muß auch q±b iheilbar durch Q seyn; 
so muß nach §. 21. auch i\ iheilbar durch Q seyn. Also kann Q auf 
keinen Fall > rx seyn. Unser Lehrsatz gilt also auch, wenn die 
Anzahl der Divisionen = 2 ist. Daß er nun allgemein für eine jede 
Anzahl von Divisionen gelte, erhellet am deutlichsten so. Setzet, 
die Division gehe erst bey dem durch r,. bezeichneten Reste auf; 
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und dieser gehe durch seine Division in den vorhergehenden /•,,__i 
den genauen Quotienten qn: so hestehen folgende Gleichungen: 

a = qxb + rl9 

b = (/2ri + r2-
rl = </3r2 + 'V 
r2 = </4r3 + r4-

r«—2 — (/«/"/>—i + r„. 
rn—i = f/H+irw. 

Aus der letzten (Ileichung erhellet, daß rn-i iheilhar sey durch 
rn. Daraus aher und aus dem vorletzten ergiht sich, weil sowohl 
rH-i als auch rn iheilhar durch rn sind, daß auch rn-2 theilbar 
durch rn seyn müsse. Steigen wir nun in diesen (ileichungen 
anfangend von der letzten gliechveise bis zu dcv ersten auf: so 
erhellet, daß jede folgende (d. i. nächst höhere) in ihrem ersten 
Gliede zusammengesetzt sey aus zwey Summanden, deren der 
eine ein Product ist. davon der eine Factor bereits in der nächst 
vorhergehenden (ileichung (links) vorkam, der andere ebenfalls 
schon in dieser (ileichung (rechts) vorkam, die endlich beyde 
als theilbar durch rn erkannt wurden. Daraus ergibt sich dann, 
daß auch das linke (Jlied in dieser nächst folgenden (oder hö
heren) (ileichung theilbar durch rn seyn müsse. Und somit 
können wir nach einer endlichen Menge von Fortschreiten bis 
zu den (ileichungen b = c/2ri + r2 und a = (jlb-\-ri gelangen, die 
darthun. dafi auch b und a theilbar durch rn seyn müssen, d. h. 
daß rn ein gemeinschaftlicher Theiler der beyden Zahlen a und 
b seyr. Daß aber dieses rn zugleich auch der g r ö ß t e gemein
schaftliche Theiler für diese Zahlen sey; erhellet wieder so. 
Setzet, es sey £ irgend ein I heiler, den a und b gemeinschaftlich 
haben: so lehrt der Anblick der obersten (ileichung a = (/ifr + ri, 
daß Q. weil es in a und b. also auch (/x b aufgellt, nach §. 21. 
auch in i\ aufgehen müsse. Dann aber folgt auf gleiche Art 
aus der zweyten Gleichung £> = (/2ri + r2. dafi Q, weil es in b und 
r! oder (/2ri aufgeht, auch in r2 aufgehen müsse. Man sieht nun 
von selbst, dafi wir durch eine endliche Menge von Wieder
h o l u n g e n dieser Schlüsse bis zu der vorletzten (ileichung 
rw-2 = </Hr,i-i + rn und zu der Folgerung gelangen können, dafi Q, 
weil es in rn-2 und rn—i aufgeht, auch in rn aufgehen müsse. 
Hieraus erhellet aber, dafi Q unmöglich > rn seyn könne; also, 
dafi rn der größte gemeinschaftliche Theiler der beyden Zahlen 
a und b sev. 
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13 e y s p i e l . Ist a = 72, fr = 42; so findet sich bey der ersten 
Division der Quotient q = i und der Rest r! = 30; bey der 
Division von diesem in fr, der Quotient cj1=l, der Rest r2=12, 
bey der Division von diesem in r± der Quotient q2 = 2 und 
der Rest r3 = 6; bey der Division mit diesem in r2 erscheint 
als vollkommener Quotient c/3 = 2. Also ist r3 = 6 der größte 
gemeinschaftliche Thcilcr der beyden Zahlen 72 und 42. 

§. 50. Z u s a t z . Wenn also rn die Einheit ist, so sind die 
Zahlen a und b relative Primzahlen. 

§. 51. L e h r s a t z . Es lassen sich Vielfache von a sowohl als 
von b auffinden, die so beschaffen sind, dafi ihre Unterschiede 
jedem der Reste rl5 r2, r3, . . . gleich werden. 

B e w e i s . Ein Paar Vielfache von a und b, deren Unterschied 
dem ersten Reste r± gleich kommt, sind a und q± b; weil a — (]i b = r±. 
Da aber der zweyte Rest r2= b—q2r1 ist; so erhalten wir, wenn 
wir den Werth von ri aus der vorigen Gleichung substituiren: 
r2 = b — q2(a—qib) = (q1q2

Jf l)b — q2a, zwey Vielfache von a und 
b, deren Unterschied = r 2 ist. Aus der Natur der obigen Glei
chungen ist nun leicht zu ersehen, dafi man so immer weiter 
fortschließen könne. Denn gilt der Satz für zwey nächst kleinere 
Werthe von m, d. h. für rm—I und rm—2, so gilt er auch für rm. 
Denn weil die Gleichung rm — rm—2—qm rm—1 bestehet; so muß, 
wenn rm—2 und rm—1 durch Unterschiede von gewissen Vielfachen 
der Zahlen a und b ausgedrückt werden können, auch für rm eine 
Summe oder ein Unterschied gewisser Vielfachen von a und b 
zum Vorschein kommen, wenn wir die Werthe von rm—2 und rm—1 
durch a und b ausgedrückt in jene Gleichung setzen. Aber eine 
S u m m e von Vielfachen der a und b kann rm, da es < b und <a 
ist, unmöglich seyn. Es muß sich also durch einen U n t e r s c h i e d 
solcher Vielfachen ausdrücken lassen. So war z. B. einer der Reste 
bey den zwey Zahlen 72 und 42, r2 = 12, also muß es auch ge
wisse Vielfache von 72 und 42 geben, deren Unterschied = 12 
ist. Dergleichen Vielfache sind 1.72 und 2.42 = 84, denn 84—72 = 12. 

§. 52. Z u s a t z . Ist also einer der Reste rl9 r2?..., auf die man 
bey dem Verfahren des Lehrsatzes aus §. 49. kommt, = 1; so gibt es 
gewisse Vielfache von a und b, deren Unterschied = 1 ist. Ein 
solcher Rest zeigte sich (§. 15.) bey den Zahlen a = 54 und b = 13. 
Also muß es gewisse Vielfache von 54 und 13 geben, deren Unter
schied = 1 ist. In der That ist 2 5 . 1 3 — 6 . 5 4 = 1 . 

§. 53. L e h r s a t z . Wenn die zwey Zahlen a und b relative 
Primzahlen sind; so gibt es jederzeit gewisse Vielfache derselben 
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ma. nb, deren Unterschied ma — nb oder nb—ma (jenachdem 
ma^- oder <Cnb) = l ist. 

B e w e i s . Wenn a und b relative Primzahlen sind; so wird 
man durch das Verfahren des §. 49., wenn man mit einer dieser 
Zahlen z. B. b in die andere a, und mit dem Reste in den vorigen 
Divisor u. s. f. dividiri, zuletzt auf einen liest r<w). d e r = l ist, 
kommen. Denn der letzte Rest r(M) darf nicht > 1 seyn, weil er 
ein gemeinschaftlicher Theiler von a und b ist. Ist aber einer 
der Beste, auf welche man bey jenem Verfahren kommt, = 1; 
so gibt es auch gewisse Vielfache von a und b,ma und nb, deren 
Unterschied gleich diesem Reste, also = 1 ist. So sind 8 und 21 
ein Paar relative Primzahlen, daher sind auch ein Paar Vielfache 
derselben, z. B. 8 .8 und 3.21 angeblich, deren Unterschied 
64 — 6 ^ = 1 ist. 

§. 54. L e h r s a t z . Wenn es erst Ein Vielfaches von a und 
Ein dazu gehöriges von b gibt, dabey der Unterschied ma — nb 
einer gewissen Zahl p gleich wird; so gibt es auch unendlich viele 
Paare von Viellachen, die eben dcnscll)cn Unterschied /> liaben. 

B e w e i s . Ist ma — nb = p\ so ist, x sey was immer für eine 
wirkliche Zahl, auch (xb + m)a — (xa + n)b = p. Indem wir nun für x 
jeden beliebigen Wert aimelimcii können, erhalten wir aucJi 
unendlich viele verschiedene Yielfaclie von a und £>, die der Be
dingung, dafi ihre Differenz =p ist, entsprechen. Weil z. B 4 . 8 
und 1.21 ein Paar Vielfache von 8 und 21 sind, welche den Unter
schied 11 geben: so geben auch ( 4 + 2 . 2 1 ) 8 und ( 1 + 2 . 8 ) 2 1 d. i. 
368 und 357, ingleichen (4 + 5 .21) 8 und (1+5 .8 )21 d. i . 556 und 
525. u . s . w . (]c\\ Unterschied 11. 

§. 55. L e h r s a t z . Wenn M ein gemeinschaftliches Vielfache 
1/ \f VI 

der Zahlen a. b, c und die Quotienten -? \ - ?••• sind nicht 
a b c 

relative Primzahlen, sondern sie haben einen von 1 verschiedenen 
M 

"emeinschafilichen Thcilcr m: so ist ein kleineres ixcmcin-
* m 
schaftliches Vielfache der Zahlen a, £>, c, . . . 

\ I M \I 
B e w e i s . Wenn die Quotienten-1—' , ?' >••• einen gemein-

a b c n 

schaftlichen l heiler an der von 1 verschiedenen Zahl m haben; 
M M 

so ist :m= einer wirklichen Zahl «, : IN = einer wirklichen 
a b 

M 
Zahl ß, A :m= einer wirklichen Zahl y u. s. w. Also ist auch 
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M M . a M ., .x . l M . . i i. i v i i 
— = a«, - == bp. —= cy u.s.w. ooinit ist — eine wirkliche Zahl, 
m m m m 
und dieß zwar eine solche, die <M ist und theilbar durch 
a, 6, c, . . .. also ein gemeinschaftliches Vielfache von a, b, c . . . ., 
das kleiner ist als M. So haben die Zahlen 2, 5 und 7 ein gemein
schaftliches Vielfache an der Zahl 84; weil aber die Quotienten 
8 / =42, \ 4 = 28, V = 12 noch einen gemeinschaftlichen Thcilcr 2 
haben; so ist 84 nicht ihr kleinstes, sondern V = 42 ein kleineres 
gemeinschaftliches Vielfache derselben. 

§. 56. Zusatz . Wenn also umgekehrt M das k l e i n s t e ge
meinschaftliche Vielfache der Zahlen a, 6, c, . . . ist; so können 

1/ 1 / 1/ 
die Quotienten • 7 ? ' • • • keinen gemeinschaftlichen Theiler 

a b c * 
(der von Eins verschieden ist) haben, sondern sie müssen rela
tive Primzahlen in der weiteren Bedeutung seyn. 

§. 57. L e h r s a t z . Jedes gemeinschaftliche Vielfache der 
Zahlen a, b, c. . . . ist durch das kleinste Vielfache derselben 
theilbar. 

Beweis . Seyen M und A ein Paar gemeinschaftliche Viel
fache der Zahlen a, b. c, . . . Wenn nun N größer und doch nicht 
theilbar durch M ist; so gibt die versuchte Division von M in 
iV eine Zalil [i zum nächst kleineren Quotienten und einen Rest 
R. Wir erhalten also X = ßM + R. Weil nun M und N bcyde 
gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen a, b, c, . . . sind: so geht 
jede derselben sowohl in N als auch in M auf; mithin (wegen 
der Gleichung i\=(iM+R). (nach §. 21.) auch in 7?. Und somit 
ist auch R ein gemeinschaftliches Vielfache der besagten Zahlen. 
R aber ist <.M. also ist M nicht das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache derselben. Ist also irgend ein Vielfaches M das kleinste, 
so muß ein jedes andere N nicht nur größer, sondern auf die 
Art größer seyn. daß es durch M getheilt. keinen Rest gibt, 
d. h. es muß ein Vielfaches auch von M selbst seyn. So ist 
42 = 5 .2 .7 gewiß das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
Zahlen 2, 5, 7; daher das größere 84 theilbar durch 42. 

§. 58. L e h r s a t z . Wenn die Quotienten - '-,- '—>••• rela-
a b c 

iive Primzahlen in der weiteren Bedeutung (§. 31.) sind; so ist 
M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen a, b, c,. . . 

Beweis . Bezeichnen wir das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache der Zahlen a. b, c, . . . durch m; so muß M, wenn es 
von m verschieden ist. nach dem vorigen Satze theilbar durch 
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M 
m seyn. Also muH i - = e iner w i r k l i c h e n Zahl ft, oder M = mfi J m 
seyn. F e r n e r müssen, w e n n m ein Vielfaches de r Zahlen a, b, c, . . . 

, . m mm , , • 1 i- 1 v i i i^ ^ m 

ist : -• 7 . — , . . . Jauter wi rk l i che /.aliJen seyn. IIa nun • = u -
a 6 c a a 

M m M m . . T , , » ,. M ,. . 11/ A/ M 
- z= ul , = ii —* so sieht man. dan die ( Juo t ien ten * , , >••• 
b 6 c c a b c 

den gemeinschaf t l ichen Fac tor fi lial)en. Sollen sie g le ichwohl , 
wie der Lehrsatz vorausse tz t , r e la t ive P r imzah len seyn, so mufi 
/ f = l u n d somit M = m seyn, d. h. 11/ ist das k le ins te gemein
schaft l iche Vielfaclie der Zahlen a, 6, c So sind die Q u o t i e n t e n 
«£ _ [5 ryo __. 12 und f i 1 —2 re la t ive P r imzah len in der we i t e r en 
B e d e u t u n g : also ist 60 das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfaclie 
der Zahlen 4. 5. 50. 

§. 59. L e h r s a t z . Wenn der Unterschied z w e y e r P r oduc t e 
abcd. . . und a[iy . . . der Finheit gleicht ; so ist j eder Factor 
des e inen mit j e d e m Fac to r des ande ren e ine re la t ive Pr imzahl . 

B e w e i s . Setzet, dafi E iner von den Fac toren des Productes 
abcd... z. B. a u n d e iner von (\cn Fac to ren des P roduc t e s 
a(iy . . . z. B. a den gemeinschaf t l ichen The i le r fi h a b e n ; so hat 
auch der Unterschied abc . . . — aßy . . . (oder, falls abc... < a[iy ... 
ist, der Unte r sch ied aßy... — abc...) den The i l e r fi. Da abe r 
dieser Unte rsch ied abc ... — a(iy . . . (oder aßy . . . — abc ...) = 1 seyn 
soll: so mufi auch 1 the i lha r du rch fi seyn. Also mufi fi= 1 seyn, 
d. h. die Zahlen a u n d b h a b e n ke inen a n d e r e n gemeinschaf t 
l ichen The i l e r als die Einhei t , oder sie sind re la t ive P r i m z a h l e n . 
So ist z. ß . 15 — 1 4 = 1, d a h e r die f a c t o r e n von 15 = 5 . 5 re la
t ive P r imzah l en mit den Fac to ren von 14 = 2 . 7 . 

§. 60. L e h r s a t z . W e n n ein P a a r P r o d u c t e ab und aß ein
a n d e r gleich k o m m e n ; und es sind ein Factor a des ers ten , und ein 
Factor « d e s zwey ten re la t ive Pr imzah len u n t e r e i n a n d e r : so mufi 
der a n d e r e Factor (i des zwey ten durch a, und der a n d e r e Fac to r b 
des e rs ten d u r c h a the i lhar seyn . 

B e w e i s . Weil ab = aß, so ist a= , •> und a= • Da n u n a 
b ß 

und a re la t ive P r imzah len s ind ; so müssen auch die Quo t i en ten 

-j- und „ re la t ive P r imzah len seyn. Folglich mufi ihr gemein

schaftliches Vielfache aß = ab das k le ins te gemeinschaf t l iche Viel

fache de r Zahlen b u n d ß seyn (§. 58.). Allein auch das P roduc t b[i 

ist ein gemeinschaf t l iches Vielfache der Zahlen b und/? . Folglich 



null! (nach §. 57.) bß ihe i lbar seyn du rch aß = ab. Also beze ichnen 

d ie A u s d r ü c k e -7 und , oder und ein P a a r w i rk l i che 
aß ab a a 

Zahlen. Also ist b t he i lba r du rch aundß durch a. So ist 3.14 = 7.0 
u n d die Fac toren 3 und 7 sind re la t ive Pr imzahlen , dahe r der 
a n d e r e Factor 14 the i lbar du rch 7 und der ande re Factor 6 
the i lbar du rch 3. 

§. 61. Z u s a t z . Wenn also u m g e k e h r t ab u n d aß ein P a a r 
P roduc ie von solcher Ar t sind, dafi j eder der beyden Fac to ren 
a und b des e inen e ine re la t ive Pr imzahl ist zu jedem der 
beyden Fac toren a u n d ß des a n d e r e n : so können b e y d e P ro 
duc ie e i n a n d e r sicher nicht gleich seyn. 

§. 62. L e h r s a t z . W e n n ein Product ab the i lbar ist du rch 
e ine Zahl a, die e ine re la t ive P r imzah l mit dem Factor a ist: 
so ist de r a n d e r e Factor b durch dieselbe the i lbar . 

ab 
B e w e i s . Ist ab the i lbar du rch a, so muß = e iner wi rk-

a 
l iehen Zahl ß seyn. und man hat ab = aß, ein P a a r P roduc te , 
d i e e i n a n d e r gleich kommen , und in dem einen ab ist ein Fac tor 
u e ine re la t ive P r imzah l mit e inem Factor a in dem ande ren . 
Also mufi nach dem vor igen Lehrsa tze der ande re Fac tor b 
t he i l ba r d u r c h a seyn. So ist das P r o d u c t 5 6 . 1 1 = 6 1 6 the i lbar 
d u r c h 7, e ine Zahl, die e ine re la t ive P r imzah l mit dem Fac tor 
11 ist : also m u ß diese Zahl in dem a n d e r e n Factor aufgehen. 

§. 63. Z u s a t z . Also auch, w e n n ein P roduc t abcd. . . Z, 
welches aus e iner bel iebigen, abe r doch endl ichen Menge Fac
toren zusammengese tz t ist, sich the i len läßt du rch eine Zahl 7M, 
d ie eine re la t ive P r imzah l ist, mit a l len Fac toren a, £>, c, d,..., k 
dieses P roduc tcs . bis auf den e inen /; so m u ß l the i lbar seyn 
d u r c h m. De nn wenn wi r dieses P r o d u c t ers t als zusammen
gesetz t n u r aus den z w e y Fac to ren a e inersei ts u n d dem Pro
d u c t e b . cd . . . kl ande re r se i t s b e t r a c h t e n ; so folgt aus dem 
vorigen Lehrsä tze , dafi sofern a .bcd... kl t he i lba r d u r c h m ist, 
und a und m g le ichwohl re la t ive P r imzah len sind, es n u r der 
a n d e r e Factor bcd... kl seyn müsse, der d u r c h m the i lbar ist. 
Da n u n bcd... kl ein P r o d u c t ist, welches u m Einen Fac to r 
w e n i g e r en thä l t , als das zuers t b e t r a c h t e t e abcd . . . kl; so sieht 
man, dafi w i r d u r c h e ine endl iche Menge von W i e d e r h o h l u n g e n 
dieses Schlusses endl ich zu dem P r o d u c t e kl, das n u r aus z w e y 
F a c t o r e n bes tehet , ge l angen ; u n d indem wi r auch von diesem 
b e h a u p t e n , dafi es du rch m t he i lba r seyn müsse, dafi abe r der 
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eine Factor k eine relative Primzahl mit 77L ist, wird sich durch 
eine neue Anwendung des vorigen Lehrsatzes der Schluß, daß 
also / theilbar durch 777 seyn müsse, ergeben. So lehrt uns die 
Division, daß die Zahl 19950 theilbar durch 19 sey. Diese Zahl 
aber zerfüllt in die Factoren 2 . 3 . 2 5 . 1 5 3 ; da nun die erstcren 
drey: 2, 3, und 25 relative Primzahlen mit 19 sind; so folgt, 
daß der letzte Facior 135 theilbar durch 19 seyn müsse. Es ist 
nähmlich V3)3 ~ "• 

§. 64. L e h r s a t z . Sind a und b relative Primzahlen; « a b e r 
ein Theiler von a; so sind auch a und b relative Primzahlen. 

B e w e i s . Denn hätten a und b einen gemeinschaftlichen 
Theiler = /i: so müßten um so gewisser auch a (weil es ein Viel
faches von a ist) und L) diesen gemeinschaftlichen Theiler haben. 
So sind 135 und 6 relative Primzahlen; 19 aber ein Factor von 
155. Also um so gewisser 19 und () relative Primzahlen. 

§. 65. L e h r s a t z . Wenn 77? und a relative Primzahlen, m 
und das Product ab aber nicht relative Primzahlen sind; so sind 
auch 77i und b nicht relative Primzahlen. 

B e w e i s . Wenn 771 und ab nicht relative Primzahlen sind: 
so gibt es irgend eine absolute Primzahl \i, die beycle theilt. 
Theilt aber fi die 777, so darf sie nicht theilen a, weil sonst 777 
und a nicht relative Primzahlen wären. Wenn aber [i das Pro
duct ab. nicht aber den einen Factor a theilt, so folgt aus §. 62., 
daß ji den anderen Factor b theile. Also sind in und b beycle 
theilbar durch [i, folglich nicht relative Primzahlen unterein
ander. So sind () und 25 relative Primzahlen, 6 und 250 = 25.10 
aber nicht relative Primzahlen; also auch () und 10 nicht rela
tive Primzahlen. 

§. 66. Z u s a t z . Wenn also umgekehrt 771 und a, und eben 
so auch 777 und b relative Primzahlen sind; so sind auch 777 und 
das Product ab relaiive Primzahlen. So ist die Zahl 6 eine re
lative Primzahl mit 25 sowohl als auch mit 7; daher auch gewiß 
mit dem Producte 25 .7=175 . 

§. 67. Z u s a t z . Wenn 777 eine relative Primzahl ist mit je 
der der Zahlen a, £>, c, d deren Menge endlich ist; so ist 771 
auch eine relative Primzahl mit dem Producte aus allen diesen 
Zahlen abed... Denn weil 771 eine relaiive Primzahl zu a und b 
ist; so ist 771 nach dem vorhergehenden Zusätze eine relaiive Prim
zahl zu c\cr Zahl ab, also zu den zwey Zahlen ab und c, folglich 
auch zu der Zahl abc. Man sieht von selbst, daß sich diese Schluß
art auf jede beliebige Menge von Zahlen, wenn sie nur endlich, 
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ist, ausdehnen lasse, nach der Weise, die wir schon mehrmahl 
angegeben haben. 

§. 68. Z u s a t z . Stehet daher jede der Zahlen a, ß,y, ..., deren 
Menge beliebig, aber doch endlich ist, in dem Verhältnisse einer 
relativen Primzahl zu jeder der Zahlen a, b, c, . . . , deren Menge 
abermahls beliebig, aber doch endlich ist: so steht auch das Pro-
duct aßy... zu dem Producte abc... in dem Verhältnisse einer 
relativen Primzahl; und umgekehrt, wenn dieses ist, so ist auch 
jenes. Denn wenn jede der Zahlen «, ß, y. ... zu jeder der Zahlen 
a, b, c, . . . eine relative Primzahl ist; so ist auch jede der Zahlen 
a, fi 7 , . . . zu dem Producte abc... eine relative Primzahl. Also 
auch die Zahl abc... zu dem Producte afiy... eine relative Prim
zahl. Daß aber der Satz auch umgekehrt gelte, erhellet daraus, 
weil, wenn irgend einer der Factoren a,ß,y,... einen gemein
schaftlichen Theiler mit einem der Factoren a, b, c, . . . hätte, dann 
auch das ganze Product aßy . . . diesen gemeinschaftlichen Theiler 
mit dem Producte abc... hätte. 

§. 69. Z u s a t z . Wenn also jede der Zahlen a, b, c , . . . / eine 
relative Primzahl mit jeder der Zahlen a, ß, y, ...A ist; so sind 
die Producte a.b.c...l und a.ß.y...^ einander sicher nicht 
gleich. Denn zerlegen wir jedes dieser Producte nur in zwey 
Factoren, indem wir z .B . b . c ... / = /,, und ß .y ... A = A als eine 
einzige Zahl betrachten; so ist jeder der beyden Factoren a und 
L des Productes a . L eine relative Primzahl mit jedem der beyden 
Factoren a und A des Productes aA. (§. 68.). Und nun folgt aus 
§. 61., dal? diese Producte einander nicht gleich seyn können. 

§. 70. Z u s a t z . Wenn a und a relative Primzahlen sind, so 
sind auch je zwey Potenzen von « und a wie am und a"5 wo m 
und n beliebige Zahlen seyn können, relative Primzahlen. Ebenso 
sind, wenn a und a, ß und b. y und c . . . relative Primzahlen 
sind, auch die Producte am . ß*>. y1'... und a" . b(I. C . . . relative 
Primzahlen, die Exponenten m, p, r, ... n, q, s, . . . seyen was immer 
für wirkliche Zahlen. Denn in allen diesen Fällen gilt, daß jeder 
einzelne Factor des einen Products mit jedem einzelnen Factor 
des anderen eine relative Primzahl ist. So sind die Zahlen 2 und 
5 relative Primzahlen; daher auch jede Potenz von 2 z. B. 23 = 8 
und jede Potenz von 5 z. ß. "54 = 81 relative Primzahlen unter
einander. 

§. 71. L e h r s a t z . Kein Product P aus einer endlichen Menge 
von absoluten Primzahlen, gleichviel ob sich darunter auch einige 
gleiche befinden oder nicht, gleicht einer Zahl, die eine Primzahl, 
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oder ein Product aus anderen als den aus P, oder zwar aus den
selben, aber nicht in derselben Anzahl wie in P vorkommenden 
Primzahlen ist. 

B e w e i s . Daß ein Product nicht einer einzigen Primzahl 
gleich seyn könne, ergibt sich schon aus dem bloßen Begriffe 
einer Primzahl. Daß aber ein Product P, welches aus einer ge
wissen endlichen Menge von Primzahlen zusammengesetzt ist, 
nicht gleich seyn könne einem Producte, welches aus anderen 
Primzahlen zusammengesetzt ist; erhellet daraus, weil absolute 
Primzahlen auch relative sind, und dargethan wurde, daß ein 
Paar Producte ajiy... und abcd..., wenn die Factoren des einen 
mit den Factoren des anderen relative Primzahlen sind, einander 
nicht gleich seyn können. Wenn endlich in beyden Producten 
zwar einige, aber nicht alle einfachen Factoren gleich sind, oder 
es sind wohl alle gleich, aber es ist nicht jeder in beyden Producten 
in derselben Anzahl vorhanden: so lasset uns wieder zwey Fälle 
unterscheiden: den einen, wo die einfachen Factoren des Pro-
duetes P alle auch in dem anderen Q und diejenigen, die in P 
mehrmahls vorkommen, auch in Q eben so oft oder noch mehrmahl 
enthalten sind: den anderen, wo dieses nicht so ist. In dem ersten 
Falle können wir das Product Q in zwey Factoren zerlegen, 
deren der eine ganz aus denselben Factoren wie P und in der
selben Anzahl zusammengesetzt ist, der andere die noch übrigen 
Factoren (deren es wenigstens einen gibt) in sich faßt. Nennen 
wir diesen q: so ist Q = P . q und folglich gewiß nicht =P, weil 
q nicht = 1 ist. In dem anderen Falle gibt es in P sowohl als 
in Q einige eigene einfache Factoren, die in dem anderen Pro
ducte entweder gar nicht, oder doch nicht sovielmahl vorkommen; 
es wird also möglich seyn, P sowohl als auch Q in zwey Fac
toren zu zerlegen, deren der eine die in P und Q gemeinschaftlich 
vorkommenden, von den anderen beyden aber ein jeder dieje
nigen einfachen Factoren enthält, die P oder Q e igen tüml ich 
hat, oder die zwar auch in dem anderen Producte, aber dort nicht 
sovielmahl vorkommen. Bezeichnen wir diese letzteren durch p 
und q und den Factor, der aus denselben Primzahlen bestellt, also 
auch beyderseits gleich seyn muß, durch m, so ist P = mp und 
Q = mq. Sollte also P = Q seyn, so müßte auch p = q seyn. Aber p 
und q haben keinen gemeinschaftlichen einfachen Factor, und 
sind also sicher ungleich. Folglich auch P und Q. 

§. 72. L e h r s a t z . Wenn eine Zahl a sich theilen läßt durch 
eine andere £>, so mufi ein jeder einfache Factor, in welchen 



">7 

sich b zerschlagen läßt, aucli in a vorkommen, und jeder, den b 
mehrfach enthält, muß auch in a wenigstens eben so oft ent
halten seyn. 

B e w e i s . Wenn , = einer wirklichen Zahl (j ist: so ist a = b([* 

Also muß bq dieselben einfachen Factoren und einen jeden in 
derselben Anzahl wie a enthalten. Also darf nicht schon in b ein 
einfacher Factor, der in a fehlt, oder doch öfter als er in a er
scheint, vorkommen. So läßt sich 180 thcilen durch 60: ()() aber 
bestehet ans den einfachen Factoren 22 . 3 .5. und 180 aus 22. V . 5; 
woraus zu sehen, daß jeder einfache Factor, der in 60 vorkommt, 
auch in 180 und hier wenigstens eben so oft vorkomme. 

§. 73. Z u s a t z . Wenn also unter den einfachen Factoren. in 
welche sich b zerschlagen läßt, einer vorkommt, der in a fehlt, 
oder hier wenigstens nicht so oft als in b vorkommt, so ist a nicht 
theilbar durch b. So ist z. B. 36 = 22 .52 nicht theilbar durch 
24= 23.5, weil die letztere Zahl den einfachen Factor 2 dreymahl, 
die erstere aber nur zweymahl enthält. 

§. 74. L e h r s a t z. Wenn von den mehreren Zahlen a, 6, c\ d 
jede in ihre einfachen Factoren zerlegt ist.-und wir bilden ein 
Product 7/I aus allen in diesen Zahlen gemeinschaftlich vor
kommenden Factoren, so zwar, daß wir denjenigen einfachen 
Factor, der in diesen Zahlen überall mehrfach erscheint, in das 
Product sovielmahl aufnehmen, als vielmahl er in derjenigen 
Zahl erscheint, in der er am seltensten vorkommt: so ist /// der 
größte gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, b, c, d, . . . 

B e w e i s . Daß m ein Theiler dieser Zahlen ist, erhellet aus 
§. 72., daß es aber keinen größeren gemeinschaftlichen Theiler 
für diese Zahlen gebe, folgt daraus, weil jeder, also auch der 
größte gemeinschaftliche Theiler dieser Zahlen nach §. 75. aus 
keinen anderen einfachen Factoren zusammengesetzt seyn darf, 
als aus solchen, die auch in einer jeden der gegebenen Zahlen 
cL b. c, d, . . . vorkommen, und wenigstens eben so oft als in ihm 
vorkommen. 

B e y s p i e l . Ist a = 60 = 22 . 5 . 5; b = 240 = 24 . 5 . 5, c = 280 = 
= 2 3 . 5 . 7; so ist der größte gemeinschaftliche Theiler von a. b. c 
die Zahl 22 . 5 = 20. 

§. 75. L e h r s a t z . Wenn m der größte gemeinschaftliche 
Theiler der Zahlen a, £>, c, </, . . . ist; so sind die Quotienten 
T /? C* 

5 -j ?••• relative Primzahlen in der weiteren Bedeutung. 
m m m 
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Beweis . Sey (( ein diesen Quotienten gemeinschaftlicher 

Theiler: so sind —:fi9 :((. :((.... wirkliche Zahlen; folglich 
in m m * 

auch 5 9 ? • • • Also ist (nn ein gemeinschaftlicher Theiler 
(nn (nn (an 

der Zahlen a. b, e, . . . Ist aber m der größie; so darf (im nicht > m 

seyn. Also muß (i = 1 seyn. d. h. die Quotienten c - — , — , . . . 
/M m /n 

haben keinen anderen gemeinschaftlichen I heiler als die Ein
heit. So haben z. R. die Zahlen |J- = 5. VÖ0 = -2« ¥0° = ^ offenbar 
keinen gemeinschaftlichen I heiler untereinander. 

a b 
§. 76. Zusa tz . Wenn also umgekehrt die Quotienten ' -> -> 

m m 

• • • • nicht relative Primzahlen sind, sondern einen von der 
m 
Kinheit verschiedenen Theiler (i haben, so ist m nicht das 
grüßte gemeinschaftliche Maß der Zahlen a, b, c\ . . ., sondern (im 
ist ein größeres. So ist 8 nicht das größte gemeinschaftliche 
Maß der Zahlen 16, 32 und 48, weil die Quotienten li =2, *£=4> 
und 4

8
s=b noch den gemeinschaftlichen Theiler 2 haben. Daher 

ist 2.8=-= l() ein größeres gemeinschaftliches Maß für jene 
Zahlen. 

§. 77. L e h r s a t z . Der größte gemeinschaftliche Theiler der 
Zahlen n,b.c... ist durch jeden kleineren gemeinschaftlichen 
Theiler derselben Zahlen (heilbar. 

Beweis . Der größte gemeinschaftliche Theiler der Zahlen 
ei. b. c. . . . ist derjenige, der alle ihre gemeinschaftlich zukom
menden einfachen Kacioren. und denjenigen, der etwa mehrfach 
in einer jeden erscheint, sovielmahl enthält, als er dort vor
kommt, wo er am Seltensten vorkommt. Gibt es nebst diesem 
größten gemeinschaftlichen Theiler noch einen anderen kleine
ren: so muß derselbe nur einen Theil der in den Zahlen a, b, c, . . . 
vorkommenden einfachen Kacioren oder wenn alle, doch nicht 
jeden sovielmahl enthalten, als er selbst in derjenigen Zahl 
vorkommt, in der er am Seltensten vorkommt. Daraus ergibt 
sich aber, daß dieser kleinere 1 heiler in dem größten aufgehen 
müsse. So haben z. B. die Zahlen 60, 140 und 280 die gemein
schaftlichen Theiler 2, 5, 10 und 20: und jeder kleinere der
selben gehet in den größten 20 auf. 

§. 78. L e h r s a t z . Wenn ein gewisser Theiler (i nicht der 
größie gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 6, c, . . . ist: so 
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sind die Quot ien ten J — ? ?••• niclit re la t ive Primzal i len unter -
^ li (i (i 

e i n a n d e r . 
B e w e i s . Weil /i niclit der größte gemeinschaft l iche TJieiJer 

d e r Zahlen a, b, c, . . . is t : so gibt es nocli e inen g rößeren und 
e inen größ ten (§.). Sey dieser m: so ist m t l ie i lbar durch [i 

so zwar , daß — = e iner wi rk l i chen Zahl, die > 1 ist. Bezeichnen 

w i r diese du rch n: so isi / / = und die wi rk l ichen Zahlen 
71 

? ? lassen sich auch so a u s d r ü c k e n ( I rc, ( —1 TI. \ — )n, 
^ ^ \ / / / l >// i7 \ / / < 7 џ 

a b c 
лvo — ••• l a u t e r w i r k l i c h e Zalilen sind. H i e r a u s isi denn 

m m m 
Fi l~) C 

ers icht l ich, daß > — > >••• alle d(Mi gemeinschaf t l ichen Factor 
f l /LI /ti 

n haben , de r > 1 ist. Und somit ist e rwiesen, daß diese Zahlen 
ke ine re la t ive Primzal i len sind. So ist 5 nicht der größte ge
meinschaf t l iche Tliei lcr der Zalilen 15. 30 und 45; dahe r die 
Q u o t i e n t e n \b = 3 . ™=0 und Sf* =9 n icht re la t ive Pr imzahlen 
u n t e r e i n a n d e r sind, sondern noch den gemeinschaft l ichen I heiler 
3 haben . 

§. 79. Z u s a t z . W e n n also u m g e k e h r t die Quot ien ten c • 
iti 

5 * • • • re la t ive P r imzah len auch nu r in der wei te ren Bedeu-
m m 
tung des §. 31. s ind; so ist m das größte gemeinschaf t l iche Maß 
d e r Zahlen a, b, c, . . . So sind z. B. die Quo t i en t en f f — --- f ^ = "5 
und , | = 4 re la t ive Pr imzal i len in der we i t e r en Bedeu tung : also 
15 der größte gemeinschaf t l iche The i le r de r Zahlen 30, 45 und 60. 

§. 80. L e h r s a t z . Wenn eine Zahl m ein V i e l f a c h e s seyn 
soll der Zahlen a, b, c so m u ß sie al le in diesen Zahlen vor
k o m m e n d e n von e inander versch iedenen einfachen Facto reu. 
und d ie jen igen , welche in e iner dieser Zahlen mehr fach vor
kommen, so oft en tha l ten , als sie dort vo rkommen, wo sie am 
Oeftes ten vo rkommen . 

B e w e i s . En thä l t m e inen einfachen Factor e iner der Zahlen 
<i5 b. c, . . . nicht , oder nicht sovielmahl , als er in dieser Zahl 
vo rkommt , so ist 7// aucli niclit t l iei lbar du rch diese Zahl (§. 73). 
Also ke in Vielfaches der sämmtl icbei i a, 6, c. . . . So ist 5() ein 
Vielfaches von 4, 12 und 18: allein auch j e d e r e infache Factor, 
d e r in den Zahlen 4 = 22, 12 = 2 2 . 3, 18 = 2 . 32 vorkommt, e r sche in t 
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auch in 5() = 22.52„ und z w a r so oft als in d e r j e n i g e n der Zahlen 
4. 12, 18, die ihn am Oeftestei i enthäl t . 

§. 81. L e h r s a t z . W e n n e ine Zahl m k e ine a n d e r e Fac to rcn 
en thä l t als n u r d ie jen igen , d ie in den Zahlen a,b,c,... vor
kommen , u n d j eden , der in e iner dieser Zahlen mehrfach er
scheint , so oft als in de r j en igen , in der e r am Oeftesteii vor
kommt : so ist sie das k l e i n s t e Vielfache, das diese Zahlen 
haben . 

B e w e i s . Denn e ine Zahl, die k le iner ist. en thäl t e n t w e d e r 
nicht al le diese Fac torcn , oder nicht j e d e n so oft als es hier 
angegeben w u r d e , und ist eben d a r u m k e i n Vielfaches von al len 
diesen Zahlen. So wäre z. B. das k le ins te Vielfache der Zahlen 
9 =='5. "5. 18 = 2. 5 . 5. 20 = 2 . 2 . 5 und 55 = 5 . 7 , kein ande res als 
2 . 2 . 5 . 5 . 5 . 7 = 1 2 6 0 . 

§. 82. Z u s a t z . Wenn j e z w e y von den Zahlen a.b. (\ (L . . . 
re la t ive P r imzah len s ind; so ist das k le ins te gemeinschaf t l iche 
Vielfache derse lben das P r o d u c t abcd. . . aus ihnen al len. Denn 
unter der angenommenen Vorausse tzung gibt es nicht e inen ein
zigen von der Einhei t ve rsch iedenen Factor , welchen zwey oder 
m e h r e r e de r Zahlen a, b, c. (L . . . gemeinschaft l ich haben. lTm 
also al le in diesen Zahlen v o r k o m m e n d e n einfachen Fac torcn 
zu vere in igen, müssen wi r d iese Zahlen al le zusammen mul t ip l i -
z i ren. So ist das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache der Zah len : 
2, 5. 5 5 ( = 5 . 7 ) und II , ke in anderes als 2 . 5 . 5 . 7 . 1 1 = 2 5 1 0 . 

§. 85. L e h r s a t z . Wenn /// der g röß te gemeinschaf t l iche 

Thei le r der b e y d e n Zahlen a und b ist; so ist das k le ins te 
/// 

gemeinschaf t l iche Vielfache derse lben . 
B e w e i s . W e n n /// de r größte gemeinschaf t l iche The i l e r 

a b 
der beyden Zahlen a und b: so sind c und re la t ive P r i m -

m m 
a b 

zahlen un t e r e inande r . In dem Produc te • erscheinen also 
m m 

nur d i e jen igen Fac torcn der beyden Zahlen a und b. die j e d e 
besonders hat. Mul t ip l iz i ren w i r aber dieses Product mit ///: so 

kommen in der Zahl - • -in— auch noch d ie jen igen hiezu. 
in m m 

ab 
welche beyden Zahlen a u n d b gemein sind. Also en thä l t 

/// 
die sämmtl ichen in den Zahlen a und b vo rkommenden e in 
fachen Factorcn und j e d e n so oft als er dor t vo rkommt , wo e r 
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am Ocftestcn vorkommt. So ist z. ß. 6 der größte gemcinschafi-
.'2 .4.' liehe Theiler der ])cydcn Zahlen 72 und 42. daher ^ ' " = "504 

o 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache derselben; wie daraus 
zu ersehen, dafi V^4 = 7 "nd 5

4V = 12 relative Primzahlen sind. 
§. 84. L e h r s a t z . Wenn die durch a bezeichneten Zahlen, 

die ich die u r s p r ü n g l i c h gegebenen nennen will, und zwar 
die Zahlen 

al9 #2? a3, . . . den größten gemeinschaftlichen Theiler bx: 
die a4, a5, . . . den gröfiien gemeinschaftlichen Theiler b2\ 
die a6. a7, . . . den größten gemeinschaftlichen Theiler £>3: 
die a8, a9, . . . den größten gemeinschaftlichen Theiler t>4; 

haben u. s. w. Wenn ferner die durch b bezeichneten Zahlen, 
die ich die e r s t e n Theiler nennen will, und zwar die 61? b2. . . . 
den größten gemeinschaftlichen Theiler c u. s. w. haben: wenn 
ferner die durch c bezeichneten Zahlen, die ich die z w e y t e n 
Theiler nennen will, und zwar 

die c\. c2, . . . den größten gemeinschaftlichen Theiler dY. 
die c3. c4, . . . den größten gemeinschaftlichen Theiler d2 

u. s. w. haben: wenn endlich die ntcn Theiler i/l9 y2, ijz, . . . den 
grollten gemeinschaftlichen Theiler z haben: so behaupte ich, z 
scy auch der größte gemeinschaftliche Theiler i\cr ursprünglich 
gegebenen Zahlen a1? a2, a3, a4, a5. a6. a7. a8, a9, . . . 

ß e w e i s . Nach §. 74. bestehet b\ aus den sämmtlichen in 
<ii, <*2i ^3* • • • gemeinschaftlich vorkommenden; b2 aus den sämmt
lichen in a4, a5. . . . gemeinschaftlich vorkommenden Facioren u. 
s. w. Mithin sind die in b^b^b^b^.... gemeinschaftlich vor
kommenden Kaetoren zugleich diejenigen, die in den sämmt
lichen ax.a2,a3,. . ., a9 . . . gemeinschaftlich vorkommen. Ebenso sind 
die sämmtlichen in cx. c2, cs, . . . gemeinschaftlich vorkommenden 
Kaetoren einerley mit den sämmtlichen in 6X, b2? ^3* t4, . . . ge
meinschaftlich vorkommenden Kaetoren; also auch einerley mit 
den sämmtlichen in aL. a2. a3. a4 , a9 . . . gemeinschaftlich vorkom
menden Kaetoren. Soniii erhellet nach einer Schlußart. die wir 
schon sehr oft angewandt haben, dafi auch die in z vorkom
menden Kaetoren einerley seyn müssen mit den Kaetoren, die 
den gesammien ursprünglich gegebenen Zahlen a1, a2, a3,.. . , a 9 . . . 
gemeinschaftlich sind. Also ist z ihr größter gemeinschaftlicher 
Theiler. 
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B e y s p i e 1. So ist 

der Zahlen 12 und 50 größte gemeinschaf t l iche Thc i le r (), 
de r Zahlen 42 und 61 größ te gemeinschaf t l iche Thci le r 2V 
der Zahlen 75 und 90 größte gemeinschaf t l iche Thc i le r 15, 
der Zahlen 120 und HO größte gemeinschaf t l iche Thci le r "50. 

Kerner ist 

der Zahlen (> und 21 g röß te gemeinschaf t l iche Thc i le r ^ 
der Zahlen 15 und 30 g röß te gemeinschaf t l iche Thci le r 15. 

Kndlich 

der Zahlen 1 und 15 g röß te gemeinschaf t l iche Thc i l e r "5. 

Also ist 1 de r größte gemeinschaf t l iche Thciler de r Zahlen 

12, "50, 42, (vi. 75, 90, 120, 150. 

§. S5. L e h r s a t z . W e n n die durch a beze ichneten Zahlen, die 
ich die u r s p r ü n g l i c h gegebenen nenne, und zwar die 

cJi.ci2.cJ3 das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache b±; 
die a4, a5 das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache b2: 
die cj6, cJ7,... das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache /;3; 
die ci8. ci9 das k le ins te gcmeinschaf i l iche Vielfache />4 

u. s. w . h a b e n : wenn fe rner die durch b bezeichneten Zahlen, die 
ich die e r s t e n \ i e l f a c h e n nennen will, und z w a r 

die bx. b2 das k le ins te gemeinschaft l iche Vielfache c\: 
die b3.bA das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache c2, 

u . s . w. h a b e n : wenn fe rne r die du rch c bezeichneten Zahlen, die 
ich die z w e y i e n Vielfachen nennen will, \\\n\ z w a r 

die c-j. c 2 . . . . das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache r/,; 
die c3, c4 das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache d2 

11.s.w. h a b e n : wenn endl ich d ie t j t ( n gemeinschaf t l ichen Vielfachen 

Ui-.V2 das k le ins te gemeinschaf t l iche Vielfache z 

haben : so behaup t e ich, z sey das kle inste gemeinschaf t l iche 
Vielfache i\vv sämmtl ichen ursprüngl ich gegebenen Zahlen 

eil- ^2? # 3 * c^4? # 5 ? 3 6 , cJ7 . c / 8 . cJ9 . . . . 

B e w e i s. Nach §. 80. bes tehe t bx aus den sämmtl ichen von ein
a n d e r ve r sch iedenen Kactorcn in al91\2, a 3 , . . . , j e d e r sovielmahl ge
nommen, als er in d e r j e n i g e n dieser Zahlen erscheint , da r in er am 
Oeftcsten e r sche ine t : b2 ebenso ans den ve rsch iedenen in a 4 , a 5 , . . . 



vorkommenden Factoren u. s. w. Also erscheinen in den sämmtli
ehen Zahlen bl9b2,b^b^,... die sämmtlichen in den ursprünglich ge
gebenen Zahlen a1; a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9,... vorkommenden von 
einander verschiedenen Factoren jeder sovielmahl, als er in der 
jenigen, die ihn amOcftesten enthält, erscheinet. Dasselbe gilt von 
den Zahlen c±. c2, c3,..., also zuletzt auch von der Zahl z. Folglich 
ist diese das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 
ci i , ^2? #3? # 4 , . . . , ad,. . . 

ß e y sp ie l . So ist der Zahlen 2 und 3 kleinstes gemeinschaft
liche Vielfache =6, der Zahlen 4 und "5 = 20, der Zahlen 6 und 
7=42. der Zahlen 8 und 9 = 72. Ferner der Zahlen b und 20 = 60, 
der Zahlen 72 und 42 =504. Endlich der Zahlen 60 und 504 = 2520. 
Also 2520 das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der sämmtli
chen Zahlen 2, \ 4, 5, 6. 7, 8 und 9. 

§. 86. L e h r s a t z . Wenn ein Paar Zahlen M und N sich um 
ein Vielfaches einer Zahl m unterscheiden, welche seihst irgend 
ein gemeinschaftliches Vielfache gewisser Zahlen a,b.c,... ist; 
so lassen M und N bey einer versuchten Division mit den Zahlen 
a.b.c heziehlich einerley Reste. 

Bewei s . Wenn der Unterschied..!/ — N (vorausgesetzt, daß 
wir die größere von heyden mit M bezeichnen) irgend ein Viel
faches der Zahl m ist: so haben wir M — N = ßm. wo /L eine 
wirkliche Zahl. Weil nun m ein gemeinschaftliches Viellache 
der Zahlen a. b, c ist; so läßt sich m und folglicli auch [im 
oder M — IV durch jede dieser Zahlen theilen; daher müssen nach 
§. 11. auch M und V entweder tlieilbar seyn durch m d.h. gar 
keinen Rest lassen, oder beyde denselben Rest lassen. 

Bey sp ie l . Sey a = 2, b = 5, c = 3, ni = 60 ein Vielfaches von 
2, \ 3. Kerner M = 133. 1V = 13 also M — N=i20 ein Vielfaches 
von m. Daher ist 1 | s =(i6 l , V=6£- l» s=44J, ¥=H* l F =^h 
1_3 — < ) A 

r> - - ri • 

§. 87. Lehrsa tz . Wenn umgekehrt die Zahlen 11/ und IV bey 
einer versuchten Division durch die gegebenen Zahlen a. b. c,... 
heziehlich einerley Reste geben, so ist ihr Unterschied ein gemein
schaftliches Vielfache von allen diesen Zahlen a,b,c.... 

Beweis . Denn nach §. 16. ist M — IV theilbar durch a, weil 
M und IV bey der versuchten Theilung mit a einerley Rest geben. 
Aus demselben Grunde ist M — V auch theilbar durch b, theilbar 
durch c u.s.w. Folglich auch ein gemeinschaftliches Vielfache 
von allen diesen Zahlen. 
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B e y s p i e l . /1/=183, N=17: a = 4. b = 6, c = 7. Weyl 1 f 5 = 4 6 | r . 
y = 4 | ; ^ » == 30|. V = 2 e : *f5 = 26^, V = 2f; so ist der Unterschied 
M — N = 185—17 = 168 = 4.6.7 also gewiß ein Vielfaches der Zahlen 
4, 6, 7. 

§. 88. Leh r sa t z .LWenn jede derjZahlen M, TV, R,... bey der 
versuchten Division mit den gegebenen Zahlen a,b, c,... beziehlich 
dieselben Reste gibt; so gehen diese Zahlen auch bey einer ver
suchten Division durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
m der Zahlen a. b, c,... alle denselben Rest. 

B e w e i s . Weil M und N bey der versuchten Division mit 
den Zahlen a. b. c,... beziehlich dieselben Reste geben; so ist der 
Unterschied M—N {oder N—M, je nach dem M> oder < N) 
irgendein Vielfaches von allen diesen Zahlen, also gewiß theilbar 
durch ihr kleinstes gemeinschaftliche Vielfache. Folglich muß 
(§. 11) M bey der versuchten Theilung mit m denselben Rest 
gehen wie V. Weil eben dasselbe, was so eben von M und :\ 
gesagt wurde, auch von N und R gilt; so muß auch R bey der 
versuchten Division mit m denselben Rest geben, n. s. w. 

B e y s p i e l . Wenn M=i7, N = 2\ ff = 41, a = 2, b = \ so ist 
y = 8 | . , > = 1H, V = 2 ( H ; V = ~h ¥ = ? i V = 13f Also gibt 
auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b d. i. 
6 gleiche Reste, nähmlich V = 2 i V = ^ G - V = &£• 

§. 89. L e h r s a t z . Wenn eine Zahl M bey der versuchten 
Division durch die Zahl m. die irgend ein gemeinschaftliches 
Vielfache der Zahlen a. b. c, . . . ist. den Rest R läßt; so lassen 
M und R bey der versuchten Division durch jede (\ev Zahlen 
a, b, c, . . . beziehlich eincrley Reste. 

B e w e i s . Wenn m>M. so wird der bey der versuchten 
Division von m in M entstehende Rest R = M seyn, und dann 
verstellt sich von seihst, daß M und R auch bey den Divisionen 
durch a.b,c... einerlcy Reste geben müssen. Ist aber m<R, 
so ist M = am + R, wo a eine wirkliche Zahl. Mithin ist M — R = 
= am theilbar durch m; folglich auch durch jede der Zahlen 
a,b.c welche selbst Theile von m sind. Also geben M und 
R bey der versuchten Division durch a, b, c, . . . beziehlich 
einerley Reste. (§. 11.) 

B e y s p i e l . So ist m = 60 ein Vielfaches der Zahlen a = l. 
b = 5, c = 3 . Nehmen wir nun M=157 an; so ist W = 2 + i ~ o u,1(^ 
157 7U1 3 7 — IUI 15 7 — ^ 9 1 37 — i Ol • 1A7 — ^ 1 3_7 — 72 

§. 90. Z u s a t z . Da nun R kleiner als M ist; so kann man 
auch sagen, daß es zu jeder Zahl M. die größer als das gemein-
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schaftliche Vielfache 771 der Zahlen a, b, c, . . . ist und bey ver
suchter Division durch diese Zahlen beziehlich die Reste a, /?, y , . . . 
läßt, eine andere Zahl 7t* < 771 gebe, die eben diese Reste liefert. 

§. 91. L e h r s a t z . Wenn die Zahl M bey der versuchten 
Division durch die Zahl 771, welche das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache der Zahlen a, 7>, c,. . . ist, den Rest R gibt; so ist 7t 
die kleinste Zahl, welche getheilt durch die Zahlen a, b, c, . . . 
beziehlich dieselben Reste gibt, welche die Zahl M bey diesen 
Divisionen gibt. 

B e w e i s . Denn sey S eine andere Zahl, die eben dieselben 
Reste wie R gibt; so muß (nach §. 87) Eines von beyden, ent
weder S — 7T* oder R — S eine Zahl seyn, die durch die sämmt-
lichen Zahlen a, 6, c, . . . mithin (nach §. 5) auch durch ihr 
kleinstes gemeinschaftliche Vielfache m theilbar ist. Allein 7t 
ist < 771, folglich kann 5* nicht noch < R seyn; weil sonst R—5* 
um so kleiner wäre. Also kann nicht R — S, sondern 5* — R muß 
durch 777 theilbar seyn. Mithin ist S > R. 

B e y s p i e l . So gibt 1
fV den Rest 7 und 12 ist das kleinste 

gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 2, 3, 4. Also ist 7 die 
kleinste Zahl, welche dividirt durch 2, 3, 4 dieselben Reste gibt 
wie 127, nähmlicli 1, 1, 3. 

§. 92. L e h r s a t z . Wenn es eine Zahl R gibi, die kleiner als 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 711 der Zahlen a, b, c , . . . 
ist und die, durch diese Zahlen getheilt, beziehlich die Reste 
a, ß, y, . . . läßt; so gibt es immer doch nur eine einzige der
gleichen Zahl. 

B e w e i s . Daß die Voraussetzung, welche der Lehrsatz 
macht, nicht an sich selbst Unmögliches sey, erhellet daraus, 
weil wir ja nach Belieben eine Zahl R<.m annehmen und in
dem wir sie der Ordnung nach durch die Zahlen a, b, c, . . . zu 
dividiren versuchen, die erscheinenden Reste beziehlich mit 
a, ß, 7,. . . bezeichnen können. Dann ist nur darzutun, daß eine 
jede andere Zahl S9 die durch die Zahlen a, 6, c, . . . getheilt, 
beziehlich dieselben Reste a,ß,y,... liefert, > 771 seyn müsse. 
Wegen dergleichen Reste muß Eines von Beyden entweder 
5* — 7t* oder R — S eine Zahl seyn, die durch m theilbar ist-
Weil nun R < m; so kann, wie wir so eben gesehen, nicht R — S9 

sondern es muß S — R diese Zahl seyn, und somit S > 7?. Ferner 
muß, weil S — R = oder >77i seyn muß, S gewiß > m seyn. 
Also ist jede von 7? verschiedene Zahl, welche die besagte Be
schaffenheit hat, > 771. Und es gibt somit nur eine einzige Zahl, 
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nalimlicli die R. welche die Eigenschaft hat , j e n e Reste zu 
liefern und zugleich k le iner zu seyn aJs m. 

B e y s p i e l . So ist 33 < 60, das k le ins te gemeinschaf t l iche 
Vielfache de r Zahlen 12. 13 und 30. D a h e r giht es a u c h ke ine 
einzige a n d e r e Zahl < 60. we lche gethei l t d u r c h 12. 15, 30 be-
ziehlich dieselhcn Reste wie 53 giht, lüihmlicli 9, 3 und 5. So 
giht z. B. 34 die Reste 10, 4 und 4; 50 die Reste 2. 5, 20; 59 die 
Reste t l . 14, 29; u. s. w. 

§. 95. L e h r s a t z. Wenn die Zahlen a, b, c. . . .. / j e zwey 
und zwey re la t ive Pr imzahlen sind; so giht es j e d e r z e i t e ine 
Zahl R k l e ine r als das Produc t a.b.c.... /, die so beschaffen 
ist. daß sie getheil t .durch a,b,c / beziehlich die bel iebig 
gegebenen Reste a. ß. y X l iefert, wofern n u r a < a, ß <; b 
y < c. u. s. w. 

B e w e i s . Wenn die Zahlen a. b, c k\ 1 j e z w e y und zwey 
re la t ive P r imzah len sind; w e n n also auch nicht ein e inz iger 
Factor (die Einheit ausgenommen) z w e y oder m e h r e r e n dieser 
Zahlen gemeinschaft l ich ist; so bilden auch 

abc . . . k und /, 
abc . . . il und k, 
abd . . . k und c, 
aed . . . I und b. 
bed . ..I u n d a 

eben so viele P a a r e re la t iver P r imzah len . Mithin gibt es (nach 
§.55.) auch für ein j e d e s d ieser P a a r e z. B. abc . . . k und / ein 
P a a r a n d e r e Zahlen mx und rl9 die so beschaffen sind, daß de r 
Unterschied der P roduc te mr. abc . . . — nj= 1 wi rd . Wir er 
ha l ten also 

mx . abc . . . k — nj = 1, 
m2. abc . . . il — n2k = 1, 

mfl--2 . abd . . . / — nfl-2C = 1, 
mfl~i. aed . . . I — nß-ib = 1, 

mß . bc . . . / — nßa = \. 

Betrachten wi r n u n folgenden Ausd ruck , dessen Bildlingsgesetz 
von selbst e in leuch te t : 

mx . abc . . . kX -f- m2. abc . . . il % + . . . + m^-2 . abd . . . by + 
+ mf,-i . aed. . . Iß + W/* • bc . . . la 

so w e r d e n wi r ba ld gewahr , daß der Fac to r a in a l len Gl i ede rn 
desselben vorkomme, bis auf das letzte mß . bc . . . la. H i e r a u s er-
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ibt sich, dal? eine versuchte Division dieses Ausdruckes durch 
a überall aufgehe, bis bey dem letzten Gliede. Aus der letzten 
der früheren Gleichungen aber zeigt sich, daß mfl .bc. . .1 = 
= n,ta+ 1, also mß .bc...la = n,< . aa+ a sey. Die Division mit a in 
den Theil n,t . aa geht abermahls auf; und somit gibt unser obige 
Ausdruck durch die Division mit a keinen anderen Rest als a. 
wenn a<a. Auf ähnliche Weise erhellet, daß unser Ausdruck 
bey der versuchten Division durch b den Rest ß gebe. Denn 
der Factor b erscheint in allen Gliedern desselben bis auf das 
einzige 111,^1 . aed. . . Iß, welches wie aus i\cr vorletzten der 
obigen Gleichungen ersichtlich, =n,,. aß + ß und somit offenbar 
(\i^\\ Resi ß gibt. So läßt sich dann überhaupt darthun, daß der 
besagte Ausdruck gelheilt durch alle Zahlen a, b, c\ . . ., / die 
bezichlichen Reste a, /?, 7, . . . , Z liefere. Nach §. 82. ist aber das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen a, b, c, . . ., / = 
= abc . . . 1. Ist nun der VVerth des obigen Ausdruckes schon 
für sich selbst <abc . . . /; so ist er bereits so beschaffen, wie 
die Zahl R seyn soll, deren Vorhandenseyn der Lehrsatz aus
sagt. Wenn nicht, so läßt sich doch (nach §. 90) immer ein R 
finden, das kleiner als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der Zahlen a. b, c. . . ., /. also < abc . . . I ist und dieselben Resie 
liefert. 

B e y s p i e l . So sind die Zahlen a="5, i>=4, c= 5. d = 7 j e 
zwey und zwey relative Primzahlen untereinander. Setzen wir 
nun a = 1 < 1, ß = 2 < 4, y = 4 < 5, <5==!5<7; so gibt es aller
dings eine Zahl, nahnientlich 334< 3 . 4 . 5 . 7, welche durch Di
vision mit ^ , 4 , 5 , 7 beziehlich die Reste 1,2,4.5 liefert. Hätten 
w i r a=[, ß=\, 7—1, ö=\ angenommen; so fände sich R = \ .^ 
nähmlich 1 dividirt durch 3. 4, 5, 7 gibt offenbar überall den 
Rest 1. 

§. 94. Z u s a t z . Wenn nicht je zwey und zwey der Zahlen 
a, fr, c, . . ., / relative Primzahlen sind; so ist ihr kleinstes ge
meinschaftliche Vielfache m- < abc . . . / ; und dann gibt es nicht 
immer eine Zahl A\ wie sie der Lehrsatz beschreibt. Denn weil 
R mit a den liest a, mit b den Rest ß gehen soll, so muß R 
jederzeit sowohl unter der Form pa + a als auch unter der 
Form qb+ß enthalten seyn. Hieraus ergibt sich aber, wenn wir 
z. B. a > ß annehmen, a—ß = qb — pa. Wenn nun die Zahlen a, b 
einen gemeinschaftlichen Theiler hätten; so müßte, weil qb—pa 
theilbar durch diesen Theiler wäre, auch der Unterschied a — ß 
theilbar durch ihn seyn. Und somit könnten die Zahlen a,ß9y9...,Z 
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jetzt nicht mehr ganz willkürlich angenommen werden. So gibt 
es z. B. keine Zahl, welche getheilt durch 4 und 6 beziehlich 
die Reste 3 und 4 gebe. Denn um bey der Division durch 4 
den Rest 5 zu geben, müßte sie von der Form 4x + 3 also un
gerade, und bey der Division durch 6 den Rest 4 zu geben. 
von der Form by + 4 also gerade seyn. 

§. 95. Z u s a t z . Wenn von den Zahlen a, />, c, . . . , / je zwey 
und zwey relative Primzahlen sind; so gibt es nicht zwey 
Zahlen, die kleiner als das Product a,. b . c . . . / sind und bey 
der Theilung mit a, b, c, . . . , / völlig dieselben Reste die eine 
wie die andere liefern. Denn eine Zahl, die < abc . . . / ist, ist 
kleiner als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 
a. 6. c, . . ., / und somit gibt es nur eine einzige, welche bey jener 
Division dieselbe Reihe von Resten erzeugt (§. 92.). So überzeugt 
man sich z. B. bald, daß 23 die einzige Zahl sey, die < 2 .3 .5 = 30, 
durch Division mit 2, 3, 5 beziehlich die Reste 1, 2, 3; 29 die 
einzige, die beziehlich die Reste .1, 2, 4 liefert u. s. w. 

§. 96. Z u s a t z . Da es also einerseits für jede beliebig an
genommene Reihe von Resten ct. /i, 7, ...,l (sind sie nur so ge
wählt, daß a < a, ß < b, y < c, . . ., X < / ist) eine Zahl gibt, die 
kleiner als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 
a, b, c, . . . , / ist und diese Reste liefert; und da es andererseits 
nur eine einzige dergleichen Zahl gibt: so muß die Menge aller 
Zahlen, die kleiner als das Product abc. . . /, und doch durch 
keine dieser Zahlen theilbar sind, g e r a d e so g r o ß seyn, als 
die Menge der verschiedenen Reihen von Resten, die sich bey 
den mit a, b, c, . . . , / versuchten Divisionen gedenken lassen. 
Begreiflich aber ist die Menge der verschiedenen Reste, die bey 
der Division mit a Statt finden können, =a—1; weil die Anzahl 
aller wirklichen Zahlen, die < als a sind, = a—1 ist. Ebenso 
ist die Menge der Reste, die der Divisor b lassen kann, = b—1 
u. s. w. Also die Menge der verschiedenen Reste, die bey den 
Divisionen mit a, b, c, . . ., / Platz greifen können, offenbar gleich 
dem Producte (a — \) (b—1) (c—1) . . . (/—-1). So groß ist dem
nach auch die Menge der Zahlen, die < a£>c . . . / und durch 
keine der Zahlen a, b, c, . . . , / theilbar sind. So sind z. B. die 
sammilichen Zahlen, die < 2 . 3 . 5 = 30 und sich durch keine 
der Zahlen 2, 3, 5 theilen lassen: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 und 
ihre Anzahl ist = (2 — 1) (3 — 1) (5—1) = 8. 

§. 97. Z u s a t z . Unter diesen Zahlen befindet sich jederzeit 
auch die Einheit; weil auch 1 eine Zahl ist, welche durch keine 
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der gegebenen a, b, c, . . . (die alle größer als 1 sind) getheilt 
werden kann. 

§. 98. L e h r s a t z . Wenn die Zahlen a, 6. c. . . . , / a b s o l u t e 
P r i m z a h l e n sind; so ist die Menge aller derjenigen Zahlen, 
die kleiner als das Product abc...l-=m, und zugleich auch 
relative Primzahlen zu denselben sind, immer gleich dem Pro-
ducic (a— i)(b — l)(c— 1) . . . ( / — 1 ) . 

B e w e i s . Zahlen, die absolute Primzahlen sind, sind auch 
relative Primzahlen unter einander. Also ist nach dem so eben 
Erwiesenen die Menge aller Zahlen, die < a . £ > . c . . . / , und durch 
keine der Zahlen a.b.c , / theilbar sind. =(a—l)(b — l)(c— 1)... 
. . . ( /—1). Jede dieser Zahlen muß mit der Zahl m in dem Ver
hältnisse einer relativen Primzahl stehen. Denn weil die Zahlen 
a,b,c\ / absolute Primzahlen sind: so stehet jede Zahl, welche 
durch keine derselben theilbar ist, in dem Verhältnisse einer 
relativen Primzahl zu jeder einzelnen von ihnen und somit auch 
zu dem Producte aus allen oder zu m. Jede andere Zahl dagegen 
d. h. jede Zahl, welche durch eine oder die andere der Zahlen 
a, £>. c, . . .. / theilbar ist, ist eben deshalb keine relative Primzahl 
zu dem Producte m. Also ist die Menge de r sämmtlichen Zahlen, 
welche relative Primzahlen zu der Zahl m, und zugleich < m 
«sind, nicht größer und nicht kleiner als (a — \)(b — l)(c — 1)...(/—1). 

B e y s p i e l . So ist die Menge der sämmtlichen Zahlen, die 
•^ "30 und relative Primzahlen mit 50 = 2 . 5 . 5 sind -= (2 — 1) . 
.(3 — 1) (3—1) = 8. Diese Zahlen sind nähmlich 1.7, 11, 13, 17, 19, 
23. 29. Kbcn so ist die Menge der sämmtlichen relativen Prim
zahlen zu dem Producte 3 .7 = 35, die < 35 sind, nun (5—1) . 
.(7 — 1) = 24 nähmlich: 1,2, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 
22, 25, 24, 26, 27. 29, 31, 32, 35, 54. 

§. 99. L e h r s a t z . Wenn die Zahlen a, b. c, . . . , / absolute 
Primzahlen sind; so ist die Menge aller derjenigen Zahlen, die 
kleiner sind als das Product n . m = n . a . b . c . . . I, und zugleich 
auch relative Primzahlen gegen m sind, gleich dem Producte 
n(a — 1) (b — 1) (c—1) . . . (/ — 1): wobey n jede beliebige wirk
liche Zahl vorstellen kann. 

B e w e i s . Bezeichnet R eine Zahl, welche durch keine der 
Primzahlen a, b, c, . . ., / theilbar und zugleich < als ihr Product 
m = abc . . . I ist: so bezeichnet auch p . m + R eine Zahl, welche 
durch keine der Zahlen a, b, c, . . . , / theilbar ist, sondern bey 
der versuchten Division durch sie beziehlich dieselben Reste 
wie R lälit, wenn wir voraussetzen, daß p irgend eine Zahl 
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bedeute . Auch umgekeh r t mufi e ine j e d e Zahl, welche d u r c h 
a. b. c / d iv idi r t . beziehl ich d iese lben Reste wie R geben 
soll, un te r i\cr Form p.m + R en tha l ten seyn. Soll diese Zahl 
überdiel? <̂  tun seyn, so darf p n icht ^ n — 1 genommen w e r d e n . 
Jede dieser Zahlen erscheint somit in folgender Re ihe : R, ni + R. 
2tn + R. vn+R (n— i) m + R. Nun ist die Anzahl der Gl ieder in 
dieser Reihe offenbar = n: und die Anzahl de r Wer ihe , welche 
R a n n e h m e n kann , nach §. 9S. = (a — \) (b— I) (c— 1 ) . . . ( / — 1). 
Auch ist aus §. 9S. offenbar, dal? alle die Zahlen, die d u r c h die 
Gl ieder dieser Reihe vorgestel l t w e r d e n k ö n n e n , wenn man die 
eben e r w ä h n t e n (a — 1) (b — 1) (c— 1 ) . . . ( / — 1) W e r i h e für R setzt, 
von e inande r verschieden seyn müssen, weil nm+R n i emahl s 
nm + R' seyn kann , weil n und n und eben so R und R' zwey von 
e inande r versch iedene w i r k l i c h e Zahlen, die le tz tere überdiel? <m 
seyn sollen. Also ist die Menge al ler Zahlen, welche durch ke ine 
der P r i m z a h l e n a. b. c, . . ., / ihc i lbar . und dabey <. das Produc t 
n . a .b .c.lsiml = n (a—l) (b—i)(c—i)... (l—l). Da nun al le 
diese Zahlen mit den Zahlen a.b.c / z u g l e i c h in dem Ver
häl tnisse von re la t iven Pr imzah len s t ehen : so ist die Menge al ler 
re la t iven Pr imzahlen zu a. b. c. . . ., /. die zugleich <Cn . a . b . c... I 
sind, immer = n (a—l) (b—l) (c—i) . . . (l—i). 

B e y s p i e l . So ist die Menge der sämintl ichen Zahlen, die 
re la t ive Pr imzah len mit "5.5. und zugleich < 4 . 5 . 5 = 60 sind, 
= 4("5— 1)(5— 1) = 52. Diese Zahlen sind nähml ich I. 2, 4, 7. 8, 
11. 15. 1+ ib. 17. 19. 22. 25. 26, 2S. 29. ">1. 52. 54. 57, 58. 41. 45. 
44. J6, 47. 49, 52, 55. 56. 58, 59. 

S. 100. L e h r s a t z . Wenn a, b. c / absolu te Pr imzah len . 
a.ß.y X aber be l iebige Zahlen b e d e u t e n : so ist die Menge 
der Zahlen, die gegen das Product a(1 . bß . cy . . . lx re la t ive Pri jn-
zahlen und d a b e y k le ine r sind als dasselbe 

a(l bß c> P 
= j • " / (a-i)(b-i)(c-i)...(l-\). 

a . b . c . . . I 

B e w e i s . Aus dem vorhe rgehenden Satze wissen wir, daß die 
Menge al ler Zahlen, welche re la t ive Pr imzah len gegen das Product 
abc . . . L und d a b e y k le iner sind als das P roduc t n . abc . . . L 
immer = n(a— i)(b—\)(c—!)...(/—1) sey. Setzen wir nun die 

Zahl fi, die h ier ganz wi l lkür l i ch ist = , / / ' welches j e d e r -
aoccl. . . I 

zeit, auch w e n n einige der Zeichen a,(i.y;ö,...A bloß Einhei ten 
anzeigen, e ine wi rk l i che Zahl ist, so kommt de r obige Ausdruck 
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aabßcrdö V 
äbc<r~ l ^l~~i)(b~ -)(c — I). • •(/— 1) zum Vorschein. Da aber 

alle Zahlen, welche relative Primzahlen mit dem Producte abcd ...l 
sind, auch relative Primzahlen mit dem Producte aabßcydö. . . lx 

sind; so erhellet die Wahrheit des Satzes. 
§. 101. Z u s a t z . Da nun nach §. 43. jede beliebige wirkliche 

Zahl unter der Form aabßcrdö.. .lx enthalten ist; so lehrt der obige 
Satz, wie viele Zahlen es gebe, die kleiner als eine gegebene 
Zahl und relative Primzahlen gegen sie sind. So ist z. B. die 
Zahl 100 = 22. 52, also ist die Menge der sämmtlichen Zahlen, 
die <1()0 und relative Primzahlen zu 100 sind, = 2 . 5 ( 2 — 1 ) . 
.(5 —1) —40. Und so ist es wirklich; denn diese Zahlen sind: 1, 5, 
7, 9, I 1, 13, 17, 19, 21, 25, 27, 29, 31, 33, 57, 59, 41, 45, 47, 49, 51, 55, 
57, 39, 61. 65. 67, 69, 71, 75, 77, 79, 81, 85, 87, 89, 91, 95, 97. 99. 

§. 102. Z u s a t z , ßey einer absoluten Primzahl p beträgt die 
Anzahl der zu ihr relativen Primzahlen, die zugleich kleiner 
sind als sie. immer nur p — 1. So gibt es nicht nur die obige 
Formel für diesen Kall; sondern so fließt es auch unmittelbar 
aus dem Begriffe einer solchen Zahl, vermöge dessen sie durch 
keine der Zahlen 2, 5, 4, ...,(p — 1) theilbar seyn darf. Wird nun 
zu diesen Zahlen auch die Einheit, die eine relative Primzahl 
zu jeder Zahl ist (§. 55.), hinzugefügt: so ist die Menge der 
Zahlen 1, 2, 5, . . ., (p — 1) offenbar =p—i. 

§. 105. L e h r s a t z . Die Menge der sämmtlichen Theiler einer 
Zahl 1V, wenn wir die Einheit und die Zahl selbst mitrechnen, 
gleicht dem Ausdrucke (1 + a) (1 +[i)(l+r) • • • (1 + ^)- in welchem 
die Anzahl der Glieder von der Form (1 + a), (1 +/*), (1 + y) 
...,({+Ä) so groß als die Anzahl der einfachen von Eins ver
schiedenen Kactoren, in welche sich N zerschlagen läßt, und 
die Buchstaben a, /i, y. ...,l bezeichnen, wie oft ein jeder dieser 
Kactoren in N vorkommt. 

B e w e i s . Wenn die Zahl N eine Primzahl ist, so gibt es nur 
zwey einzige Theiler, die Einheit nähmlich und die Zahl N 
selbst. Für diesen Fall aber bekommt der Ausdruck (1 + a) (1 + / i) . . . 
...(i+X) die Gestalt (1 + 1) = 2 d. h. er gibt die Zahl der Theiler 
richtig. Ebenso richtig gibt diese Formel die Zahl der Theiler, 
wenn N nur aus einein einzigen Factor a bestehet, der aber 
mehrmahls, nähmlich a mahl wiederholt ist. Offenbar ist dann 
TV theilbar durch folgende Reihe von Zahlen 1, a, a2, a3, . . ., aa, 
die wir erhalten, wenn wir die Einheit zum ersten Gliede machen, 
dann aber das zweyte und jedes folgende bilden, indem wir das 
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nächst vorhergehende noch mit a multipliziren. und endlich 
abbrechen, bis wir zu einem Gliede kommen, daß dem Producte 
aa gleicht, in welchem die Anzahl der Factoren =a ist. Die 
Menge der Glieder, aus welchen diese Reihe bestehet, ist aber 
sichtbar =\+a. Also die Anzahl der Theiler =(l + a): und 
gerade so gibt auch die Formel für diesen Fall sie an. Die 
Formel ist also richtig, wenn sie aus einem einzigen Gliede 
bestehet. Ich werde nun darthun. daß. wenn diese Formel gilt, 
so fern sie aus einer gewissen Anzahl von Gliedern =n bestehet. 
sie auch gelte, wenn sie aus (n+ 1) Gliedern bestehet. Ist es 
nähmlich wahr, daß die Anzahl aller Theiler, dir eine Zahl 
zuläßt, wenn in derselben n von einander verschiedene Factoren, 
der erste a mahl, der zweyte ß mahl , . . . , der nt0 l mahl erscheinen, 
= (I +a)(\ +/i) . . . (1 +1) sey: so behaupte ich, die Anzahl aller 
Theiler, die eine Zahl zuläßt, welche nebst den vorigen noch 
einen neuen einfachen Factor m hat, der in derselben JU. mahl 
erscheint, ist = (1 + a) (\ + /J) . . . (1 + X) (\ +/i). Wenn nähmlich der 
( r i+ l ) t e Factor nur ein einzigesmahl vorkommt; so ist offenbar, 
daß die Anzahl der Theiler, welche die ganze Zahl zuläßt, durch 
ihn verdoppelt werde. Denn zu (\cn Theilern, die ohnehin Statt 
finden, kommen noch ebenso viele hinzu, die man erhält, wenn 
man jeden der vorigen noch mit m multiplizirt. Gerade so gibt 
es aber auch unsere Formel, indem für fi=l die Zahl (1 + a ) . 
. (l+/i) . . . (l+t)(l+ß) das Doppelte wird von der Zahl (1 + a) . 
. (1+ /-») . . . ( 1 + / ) . Erscheint der neue Factor m mehrmahl, wird 
er z. 13. [i mahl wiederholt; so erhalten wir die sämmtlichen 
Theiler der neuen Zahl, wenn wir jeden Theiler der vorigen 
noch durch ein jedes Glied der folgenden Reihe multipliziren 
1, m, m2, m3, m4, . . ., m^, deren Bildungsgesetz dasselbe wie das 
der früher betrachteten ist, so jedoch, daß ihr letztes Glied ein 
Product aus p der Zahl m gleichen Factoren vorstellt. Die Anzahl 
der Glieder in dieser Reihe ist 1 + u. Und somit ist entschieden, 
daß die Menge der Theiler, welche die vorige Zahl durch i\c\\ 
Zuwachs des neuen /i-iach vorkommenden Factors in erhält, 
(1 + /0 fach so groß ist. als sie es vorhin war; sie ist sonach 
= ( l + a ) ( - + / J ) - - - ( - + ^ ) ( l + ^ ) - Also gilt die Formel, die unser 
Lehrsatz aufstellt, für 2,3, . . . und jede beliebige Anzahl von 
einander verschiedenen Factoren. 

B e y s p i e 1. Da die Zahl 60 = 22. 3 . 5, so ist die Anzahl ihrer 
sämmtlichen Theiler = (1 + 2) (1-f 1) (1 + 1) = 12; diese Theiler 
sind nähmlich: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20. 30, 60. 
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§. 104. L e h r s a t z . Die Šumme al ler Thei le r e iner Žahl N, wenn 
w i r die Einhei t unci siesellxst mi tnehmen , i s t iminer gleich d e m A u s -
d r u c k e ( l + a + a 2 + . . . + a a ) ( l + 6 + b 2 + . . . + ^ ) ( l + c + c 2 + . . . + c^')... 
. . . (1 + / + Z2+ . . . /A), weiiD wi r durch a, b, c, . . ., Z die sammtl ichen 
einfachen Eac to ren dieser Žahl, u n d d u r c h die Zeichen a5/i, y. l 
andeu ten , wie olt ein j e d e r dieser Eactoren in ihr v o r k o m m t . 

B e w e i s . Bey der h ie r a n g e n o m m e n e n Bczcichnung ist d ie 
Žahl N un t e r der Eorm a a . b?. ď. . . I1 en tha l t en ; und fiir den 
Eall, dali sie selbst e ine P r imzah l ist, hat man bloR JV — a. In 
cli esem Ealle abe r ha t sie n u r zwey Thei le r , 1 nahml ich und a, 
d e r e n Š u m m e sonach, g e r a d c wie es die Formel des Lehrsa tzes 
anzeigt , — 1 + a ist. Ist die Žahl N ein P roduc t m e h r e r e r e inande r 
g le ichen Pr imfactoren — aa, so ist die Šumme ih re r sammtl ichen 
The i l e r offenbar = 1 + a + a2 + . . • + aa, ahe rmahls , wie es d ie 
Eormel des Lehrsa tzes dars te l l t . Koinmt zu clem Eactor aa noch 
ein z w e y t e r b13 h inzu : so ist die Šumme ihre r sammtl ichen 
The i l e r = (1 + a + a2 + . . . + aa) (1 + b + b2 + . . . + W). Denn zu 
clen The i le rn , die in de r Šumme 1 + a + a2 + . . . + aa s tecken, 
k o m m e n noch hinzu die The i le r , wc lche z um Vorschein kommen , 
w c n n wi r j e d e n der e r s t e r en zufordersť mil b, dann mit b2. 
d a n n mit b3 und endl ich mit W mul t ip l iz i reu . Allein das obige 
Produc t l iefert bey seiner En twick lung die Šumme al ler d ieser 
Zahlen. D e n n wenn wir den Eactor (1 + a + a2 + . . . + aa) mit 
dem Eactor (1 + b + b2 + . . . + bp) mul t ip l i z i reu ; so mul t ip l iz i reu 
wir ihn zuforders t mit 1, wobey er u n g e a n d e r t bleibt; dann mit 
£>, 62, . . ., b^ und add i ren alle diese P r o d u c t e ; welches genau die 
vo rh in beschr iebene Šumme darstel l t . Also gilt unse r Satz. wenn 
die Anzahl de r von e inande r vcrsch iedenen Eactoren in i V = 2 is t ; 
und imn wird vollig auf ahnl iche Ar t wie in dem vorigen §. 
e rwiesen , daR der Satz a l lgemein gelte. Sonach ist z. B. die Š u m m e 
al ler The i l e r von 100 = (1 + 2 + 22) (1 + 5 + 52) = 217. 

§. 105. Z u s á t z. Die Šumme 1 + a + a2 + . . . + aa líiRt sich 
da Hl \ 

(nach §.) wcil a > I aucli = — >undebenso 1 +b + b2+ ... + /^ = 
a — i 

W+1 — 1 
— — _ _ u. s. w. schre iben. Die Šumme al ler The i le r der Zalil 

b — 1 
aa.bP.cy...r k a n u also auch du rch —- • -. — • 

a — l b — 1 c — 1 
/A+1 — 1 

. . . a u s g e d r u c k t we rden . Eiir die Žahl 100 gibt dieíí 
23 — 1 53 _ 1 
r: r ~ " 5 — = 2 1 7 wie vorh in . 
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§. 106. L e h r s a t z . Wenn eine Zahl A e inen Thc i l e r p hat, 
de r so beschaffen ist, d a ß das Q u a d r a t p2>N: so hat sie auch 
einen von der F inhei t ve r sch iedenen Thc i le r q, de r so beschaffen 
ist. daß q2<N. 

B e w e i s . Fin solcher ist nahm lieh gleich dem Quo t i en t en , 
N 

den A getlicilt du rch p gibt. Denn setzen wir = q, oder N= pq: 

so ist auch N2=p2q2, und weil p2 > N\ du rch Division (§.) 

,)2(l2 A2 d. i. q2<N. 

§. 107. X u s a l z. Wenn also u m g e k e h r t e ine Zahl A keinen 
von der Finheit versch iedenen Thci le r q hat, de r so beschaffen 
wäre . daH r / 2 < \ : so hat sie auch keinen Thc i l e r /;, de r so be
schaffen w ä r e , daü p2 > N ist. Und wenn sie übe rd ieß auch keinen 
Thc i le r (/ hat. de r so beschaffen w ä r e , t\nll q2 = N ist, so hat sie 
übe rhaup t gar keinen Thci le r . die Finhei t und sich selbst ab 
ge r echne t : und ist somit e ine Pr imzahl . Denn j e d e r Thc i le r . 
welchen sie hä t te , müß te doch no twend ig e n t w e d e r so beschaffen 
seyn. daß sein Q u a d r a t / / r g I e i c h oder k l e i n c r oder g r ö ß c r 
als V ist. 

§. 10S. A u f g a b e . Zu un te r suchen , ob eine gegebene Zahl 
e ine Pr imzahl sey. und wenn sie es nicht ist. die e infachen 
I ac toren (Pr imzahlen) , aus denen sie zusammengese tz t ist, an
zugeben . 

A u f l ö s u n g . Man versuche die gegebene Zahl A der O r d n u n g 
nach zu d iv id i ren mit den Zahlen der na tü r l i chen Zah lenre ihe 
2. ^ 4. . . . bis man zu e iner Zahl p kommt, bey de r die Division 
aufgeht . F inde t sich eine solche, so ist diese e iner von den ver
langten einfachen Faetorcn der A. Denn sie ist ein Thc i l e r der A, 
und selbst nicht the i lbar . sondern eine P r imzah l ; weil im ent
gegengese tz ten fa l l e , wenn /; zusammengese tz t = m. n w ä r e : 
schon die b e y d e n k le ine ren Zahlen m und n, mit denen man die 
Division f rüher als mit p versuchte , in A' hä t t en aufgehen müssen. 
Mit d iesem einen einfachen Fac to r c\cr N d iv id i rc man A, und 
v e r f a h r e mi t dem Q u o t i e n t e n A' ganz wie4 vorh in mit A; wobey 
es j edoch nicht nöthig ist. die Division mit Zahlen, die < F, 
wohl a b e r mit /; selbst zu versuchen . Das Frs te aus dem schon 
angeze ig ten G r u n d e : das Zweyte , weil A den Factor p mehr 
mahl e n t h a l t e n k a n n . Offenbar wird man auf diese Weise 
a l lmäh l ig alle e infachen Fac toren de r Zahl A', und w e n n e i n e r 
oder a n d e r e derse lben mehr fach erscheint , diesen auch mehrfach 
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erhalten. Kommt man bey der versuchten Division der A oder 
einer aus ihr abgeleiteten Zahl Nn. mit der wie mit TV selbst 
umzugehen ist, in der natürlichen Reihe der Zahlen 2 , 3 , 4 . . . . 
bis zu einem Divisor p, der so groß ist, daß F2 > N oder N„, 
so braucht man nach §. 106. nicht ferner mehr zu untersuchen, 
ob sich nicht unter den größeren Zahlen ein Theiler finden 
werde; sondern es ist schon entschieden, daß diese Zahl eine 
Primzahl sey. 

B e y s p i e l . Wenn wir nach dieser Art die einfachen Facioren 
der Zahl 46725 suchen; so zeigt sich zunächst ihre Theilbarkeit 
durch die Zahl 3; und es erscheint als Quotient 13373. Da nun 
fliese Zahl nicht weiter theilbar ist durch 3. so versuchen wir 
die Division durch 4; dann, weil diese nicht aufgeht, durch 3; 
wobey wir den Quotienten 3115 erhalten. Indem wir bey diesem 
abermahls die Division mit 3 versuchen, erhalten wir zum 
Quotienten 625. Da diese Zahl nicht mehr theilbar durch 5 ist. 
so Aersuchen wir die Division durch 6, welche nicht aufgeht: 
dann die durch 7, die aufgellt, und den Quotienten 89 gibt. Bey 
diesem versuchen wir die Division mit 7. S. 9 und 10 ohne 
Lrfolg. Da nun die letztere Zahl 10 schon so groß ist, daß ihr 
Quadrat 100 bereits > 89 ist: so entnehmen wir hieraus, daß 89 
eine Primzahl sey. Also ist 46725 aus den einfachen Facioren 
5 . 52. 7 . 89 zusammengesetzt. 

§. 109. A u f g a b e . Die sämmtlichen Zahlen zu finden, deren 
kleinstes gemeinschaftliche Vielfache eine gegebene Zahl A ist. 

A u f 1 ös u n g. Da vorausgesetzt wird, daß die gegebene Zahl 
keine Primzahl ist. so zerlege man sie in ihre sämmtlichen 
einfachen Lactoren. Wenn nun der eine derselben a, a mahl, 
der andere b, ß mahl vorkommt u. s. w. so weiß man bereits aus 
§. 103., daß die Menge der sämmtlichen Zahlen, deren kleinstes 
Vielfache die gegebene ist, (oder was eben soviel heifit, die 
Menge der sämmtlichen Theiler dieser Zahl), wenn wir die Kin-
heit und sie selbst mit dazu rechnen. = (1 + a) (1 + ß) . . . (1 + /) 
sey; und es wird ein Leichtes seyn, sie alle darzustellen, wenn 
man nach der Art. die im Beweise dieses Lehrsatzes angedeutet 
ist. verfährt. 

B e y s p i e l . Wenn wir die sämmtlichen Zahlen, deren klein
stes gemeinschaftliche Vielfache die Zahl 100 ist, finden sollten; 
so zerlegen wir 100 erst in seine einfachen Factoren, welche 
2 2 . 32 sind. Dann zeigt sich, daß die verlangten Zahlen folgende 
sovn müssen: 
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V 2, 4 
oder 3, 10, 20 

52. 2 . 3 2 . 2 2 . 5 2 J 23, 30, 100 

§. 110. A u f g a b e . Den grollten gemeinschaftlichen Theiler 
einer endlichen Menge gegebener Zahlen zu finden. 

A u f l ö s u n g . 1. I l aben wi r diese Zahlen alle zuerst in ihre 
einfachen Factoren zer leg t : so ist es ein Leichtes zu sehen, ob un te r 
diesen Factoren einer oder einige allgemein sind. Dieser Kine, oder 
wenn ihrer mehrere sind, das P rodue t aus ihnen allen wi rd den 
ver langten größten gemeinschaftlichen Theiler geben. 

2. Aber auch ohne das zuweilen mühsame Geschäft der Zer
legung in ihre einfachen Factoren bey den gegebenen Zahlen ver
richtet zu haben, können wi r auf folgende Weise verfahren. Wir 
nehmen erst zwey dieser Zahlen, e twa die beyden kleinsten, und 
suchen i\cn größten gemeinschaftlichen Theiler, den diese beyden 
haben, auf die Art . die im ßeweise des Lehrsatzes §. 49. angedeutet 
ist. Wir versuchen nähmlieh die größere von diesen beyden Zahlen 
du rch die kle inere zu clivieliren, und wenn die Division aufgeht : 
so ist diese kleinere Zahl selbst der größte gemeinschaftliche Theiler 
beyder Zahlen. Wenn sie aber nicht aufgeht, so clivieliren wir mit 
dem gewonnenen Reste in den vorigen Divisor , und verfahren 
for twährend so. bis wir zuletzt zu einer Division gelangen, die 
aufgeht. Bekanntl ich ist dann der letztgebrauchte Divisor, wenn 
er nicht die4 Finheit selbst ist. i\cv größte gemeinschaftliche Theiler 
beyder Zahlen. Geht die Division nicht eher als bis der Rest 1 ist. 
au f : so sind beycle Zahlen relative Pr imzahlen, und es gibt folglich 
für den ganzen gegebenen Inbegriff von Zahlen keinen größten 
gemeinschaftlichen Theiler. Haben aber die beyden zuerst betrach
teten Zahlen a. b einen größten gemeinschaftlichen Theiler m : so 
sucht1 man n u r auf dieselbe Weise wieder den größten gemeinschaft
lichen Theiler zwischen m und einer der übrigen Zahlen, z. B. c: 
finden wir einen, und ist dieser n: so ist er nach §.85. zugleich auch 
der größte gemeinschaftliche Theiler zwischen CICMI Zahlen a, b und 
c. Und so erhellet, daß wir auf diese Weise fortfahrend endlich 
die Zahl finden können , welche der größte gemeinschaftliche 
Theiler aller gegebenen Zahlen ist, wenn ihre Menge selbst nur eine 
endliche ist. 

ß e y s p i e l . Wenn die gegebenen Zahlen 36, 48, 102, 510, 627 
w ä r e n : so gäbe die versuchte Division von 36 in 48 den Rest 12, der 
in dem vor igen Divisor 36 aufgeht, w o r a u s erhellet, daß der größte-



gemeinschaftliche Theiler der beyden ersten Zahlen 36 und 48, die 
Zahl 12 sey. Suchen wir n u n auf eben die Art den größten gemein
schaftlichen Theiler zu den beyden Zahlen 12 und 102: so gibt 
die versuchte Division von 12 in 102 den Rest 6, der in 12 aufgeht. 
Mithin ist der größte gemeinschaftliche Theiler zwischen 12 und 
102 die Zahl 6. Suchen wir n u n den größ ten gemeinschaftlichen 
Theiler zwischen 6 und 510: so zeigt sich, daß dieser die Zahl 6 
selbst sey, weil 6 in 510 aufgeht. Suchen wi r endlich den größten 
gemeinschaftlichen Theiler zwischen 6 und 627: so gibt die Divi
sion von 6 in 627 den Rest 3, der in 6 aufgeht, und lehrt , dafi 
die gegebenen Zahlen keinen größeren gemeinschaftlichen Theiler 
als die Zahl 3 haben. 

§. 111. A u f g a b e . Zu einer endlichen Menge gegebener Zahlen 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu finden. 

A u f 1 ö s u n g . 1. Wenn wi r die einfachen Factoren. aus welchen 
jede dieser Zahlen zusammengesetz t ist, kennen: so ist nichts 
leichter, als eine Zahl zu bilden, welche die sämmtliehen in diesen 
Zahlen vorkommenden einfachen Factoren. diejenigen, die in der 
einen oder der anderen wiederholt vorkommen, so vielfach, als 
sie dort erscheinen, wo sie am Oeftesteir erscheinen, zu ihren 
eigenen Kaetoren hat. Diese Zahl wi rd nach §. 80. das ver langte 
Vielfache seyn. 

2. Ohne die einfachen Factoren der gegebenen Zahlen zu 
kennen, läfit sich diefi Vielfache auch finden, wenn wir den größ
ten gemeinschaftlichen Theiler dieser Zahlen kennen. Ist nähmlich 
dieser m, so läfit sich j ede der gegebenen Zahlen a, b, c. . . . , / 
durch m theilen. Verrichten wir diese Divisionen und geben sie 

uns die Quot ien ten =a. = ii. — ;\ . . . . — / . So wird das 
in m m m 

Produc t aus ihnen allen multiplizirt noch mit m. oder die Zahl 
a . ß. y . . . I. m, das ver langte Vielfache seyn. Denn in dem Factor 
m stecken diejenigen Factoren der Zahlen a. b,c /, welche 
sie alle gemeinschaftlich haben, in den Factoren a, ß, y,. . .. I aber 
diejenigen, die j ede der Zahlen a, b, c . . . , / noch eigenthümlich 
hat. Also ist kein Zweifel, daß das Product a.\i.y...k.m alle 
Factoren enthalte, die in den Zahlen tub, c / vorkommen, und 
diejenigen, die da r in mehrfach vorkommen, so oft als in derjenigen 
Zahl, die sie am Oeftesten enthäl t . 

B e y s p i e l . Sind die gegebenen Zahlen 12, 24. 30. 42: so findet 
sich ihr größter gemeinschaftlicher Theiler = 6 . und die versuchte 
Division durch diese gibt die Quotienten 2, 4, 3. 7. Also ist 

4 
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6 . 2 . 4 . 5 . 7 = 1 6 8 0 das kleinste gemeinschaftliche Vielfache j ene r 
Zahlen. 

§. 112. L e h r s a t z . Wenn ein P a a r Zahlen M und A von 
einer solchen Beschaffenheit sind, daß man Mm = N" hat, w o b e r 
die Exponenten //? und n ein P a a r relative Pr imzahlen bezeichnen; 
so m u ß es i rgendeine dr i t t e Zahl C von der A r t gehen, d a ß 
Cn = M. und Cm = N ist. 

B e w e i s . Weil Mm = N" ist, so müssen beyde Zahlen Mm und 
A" aus denselben einfachen Faetoren in gleicher Anzahl zusam
mengesetzt seyn (§. 71.). Bezeichnen wir aber die einfachen Fae toren 
der Zahl .1/ du rch a. b. c. ( / , . . . und die Anzahl , wie oft ein j eder 
dieser Kaetoren in J/ erscheint, beziehlieh du rch a, ß, y, (5, . . ., 
so ist M = aab^cydö . . . und somit Mm = aam . bßm . cym . dom 

welches auch = A" seyn soll. Hiernächst m u ß einer der einfachen 
fac to ren , aus welchen A" zusammengesetz t ist. = a seyn, und 
dieser Factor m u ß in A" ewi-mahl erscheinen. Kein Zweifel also, 

daß dieser Factor in A bloß -mahl erscheint. Auf gleiche 
n 

Weise erhellet, daß Y auch den einfachen Factor b enthal ten 

müsse und zwar diesen -mahl, sodann den einfachen Fac to r c, 
n 

am ßm ym dm 

und zwar -mahl u. s. v\. Also ist N = a" .b" .c" .d" . . . , w o 
n 

am (im ym chn • i i- i v i i M I 

- • -• wirkl iche Zahlen seyn müssen. 11a aber 
n n n n 

m und n keinen gemeinschaftlichen I heiler haben: so folgt aus 
§.60.. daß auch • * ' wirkl iche Zahlen sevn müssen. 

n n n n 
a ß y Ö 

Mithin wird auch a" . b" . c" . dn . . . eine wirkliche Zahl vorstellen. 
Bezeichnen wir diese durch C, so ist C" = aa. bß. cy. d8. . ., d. i. 

am ßm ym Öm 

-- .1/ und C'"= a" . b" . c" . d" . . .. d. i. = A'. So findet sich 363 = 
= 2162 = 46636. Daher ist denn auch eine Zahl, nähinlich 6, an
geblich von der Art , daß 62 = 36 und 63 = 216 ist. 

§. 113. L e h r s a t z . Wenn in dem A u s d r u c k e x2 — ay2 — b, 
die Zeichen a und b zwey beliebige positive oder negative, aber 
wirkl iche Zahlen bezeichnen: so gibt es jederzei t gewisse an die 
Stelle von x und y zu se tzende Werthc, welche en tweder Null 

oder wirkliche, auf jeden Fall abe r den Werth ^ nicht i iberstei-
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gende Zahlen sind, die j e n e n A u s d r u c k theilbar durch die belie
bige wirkl iche Zahl c machen. 

B e w e i s . Wenn b selbst theilbar durch c ist; so sind schon 
x — 0 und y = 0 ein P a a r Werthe, wie sie der Lehrsatz ver langt . 
Allein ganz abgesehen von diesem besonderen Fal le lasset uns 
unterscheiden, ob c g e r a d e oder unge rade ist. 

1. Wenn c ge rade ist; so ist auch —eine wirkl iche Zahl; und 

es gibt der Werthe , welche die Zahl ' nicht übersteigen, wenn 

wir die Null mit dazu rechnen sollen, offenbar ^ + 1 . Werden 
x2 

nun alle diese Werthe in den A u s d r u c k sowohl als auch in 

den —— nach u n d nach subs t i tu i r i : so behaup te ich, es müsse 

( c \ . x2 

+ 1) verschiedenen Werthcn des Ausd rucks — 
wenigstens Einen geben, bey welchem der durch die angezeigte 
Division mit c en t s tehende Rest derselbe ist, der auch beyr einem 
der ( - + 1 1 verschiedenen Werthe von zum Vorschein 

kommt . D e n n wären alle diese Reste von einander verschieden; 

so müß te es, weil ihre Anzahl 2( + l ) = c + 2 ist, c + 2 ver

schiedene Reste geben, die durch die Division mit c entstehen 

können , welches doch ungereimt ist. Gibt es dagegen einen für 

x zu setzenden Wer th z. B. | , der nicht > ist, und bey dem 

den Rest y gibt, und eben so einen für y zu setzenden Werth, 
c *ciij2 +• b 

der abe rmah l s nicht > - und b e y dem — denselben Rest 
2 c 

y g ib t : so ist nach §. 10. der Unterschied | 2 — ay2—b thei lbar 
durch c. 

2. Wenn c u n g e r a d e ist; so gibt es der Werthe, welche nicht 
c c + 1 

> Q sind, wenn wi r die Null mit dazu nehmen, -= • Werden 

x2 . au2 +• b 
n u n alle diese Wer the in — sowohl als auch in — nach u n d 

c c 
nach subs t i tu i r t : so leuchtet wie vorhin ein. daß es un te r den 
c + 1 x2 

(y verschiedenen Wer then von wenigs tens E inen geben 

müsse, bey welchem eben derselbe Rest eintri t t , der auch bey 
4* 
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ei neun der —- - - verschiedenen Werthen von S t a t t f i n d e t ; 
2 c 

weil im widr igen Fal le b e h a u p t e t w e r d e n müß te , daß es 2( 0 ) 

d. i. c+\ von e inander verschiedene Reste gebe, die bey der 
Division durch c zum Vorschein kommen k ö n n e n . Tst a b e r £ ein 

c x2 

W e r t h nicht > * bey welchem ' i\c\\ Rest y, und y ein 
(' F\\M I #1 

W e r i h nicht ^ () * bey welchem denselben Rest y g ib t : 

so ist | 2 — ay2 — b offenbar thei lbar durch c. 
B e y s p i e l . Wenn x2 + y2 + \ thei lbar durch 5 zu machen, 

und zwar durch Wer the von x und y. welche nicht > 4 sind: 
e rhal ten wir x = () und y = 2 oder x = 2 und y = 0. Um x2 + 7y2 — "5 
thei lbar durch b zu machen vermittelst Wer then . welche nicht 

4 + 7 •) 
> 5 sind, findet sich v = 2 , / / = 1 : welches . = 1 gibt. U. s. w. 

§. 114. L e h r s a t z . Jede Primzahl /; läßt sich als e ine S u m m e 
von höchstens vier Q u a d r a t z a h l e n be t rachten . 

B e w e i s . Nach dem vor igen Lehrsä tze ist es immer möglich 
Wer the für x und y. welche e n t w e d e r Null oder ganzzühlig und 

dabey nicht g rößer als ' sind, zu wählen , mit dem Krfolge, daß 

der A u s d r u c k x2+y2+\ the i lbar durch /; we rde . Folglich ist es 
auch möglich für die vier Zeichen .v. y. m und z Wer the , welche 

en twede r Null oder ganzzühlig und d a b e y nicht ", f> sind, mit 

dem Lrfolge zu wählen, d a ß der Ausdruck x2 + y2 + io2 + z2 theil
b a r du rch die Zahl /) w e r d e . Denn dazu bedarf es nu r x und 
y so zu best immen, daß x2 + ij2+\, und iv und z so, daß w2 + z2— 1 
thei lbar durch p w e r d e : oder , was noch k ü r z e r ist, w = 1 u n d 
z = () zu setzen. Ls seyen also x. y, m. z solche Wer the . d a b e y 
x2 + y2 + in2 + z2 = p . pi ist, wo px eine beliebige wirkl iche Zahl 

bezeichnet. Weil nun keine der vier Zahlen x, y. to und z > f) 

seyn soll: und ^ ein wirkl icher Bruch ist: so erhellet , daß j e d e 

der vier Zahlen x\ y. in, z<0 seyn müsse. Daher m u ß denn (nach 

p2 

§.) auch x2+y2 + m2+z2 <4l =p2 seyn: und somit ist p . p±<p2» 

also pi ^ p. Wäre nun px = 1 : so hätte man je2 + y2 + iu2 + z2 = p 
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und es wären die Quadratzahlen, deren Summe der Primzahl 
p gleich kommt, bereits gefunden. Ist aber p± noch > 1 ; so setzen 
wir x± = x — apx; yx = y—ßp±; w1 = w — yp1; z1 = z~öp1, und 
nehmen «, ß9 y, ö so, daß xl9yl9wl9zx sämmtlich nicht > |pi sind. 
Diefi ist (nach §. 12.) immer möglich, und bedarf für den Fall, 
daß etwa z = 0 ist, nur daß wir auch ö und z1 = 0 nehmen. 

Dann w7ird 
*i2 + yi2 + rc>i2 + zi2 = 

= x2 + if + w2 + z2 — 2 (xa + yß + wy + zö)Pl + a2p2 + ß*p* + 
+ y2p1

2+ö2p1
2. 

Da nun x2 + y 2 + w2 + z2 theilbar durch pl9 so ist das rechte Glied 
dieser Gleichung durchgängig theilbar durch px, mithin auch das 
linke, oder es muß x2 + y2 + wx

2 + zx
2 von der Form px. p2 seyn, 

wo sich, wie vorhin, darthun läßt, daß p2 < p1 sey. Wir wissen 
(aus §.), daß jedes Pröduct aus zwey Factoren, deren jeder eine 
Summe von wenigstens vier Quadratzahlen ist, aufgelöst werden 
könne in eine Summe von höchstens vier Quadraten; so zwar, daß 

(x2 + y2 + w2 + z2) (Xl
2 + yi

2 + w}
2 + Zl

2) = 
(xxt + yyx + wwx + zz±)2 + (xy± — yxx + wz[—zw^)2 + (xwx —yzx— 

— wxx + zy1)
2+(xz1+ yw1 — wy1 — zxl)

2. 

Setzen wir in diese Formel für xl9 yl9w1.z1 die Werthe x — apl9 

y ~ßPi, w — ypl9 z— öp±; so erhalten wir, wenn wir noch überdieß 
bemerken, daß (x2+ y2+ w2+ z2) = ppl9 (x^+ yi2+ w±

2+ zx
2) aber = 

= PiF2 sey, 

pp±
2p2 = [pPl — (ax + ßy + yw + 6z) pj2 + [ay —ßx + yz — öw\2 px* + 

+ [aw — ßz — yx+ öy]2p1
2 + [az + ßw — yy—dx\2px

2
9 

oder 

PPz— \P — ax — ßy — yw — 6z\2 + [ay —ßx + yz — öw\2 + [aw — ßz— 
— yx + öy\2 + [az + ßw — yy — öx\2. 

Ist nun p2=i; so ist die Primzahl p in eine Summe von vier 
oder weniger Quadratzahlen zerlegt. Ist aber p 2 > l ; so können 
wir durch Wiederholung desselben Verfahrens ein neues Viel
fache von p9 pp3 finden, welches der Summe von vier oder 
weniger Quadratzahlen gleich kommen wird. In diesem Viel
fachen wird p3 abermahls < p 2 seyn. Da nun eine Reihe von 
wirklichen Zahlen, deren jede folgende kleiner als die vorher
gehende ist, nie ins Unendliche fortschreiten kann; so leuchtet 
ein, daß wir nach einer gewissen Anzahl von Wiederholungen 
dieses Verfahrens auf eine Zahl pn kommen müssen, welche = 1 
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ist. Somit ist dargethan, daß eine jede Primzahl in eine Summe, 
von höchstens vier Quadratzahlen zerlegt werden könne. 

§. 115. Z u s a t z . Also kann jede beliebige Zahl betrachtet 
werden als eine Summe von höchstens vier Quadratzahlen. Denn 
eine Zahl, die keine Primzahl ist, ist ein Product aus Primzahlen, 
und läßt sich also zerlegen in ein Product, dessen jeder einzelne 
Factor eine Summe von höchstens vier Quadratzahlen ist. Fin 
solches Product aber kann auf eine Summe von vier oder we
niger Quadratzahlen zurückgeführt werden. 

B e y s p i e l . So ist 2 = 1 + 1; 3 = 1 + 1 + 1; 4 = 22; 3 = 22 + 1; 
() = 2 2 + l + 1: 7 = 2 2 + 1 + 1 + 1 ; 8 = 22 + 22; 9 = 3 2 ; 10 = 3 2 + t ; 

l l = 3 a + l + l: 12 = 5 2 + 1 + 1 + 1 ; 13 = 32 + 22; 14 == V + 2 2 + 1; 
15 = 32 + 22 + 1 + 1; 16 = 42 u. s. w. 

§. 116. L e h r s a t z . Wenn a und b ein Paar relative Prim
zahlen sind, und es bezeichnet ß die Anzahl aller Zahlen, die 
< b und mit b relative Primzahlen sind; so ist immer aß—1 
theilbar durch b. 

B e w e i s . Wenn wir die sämmtlichen Zahlen, welche «̂  b 
und relative Primzahlen mit b sind, nach ihrer Größe geordnet 
durch die Zeichen (1), (2), (3),... vorstellig machen; so wird das 
erste dieser Zeichen (1) mit 1 selbst glcichgeltend seyu; das 
letzte aber wird, weil die Anzahl aller = ß ist, (ß) seyn. Multi-
pliziren wir nun eine jede dieser Zahlen durch a: so stellt 

a(l),a(2),a(3), ...9a(ß) 

eine Reihe vor, darin kein Glied theilbar durch b ist; denn 
sowohl der Factor a als auch der andere von der Form (1),(2),... 
stehet zu b in dem Verhältnisse einer relativen Primzahl. Ferner 
behaupte ich, daß die versuchte Division mit b bey jedem 
dieser Glieder einen von dem der übrigen Glieder verschiedenen 
Rest hervorbringen werde. Denn sollten zwey dieser Glieder, ich 
will sie durch a(ß') und a(ß") bezeichnen, einen gleichen Rest 
geben; so .müßte die Differenz a(ß') — a(ß") = a\(ß') — (ß")\ nach 
§.10. theilbar durch b seyn. Da aber b und a relative Prim
zahlen sind; so müßte es nur der Factor (ß') — (ß") seyn, der sich 
durch b theilen läßt. Dieß aber ist ungereimt, weil sowohl (/>') 
als (/-»"), um so gewisser ihr Unterschied (ßf) — (ß"),^b ist. Da also 
jedes Glied obiger Reihe durch die Division mit b einen Rest, 
und jedes einen einzigen »gibt, die Anzahl aller aber =ß ist: so 
leuchtet ein, daß diese Reste,^a sie insgesammt < ß seyn müssen, 
keine anderen seyn können, als die Zahlen 
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0 , (2 ) , (3), - - . , (ß). 
was wir jedoch keineswegs so ausgelegt wissen wollen, als ob 
diese Reste* in eben der O r d n u n g , in de r sie hier stehen, zum 
Vorschein k ä m e n , w e n n m a n die Glieder der obigen Reihe in 
eben der O r d n u n g , in de r sie oben vorkommen, durch die Zahl 
b dividir t . Hie raus e rg ib t sich (nach §.), daß es zu jedem Gliede 
der Reihe 

a ( l ) , a (2 ) , a (3) . . . . , a ( / i ) 

eines, aber auch n u r ein einziges der Reihe 

(D,(2),(3),. . . ,( /J) 
gibt, deren Unterschied thei lbar durch b ist. Nach §. 24. ist also 
auch der Unterschied zwischen den beyden P roduc ten , welche 
zum Vorschein kommen, wenn wir in den vorhin erwähnten 
Unterschieden alle Minuenden und alle Sub t rahenden unterein
ander mul t ip l iz i ren ; d. i. 

a(i). a(2) . a(3)... a«i)-(i)(2)(3)... (ji), 

oder [aß— l ] ( l ) (2)(3) . . . ( / i ) , theilbar durch b. Da aber jeder d e r 
Factoren (1), (2), (3), . . ., (fi) eine re la t ive Pr imzahl zu b i s t ; so. 
e rg ib t sich nach §. 62., daß es der Fac tor aß—1 seyn müsse, in 
welchem b aufgehet. 

B e y s p i e l . So sind 15 und 4 ein P a a r relative Pr imzahlen , 
setzen wi r also 15 = a, u n d 4 = b; so findet sich [i = 2, und es 

I52 j 
m u ß 152—1 theilbar d u r c h 4 seyn; wie denn al lerdings —- = 

224 
= ^ =5G ist. Setzen wi r abe r 4=a und \y = b: so findet sich 

4 
(i = H u n d es soll 4 8 — 1 thei lbar durch 15 seyn. In der That ist 
4 8 — 1 65535 _ n —4,. = —=— = 4)69. 

\y 1^ 

§. 117. Z u s a t z . Ist die Zahl b eine absolute Pr imzahl =p: 
so ist [i = p—1 (§. 102.). Also ist, sofern a eine Zahl bedeutet , in 
welche die Pr imzahl p nicht aufgehet, j edesmahl ap~x — 1 theil
bar durch p. Ist z . B . p = 5 u n d a=ii; so ist I I 4 — 1 == 14640 

thei lbar du rch 5; weil — ^ = 2928. 
y - -

§. 118. A n m e r k u n g . Fermat ist der Frf inder dieses und 
des vorhergehenden Satzes: dal i r r sie auch seinen Nahmen t ragen . 

§. 119. L e h r s a t z . Wenn "p eine Pr imzahl 'ist: so gibt es zu 
jedem Gliede der Reihe 2, 3, 4 , . . . , ( p — 2) ein,-, aber auch n u r e in 
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einziges andere von der Beschaffenheit, daß das Pioduct bey-
der, um Eins vermindert, theilbar durch p ist. 

B e w e i s . 1. Wenn wir durch // irgend eine Zahl <p be
zeichnen; so ist kein Glied der Reihe 

l ( p - / / ) . 2(p—//) , 3 ( p - p ' ) , . . . , ( p - l ) ( p - p ' ) 

theilbar durch />, weil jeder der beyden Factoren, aus welchen 
die Glieder dieser Reihe zusammengesetzet sind, < p ist. 

2. Jedes Glied aber gibt bey der versuchten Division durch 
p einen Rest, der von <Jem Reste, welchen ein anderes gibt, sich 
unterscheidet. Denn stellen wir durch p"(p — //) und p'"(p — p) 
zwey Glieder dieser Reihe vor (wo also auch // ' und //" Zahlen, 
die <p sind, bedeuten müssen): so müßte, wenn diese Glieder 
einerley Reste geben, der Unterschied 

P"(P - P')-P'"(P-P) = (//'-//") (P-P) 
theilbar durch p seyn; welches doch ungereimt ist, weil sowohl 
// ' — p" als auch p — // wirkliche Zahlen <p bezeichnen. 

5. Da also ein jedes Glied der obigen Reihe seinen eigenen 
Rest gibt, und diese Reste alle <p seyn müssen, ihre Anzahl 
aber =p — i ist: so erhellet, daß sie nur in den folgenden Zahlen 
1. 2. 3, . . ., (p — 1) bestehen können. 

4. Also muß es in unserer obigen Reihe für jeden Werth 
von // immer ein, aber auch nur ein einziges Glied geben, das 
den Rest 1 läßt; und mithin so beschaffen ist, daß es, wenn wir 
erst 1 davon abziehen, theilbar durch /; wird. 

5. Dieß Glied ist, wenn wir p > 1 und <p — 1 annehmen, 
weder das erste noch letzte in jener obigen Reihe. Nicht das erste; 
denn \(p — p)—1 = /; — / /—1 ist sicher nicht theilbar durch p; 
weil es bey der angenommenen Beschaffenheit der Werthe von 
p stets eine wirkliche Zahl, aber <p verbleibt. Auch nicht das 
letzte: denn 

(P-\)(P-P') — \=P2-P-PP' + P'-\ =p(p-\-v') + v'—\ 
kann nur theilbar durch /; werden, wenn / /—1 theilbar durch 
p oder 0 ist; und ßeydes ist bey der angenommenen Beschaffen
heit der Werthe von / / unmöglich. 

6. Also muß, wenn wir das erste und letzte Glied aus 
unserer obigen Reihe weglassen, aber noch immer voraussetzen, 
daß p nur immer > 1 und <p—1 genommen werde, auch die 
Reihe der noch übrigbleibenden Glieder 

2 ( p - p ' ) , 3 ( p - / / ) , . . . , ( p - 2 ) (p-p') 
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<lie Beschaffenheit haben, daß es für jeden Werth von p Ein und 
nur Ein Glied in ihr gibt, welches um 1 vermindert theilbar 
durch p ist. 

7. Bey der vorausgesetzten Beschaffenheit der Werthe von 
p sind aber die sämmtliehen Werthe, die p — p annehmen kann, 

f o l 8 ' C n d c 2 , 3 , 4 , . . . , ( p - 2 ) . 

Den ersten nähmlich erhält p—p', wenn wir p=p — 2, den zweyten, 
wenn wir p'— p — 3, den dritten, wenn wir p=p — 4 , . . . den letzten, 
wenn wir p = 2 nehmen. Diese Reihe ist völlig einerley mit der 
Reihe, welche die ersten Factoren der Glieder in der zuletzt be
trachteten Reihe bilden: denn auch diese sind 

2, 3, 4 , . . . , ( p - 2 ) . 

Indem wir also dem p in der Reihe 

2(p — p), 3 ( p - / / ) , 4(p~p'h...,(p~2)(p-p') 

die verschiedenen zwischen 1 und p — 1 liegenden Werthe ertheilen, 
bilden wir Producte, die alle auch zum Vorschein gebracht werden 
können, wenn wir ein jedes Glied der Reihe 

2, 3, 4 , . . . , ( p - 2 ) 

entweder mit sich selbst oder mit einem anderen derselben 
Reihe multipliziren. 

8. Die Producte aber, welche entstehen, wenn wir ein Glied 
dieser letzten Reihe mit s i ch s e l b s t multipliziren, können die in 
Rede stehenden Beschaffenheiten, nähmlich daß sie vermindert um 
1 theilbar durch p werden, nicht haben. Denn sie sind von der 
Form (p — p')2 — 1 = (p — p' + l)(p — // — 1) und keiner von diesen 
bey den Factoren ist, wenn p ' > l und < p — 1 gewählt wird, 
theilbar durch p. 

9. Also erhalten wir alle Producte von der erwähnten Be
schaffenheit schon dann, wenn wir nur jedes Glied der Reihe 

2, 3 , 4 , . . . , ( p - 2 ) 

mit einem anderen multipliziren. 
10. Für jedes dieser Glieder aber gibt es gewiß ein zweytes, 

mit dem es ein Product von der besagten Beschaffenheit bildet. 
Denn gäbe es keines; so gäbe es auch in der Reihe 

2(p — p), 3 ( p - p ' ) , 4 ( p - - p ' ) , . . . , ( p - 2 ) ( p - p ' ) 

ein Glied, welches für keinen der für p möglichen Werthe die 
besagte Beschaffenheit, daß es nähmlich um 1 vermindert theil-
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ba r durch p wird , e rh ie l te ; dagegen dasjenige, was wir schon 
Nro 6. e rwiesen . 

11. Endlich erhel let auch noch, daß es für j edes Glied dieser 
Reihe 2 , 3 . 4 , . . . , (p — 2) n u r e i n e i n z i g e s ande res gebe, welches 
mit ihm ein P r o d u c t von der besagten Beschaffenheit bi ldet . 
D e n n gäbe es i rgendein Glied dieser Reihe pr welches v e r b u n d e n 
sowohl mit dem Gliede ptl als auch mit dem von pit ve rsch iedenem 
piit P roduc te von der besagten Beschaffenheit l iefert ; so m ü ß t e 
ViVa—1- sowohl als auch pipiii—1 thei lbar durch p seyn. D a s 
hieße aber, daß auch pipii — pipiii = vXl}u — Vm) ihei lbar durch p 
sey, welches doch ungereimt ist, weil sowohl p als auch pu u n d 
pitl und somit auch />Vj — />„,</> l l l l c ' doch nicht Null seyn sol len. 

B e y s p i e l . Für die Pr imzahl p=\i soll also die Reihe 

2, 5, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

von einer solchen Beschaffenheit seyn, daß es zu j edem ihrer 
Gl ieder ein, aber auch n u r ein einziges a n d e r e s gibt, das mit 
dem ers ten ein Product bildet, welches ve rminder t um 1 theil
ba r durch 11 wird. Und so ist es wi rk l ich ; diese Producte sind 

2 6 | 3 4 — 1 
nähmlieh 2 . 6 , 3 . 4 , 5 . 9 , 7 . 8 , denn —' - - - = 1 , ' • = 1, 
5 . 9 — 1 4 7 . 8 — 1 . 

11 ' 11 
§. 120. E r k l ä r u n g . Solche j e z w e y und zwey zusammen

hängende Zahlen der Reihe 2, 3, 4, . . ., p — 2, de r en Produc t , wenn 
es um Eins ve rminde r t wird, theilbar durch die P r imzah l pr 

n e n n t man (mit Fulcr und Gaufi) G e f ä h r t e n . So ist also z . B . 
für p = \\ de r Gefähr te von 2 die Zahl 6. (\vv Gefähr te von 5 
die Zahl 9 u. s. w. 

§. 121. L e h r s a t z . Wenn p eine Primzahl ist; so ist immer 

1 . 2 . 3 . 4 . . . ( / , — l ) + j 
the i lbar du rch p. 

B e w e i s . Nach dem vorhergehenden Satze gibt es, wenn p 
eine Pr imzahl , für jedes Glied in der Reihe 2, 5, 4, . . ., (p — 2) 
ein, abe r auch n u r ein einziges andere , welches mit j enem ein 
P r o d u c t liefert, das durch Verminderung um 1 thei lbar d u r c h 
die Zahl p wi rd . Wenn wi r uns vorstellen, daß diese P r o d u c t e 
al le gebildel w ä r e n , und daß bey einem jeden a n g e m e r k t wäre , 
dafi man die Einheit noch von ihm abzuziehen h a b e : so hä t ten 
wir eine Anzahl von Differenzen vor uns, die a l le the i lbar .durch . 
p sind. Nach §. 24. w i r d d e n n also auch d ie jen ige Differenz 



theilbar durch /) scyn, welche zum Vorschein kommt, wenn wir 
die sämmtlichen in diesen Differenzen vorkommenden Minuenden 
untereinander multiplizirt zum Minuendus, und die sämmtlichen 
in diesen Differenzen vorkommenden Subtrahenden abermahls 
untereinander multiplizirt zum Subtrahendus der neuen Differenz 
machen. 

Das erste Product wird offenbar aus den sämmtlichen Zahlen 

2, 5, 4 , . . . , ( / > — 2 ) 

bestehen, und somit 2 . 3 . 4 . . . (/) — 2) seyn; das zweyie aber 
wird als ein Product aus lauter Einern = 1 seyn. Es erhellet 
also, daß auch die Differenz 2 . 3 . 4 . . . (p — 2) — 1 theilbar durch 
/) sey. Es ist aber offenbar auch die Differenz (/) — J) — (—1), 
weil sie = (p — 1)-\-1 = p ist, theilbar durch /). Folglich nach §. 

24. auch 2 . 3 . 4 . . . ( p —2)(/>—1) —1(—1) 

theilbar durch /;. Allein statt 2 . 3 . 4 . . . (/) — 2) (p—1) können 
wir auch schreiben 1 . 2 . 5 . 4 . . . (p — 1) und statt —(—1) auch 
+ 1; folglich ist 1 . 2 . 3 . 4 . . . (p— 1) + 1 theilbar durch p. 

B e y s p i e l . Für die Primzahl 11 findet sich 1 . 2 . 3 . 4 . . . 
. . . 10+ 1 = 3628801, welches allerdings theilbar durch 11 ist, und 
den Quotienten 329891 gibt. 

§. 122. A n m e r k u n g . Der Erfinder dieses merkwürdigen 
Satzes soll J o h n W i l s o n seyn. 
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