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VERHALTNISS DER THEILBARKEIT UNTER
DEN ZAHLEN.

§. 1. Uibergang. Auch der Begriff der Division leitet
aul viele schr merkwiirdige Verhiltnisse zwischen den Zahlen,
weleche zum Vorschein kommen, sobald wir nur derselben
mchrere vergleichen, wie das Nachfolgende zeigt.

§.2.Erklarung. Wenn mehrere wirkliche Zahlen a, b, ¢,d, ...
sich als Factoren betrachten lassen, weleche durch Multiplication
mit gewissen anderen cine und cben dicselbe wirkliche Zahl M
hervorbringen, oder was eben soviel heilit, wenn die Zahl M als
theilbar durch dic gesammten Zahlen a, b, c,d,... betrachtet
werden kann: so sagen wir, M scy eingemeinschaftliches
Vielfache der Zahlen a, b, ¢, d, . .. So ist z. B. 60 ein gemeinschaft-
liches Vielfache der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.
Und wenn die Zahl M die kleinste Zahl ist, die sich als solch
ein gemcinschaftliches Vielfache der gegebenen a, b, ¢, d, ... be-
trachten ldBt: d. h. wenn es keine kleinere Zahl gibt. dic so be-
schaffen ist, daf} sie durch jede der Zahlen a, b, ¢, d, ... getheilt
werden konnte; so nennen wir M das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der Zahlen a,b,c,d,... Wenn sich
im Gegentheil mehrere wirkliche Zahlen 4, B, C, D, ... an-
schen lassen als Producte, deren cin Factor die wirkliche Zahl
m ist, oder was ebensoviel sagt, wenn die Zahl m dic simmt-
lichen Zahlen A4, B, C. D,... theilt: so sagen wir, m scy cin
gemeinschaftlicher Theiler oder auch ein gemein-
schaftliches MaB der Zahlen A4, B,C. D, ... So ist z. B. 6
cin gemeinschaftlicher Theiler der Zahlen 6, 12, 18, 24. Und
wenn die Zahl m die grioBte ist, die sich als ein gemein-
schaftlicher Theiler der Zahlen A4, B, C, D, ... betrachten lafit,
d. h. wenn es keine grollere Zahl gibt, die als ein Factor jeder
der Zahlen A, B,C, D,... angeschen werden kann: so sagen
wir, m sey der grofite gemeinschaftliche Theiler der Zahlen
A.B,C,D,...

§.3. Lehrsatz. Keine wirkliche Zahl liBt sich als ein Produet
aus ciner unendlichen Menge wirklicher Zahlen, die alle >1
sind, betrachten.



Beweis. Schon [riiher (8.) wurde erwicsen. dal} cin Produet
aus n wirklichen Zahlen, deren jede einzeln >1 ist, > n scy.
Wenn also die Menge der Factoren grofler als eine jede gegebene
Zahl seyn sollte: so miilte auch das Product grofler als cine jede
gegebene Zahl seyn.

§. 4. Zusatz. Also hat jede wirkliche Zahl nur cine end-
liche Menge von Theilern, dic > 1 sind.

§. 5. Lehrsatz. Zu jeder belicbigen nur immer doch end-
lichen Menge wirklicher Zahlen a, b, ¢, d, ... gibt es auch cine
wirkliche Zahl, dic sich als ein gemecinschaftliches Viel-
fache derselben anschen laBi.

Beweis. Wenn die Menge der wirklichen Zahlen a, b, e, d....
endlich ist: so ist die Vorstellung ciner Zahl, die das Product
aus ihnen allen ist. cine gegenstindliche Vorstellung (8). Diese
Zahl aber ist gewill cin sic alle umfassendes Vielfache.

$. 6. Zusatz. Wire die Menge der Zahlen a, b, e.d,... un-
endlich: so miilte es ein solehes Vielfache derselben nicht noth-
wendig geben (8.).

S. 7. Lehrsatz. Auch cin kleinstes gemeinschaftliches Viel-
fache muft es zu jeder gegebenen endlichen Menge von Zahlen
a,b.c.d, ... geben.

Beweis. Denn es gibtirgend ein Viellaches fiir alle diese
Zahlen, niahmlich das aus ihnen allen gebildete Produet. (8. 5.).
Wohl mag cs aber oft kleinere Vielfache als dieses geben. Nie
jedoeh kann es zu jedem gemeinschaftlichen Vielfachen der-
selben cin anderes noch kleineres geben, weil sonst die Menge
dieser kleineren Vielfachen unendlich secyn miilte; withrend
doch keine Reihe von wirklichen Zahlen, deren die folgende
immer kleiner als die vorhergehende ist, in das Unendliche geht.
(8) Also mul} cines dieser gemeinschaftlichen Vielfachen das
kleinsic scyn (8.).

§. 8. Lehrsatz. Zu jeder belichigen endlichen oder scibst
unendlichen Menge wirklicher Zahlen gibt es auch irgend cinen
gemeinschaftlichen Theiler, wenn man die Einheit selbst mit
dazu rechnet.

Beweis. Denn die EFinheit selbst ist als ein Theiler jeder
Zahl (8.), auch der gemeinschaltliche Theiler jeder gegebenen
Menge von Zahlen.

§. 9. Lehrsatz. Auch einen groBien gemeinschaftlichen
Theiler muft es zu jeder belichbigen endlichen oder unendlichen
Menge von wirklichen Zahlen geben.
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Beweis. Denn irgend einen gemcinschaftlichen Theiler fiir
alle diese Zahlen gibt es nach §. 8., nihmlich die Einheit. Gibt
es nun sonst keine andere, so ist dieser auch schon der grofite
zu nennen. Gibt es noch andere, so mul} doch einer unter ihnen
der grilte seyn; denn groler als die kleinste unter den gegebenen
Zahlen kann keiner seyn (8.).

§. 10. Lehrsatz. Wenn ein Paar Zahlen a und b bey der
versuchten Division durch eine dritte m einerley Rest geben,
so ist der Unterschied a— b (wenn a dic groBere derselben heiltt)
theilbar durch dicse dritie m.

Beweis. Wenn dic versuchte Division von m in a den
niichst kleineren Quotienten ¢ und den Rest r gibt, so ist
a=am+r. Und eben so, weil b densclben Rest geben soll, hat
man b =pm + r. Daher wenn a> b, hat man a—b =am—pfm=

= (e—p)m. Folglich q,—'}b: a—p, cinc wirkliche Zahl. So gibt

dic Zahl 34 bey der versuchten Division durch 5 den niichst
kleineren Quotienten 6 und den Rest 4; die Zahl 19 gibt den
niichst klcineren Quotienten 3 und denselben Rest 4; daher ist
34— 19 = 15 theilbar durch 5.

§. 11. Lehrsatz. Umgekehrt, wenn a— b theilbar durch m,
und a liflt bey der versuchten Theilung durch m einen Rest r;
so mulB auch b bey dieser Theilung den Rest r lassen. Und
wenn bey b der Rest r bleibt, so muft auch a diesen Rest lassen.

a— . C 1. ,
< = einer wirklichen Zahl 7. Wenn nun

Beweis. Es ist

zuvorderst a bey der versuchten Division mit m den Rest r<m
liBt; so ist a von der IForm am -+ r. Also hat man a—b=mn
und b=a—mr=am+r—mn= (e—=n)m +r. Da nun r <in, so
gibt b bey der versuchien Division mit n den niichst kleineren
Quotienten e—az. und den Rest r.

2. Wenn aber b bey der versuchten Division mit m den
Rest r<m .Iii[it; so ist b von der lForm b =gm +r. Also hat
man a—b=mn und a=b+mre=pm+r+me=@P+a)m-+r.
Weil nun r<m: so gibt a bey der versuchien Division mit m
den nachst kleineren Quotienten g+ 7, und den Rest r.

Beyspicel. So ist 37—7 theilbar durch 5, und % gibt den
Rest 2, also gibt auch %" den Rest 2. Eben so ist 37—7 theilbar
durch 6, und 37 gibt den Rest 1, also gibt auch & den Rest 1.

§. 12. Lehrsatz. Wenn die wirkliche Zahl a > die wirk-
liche Zahl b und doch kein Vielfaches derselben ist; so gibt es
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jederzeit eine Zahl novon der Art, dall Eines von Beiden. ent-
weder der Rest a—nb oder der Rest (n+1)b—a cine Zahl
darstellt. deren Doppeltes noch immer nicht b iibersteigt.

Beweis. Weil die Zahl a>b, und doch kein Vielfaches
von b ist: so gibt es (nach 8.) jederzeit eine wirkliche Zahl n,
von der Art. daB nb noch <a. (n+1)b, aber schon ~a ist.
Wenn nun das Doppelte des Restes a—nb, d. h. wenn 2(a—nb)
nicht = oder -~ ist: so mul} e¢s groler seyn, d. h. 2(a—nb) > b.
Wenn aber dieses ist. dann behaupte ich, daB das Doppelice
des Restes (n+1)b—a d. i. 2[(n4+1)b—a]<b sey. Denn st
2(a—nb) > b: so ist 2nb+ b < 2a: und wenn wir beiderseits b
addiren: 2nb +2b < 2a+b: oder wenn wir 2a abzichen, 2nb 4+
+2b—2a--b: d. i. 2[(n+ 1) b—a] < b.

Beyspicl. Ist b=7 und a=730, so ist liir n=4, a—nb =2
cin Resi, dessen Doppeltes < 7. Ist a =54, so ist fiir n =4
(n+1)b—a=1 ein Rest, dessen Doppeltes < 7.

§. 15. Lehrsatz. Wenn wir bey der versuchten Division
ciner Zahl b in eine groBlere a die Zahl @ als den nichst kleine-
ren Quotienten, und den Rest r finden: so dal also a=ab+r
und r- b: wenn wir lerner bev der versuchien Division des
Restes rin den vorigen Divisor b die Zahl 8 als den nichst
kleineren Quotienten und den Rest v’ finden, so dalt also b=gr+r';
und -~ r: wenn wir so fortfahren mit dem gefundenen Reste
immer in den nichst vorhergehenden Divisor zu dividiren: so
miissen wir nach eincer endlichen Menge von Wiederhohlungen
dicses Verfahrens allemahl aufl eine Division kommen, die auf-
egeht, d. h. bey welcher kein Rest verbleibt.

Beweis. Denn wenn wir die Reste, welche bey den ver-
suchten Divisionen zum Vorschein kommen, der Ordnung nach
dureh r, 7, 1", ... bezcichnen: so mull a>b, b>r>r>r" > ...
seyn. Da nun diese Zeichen insgesammt Zahlen bezeichnen: so
kann die Menge derselben nicht unendlich seyn (8,).

Beyspicl. Ist a=44, b =13, so gibt dic versuchte Division
von 15 in 44 den nichst kleineren Quotienten 3, den Rest 5 und
dieser bey der versuchten Division in 15 den nichst kleineren
Quotienten 2 und den Rest 3 und dieser bey der versuchien
Division in 5 den Quontienten 1 und den Rest 2, und dieser bey
der versuehten Division in 3 den Quotienten 1 und den Rest 1,
bey welehem die Division in 2 aufgehet.

S. 14. Lehrsatz. Wenn cine Zahl nb. welche cin Vielfaches
ciner anderen b ist, durch ihre versuchte Division in eine ge-
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gebene Zahl a den niichst kleineren Quotienten ¢ gibt: so gibt
dic versuchte Division des IFactors b in a einen wirklichen niichst
kleineren Quoticnten, der gewill nicht < nc ist.

Beweis. Denn bezeichnen wir diesen wirklichen néchst
kleineren Quotienten durch ¢, so ist b(q+1) >a. Aber a>nb.c=
=b.nc. Also b(q+1)>b.nc. Und somit ¢+ 1>nc. Also gewil}
¢ nicht << nc. So gibt, wenn a =40, b =3, n =2 genommen wird,
nb =06 bey der versuchten Division «in a =40, den nichst klei-
neren Quotienten ¢=06: b=5 aber gibt bey der Division in
a =40 den nichst kleincren Quotienten 13 > (ne=2.0).

C = m )
§. 15. Lehrsatz. Wenn a+ n =b+ 51 und a, b, n, n, p, g

sind wirkliche Zahlen, ferner ist m<<n und p <q, so mul} a=>b

m _p
und —="- seyn.

n q

n

Beweis. Wiare a=b: so miillte Iine dieser Zahlen die
eroBere seyn. HeiBle dann  (weil dieses gleichgiiltig ist), a
dicse groflere. Also ist a—b = ciner wirklichen Zahl und

m n

) . m !
da a—i—?:b—l—% ist; so mull auch a—b—i—--n— oder ¢+ "= oder
/ n

nc+m __p ,
T :fl seyn. Da aber p<<¢: so mult (nach §.) auch ecn+m<n
seyn, welches ungercimt ist. Haben wir aber a=b: so folgt von

m p . _
selbst, daBl auch —n—:i] seyn miisse, wenn von der Gleichung

m ) .
a—+ n:b+I(]_ die Gleichung « = b abgezogen wird.

§. 10. Lehrsatz. Wenn alle cinzelnen in einer algebraischen
Summe vorkommenden Summanden a, b, ¢, ... durch eine gewisse
Zahl m theilbar sind. so ist auch die ganze Summe theilbar durch
diese Zahl.

Beweis. Sind die Zahlen a, b, ¢.... alle theilbar durch mn,

. a . . , b . R ,
S0 ist = ciner wirklichen Zahl «. = ciner wirklichen Zahl

C : . . r N
8, = ciner wirklichen Zahl » u. s. w. Da nun (nach 3.
a+b+c+... a b ¢ adbdce+. ..
D =474+ " 4. so ist =g+
m m m m m

+ B4y ..., welches offenbar cine wirkliche Zahl oder Null ist;
und zcigt, dal a4 b+ c+... theilbar durch m seyn miisse.

§.17.Zusatz. Wenn also alle in einer Summe vorkommenden
Summanden gerade sind, (d. h. sich durch zwey theilen lassen)
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und ihre Menge ist endlich: so ist auch dic Summe sclbst gerade.
Denn auch sie muft sich durch 2 theilen lassen. So ist z. B.
4404 8=18 gerade.

§. 18. Zusatz. Allcin auch cine Summe von ungeraden
Zahlen, wenn ihre Menge gerade ist, ist eine gerade Zahl. Denn
ist dic Menge der Zahlen 2n4 1. 2m 4+ 1,2p + 1, 2g + 1, ... gerade:
so ist auch dic Summe derselben

Cn+0)+Cm+1)+QCp+1)+Qqg+1)+...=

=Cn4+2m+2p+2g+ .. )+ U+ 1+ 14+14...).
Der erste Theil dieser Summe ist gerade. weil er aus lauter geraden
Zahlen bestehet. Der zweyte Theil dieser Summe (14+14+1+1+4...)
bestehet aus chenso vielen Einheiten als Zahlen summirt worden
sind. Er ist also. wenn ihre Menge gerade war, abermahls gerade.
Folglich ist auch dic Summe beyder Theile gerade (8. 16.). So
ist z. B. 54+54+ 1147 =26 gerade.

§.19. Zusaiz Dagegen cine Summe von ungeraden Zahlen.
deren Menge ungerade ist, ist auch sclbst ungerade. Denn ist
cine dieser Zahlen 2n + 1. soist dic Summe der iibrigen, weil ihre
Menge gerade ist. cine gerade Zahl, und somit von der Form 2m.
Also die Summe aller. oder 2m+2n+1=2n+n) + 1, welches
dic Form ciner ungeraden Zahl ist. So ist z. B. 5454+ 11 =19
ungerade.

§. 20 Zusatz. Der Satz des $. 16, daB cine algebraische
Summe theilbar scy, wenn alle ihre Summanden es sind, laBt
sich niecht umkehren. d. h. nicht immer miissen, wenn sich dice
Summe durceh ecine gewisse Zahl theilen Bt auch ihre cin-
zelnen Summanden durch eben diese Zahl sieh theilen lassen.
Denn diese konnen ja auch selbst kleiner als diese Zahl, wenn
sie nicht 1 ist, angenommen werden. So ist z. B. zwar 4 theilbar
dureh 2, aber die cinzelnen Summanden {41+ 141, aus denen
wir 4 zusammensetzen konnen. sind keiner theilbar dureh 2.
Wohl aber gilt folgender Satz.

§. 21. Lehrsatz. Wenn von zwey Zahlen a und b die
[fine a. dann noch ihre Summe a4+ b oder ihre Differenz a—0b
oder b—a (je nachdem a oder b die groflere Zahl ist) theilbar
durch cine und chen dieselbe Zahl m ist: so mull auch dic
andere Zahl b theilbar dureh diese Zahl m seyn.

Beweis. 1. Wenn a und die Summe a-+ b theilbar dureh

a+b
m

. a . . . ,
m ist: so hat man g = Ciner wirklichen Zahl e und
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= eincr wirklichen Zabl . Also a=me, a 4+ b = mn, und durch
Abzug b=mn—ma. Also ist letzterer Ausdruck eine wirkliche
Zahl und mithin =m(z—2). Also #—ea cinc wirkliche Zahl, und

mithin ’%:n—a, also b theilbar durch m.

2. Wenn a und dic Differenz a—b theilbar durch m ist;
so hat man ’—i—:ciner wirklichen Zahl @, und i%— = einer
wirklichen Zahl n. Also a=me, a—b=mn. Folglich die Zahl
b=a—mn=ma—mna=m(ea—mn). Also ;%:a—n, einer wirk-

lichen Zahl.
3. Wenn a und die Differenz b—a theilbar durch m ist:

a . T . b—a . .
so hat man — = ciner wirklichen Zahl «, = einer wirk-
m
lichen Zahl = Also a=me, b—a=mn, b=mat+a=mna-+ma=
b . C 1 ,
=m(w+ a). Daher m-:n—{—a, einer wirklichen Zahl.

Beyspiel. Soist 15 theilbar durch 5, ingleichen die Summe
154+50=45, also mul} es auch 30; chenso ist 21 und die Differenz
182 — 21 =161 theilbar durch 7, also mul es auch 182 seyn.

§. 22. Lehrsatz. Ein Product aus lauter wirklichen Zahlen
a,b.c,.... [ ist theilbar durch eine Zahl m, sofern nur ein ein-
ziger Factor desselben z. B. a theilbar durch diese Zahl ist.

a.b.c...l a

Beweis. Denn (nach §.) st ——'—L—:m.b.c..,l. Ist
!

. ., a . S 1. ,
nun a theilbar dureh m, so ist = ciner wirklichen Zahl, und

somit ¢ b ”i et = cinem Producte aus lauter wirklichen Zahlen,
das also gewill auch selbst eine wirkliche Zahl ist (8.).

So ist z. B. 434=51. 14 theilbar durch 7, weil es der FFactor
14 ist.

§. 23. Zusatz. Auch dieser Satz lal3t sich nicht umkehren:
oder es mul} nicht, so oft cin Produet theilbar durch eine gewisse
Zahl ist, auch irgend cin einzelner Factor desselben, der kleiner
ist als das ganze Produet, theilbar durch diese Zahl seyn. Denn
jedes Produet ist ja auch theilbar durch sich selbst; und doch
ist gewill keiner derjenigen Factoren, die kleiner als das Pro-
duet sind, dureh dieses theilbar.

§. 24. Lehrsatz. Wenn die (positiven oder negativen) Unter-
schicde a;, — by, ag—bs, a3—Dbs, . .., an— b, der wirklichen Zahlen
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ay, by ag, by: as. by:.. i an, by insgesamt theilbar sind durch cine
und cben dieselbe Zahl p: so ist auch der Unterschied der Pro-
duete a,.a,.a3...an—Dy.by. by ... by theilbar durch p.

Beweis. Unter der angenommenen Voraussetzung bestehen
dic Gleichungen
a=b+p.¢,
a,=by+p.cy
ag=Dbs;+p.c;

ay = bn + pP.Cn,s
WOrin ¢y, Ca..... Cn gewisse entweder positive oder negative wirk-
liche Zahlen oder allenfalls (theilweise) aueh Nullen bezeichnen.
Daher ist dann auch. wenn wir diese Gleichungen mit einander
multiplicicren (nach §.)

dy.dg.dg ... dn = (bl + I)(’l) (b2 "“" I)Cg) (b3 "l“ 1)03) PR (bn + I)Cn).

Ohne das angezeigte Produet in dem rechien Gliede der Glei-
chung vollkommen zu entwickeln, sicht man doch, dal} es aus
dem Theilproducte b,.b,.bs...b, und mehreren anderen Theil-
producten besiche, die insgesamt den Factor p ein oder mehrere
Mahle enthalten. Nach §. 22. ist also jedes dicser Theilproducte,
und mithin auch ihre algehraische Summe theilbar dureh p.
Daher dann auch (nach $.) a,.as.as3... an — by . by. by ... b,
theilbar dureh p scyn muB.

Beyspicel. So sind die Unterschiede
8§— 2= 0
5—20=—21
10l — 2= 99
alle theilbar dureh 3; daher auch 8.5.101 —2.206.
theilbar dureh 5.

o

= 3.930

§. 25. Lehrsatz. Ein Producet aus lauter wirklichen Zahlen,
darin auch nur ein cinziger [Factor gerade. die Menge aller
aber endlich ist, ist selbst gerade. Und wenn im Gegentheil auch
nicht ein einziger FFactor cines Productes gerade ist, so ist das
Product selbst ungerade.

Bewecis. Wenn auch nur cin IFactor in ecinem Produete
gerade ist, so ist es gerade: denn es ist dieser Eine Factor, und
mithin nach 8. 22. auch das ganze Product theilbar durch 2.
DaB aber im Gegentheil ein Produet, welches aus lauter un-
geraden Factoren bestehet, ungerade seyn miisse, gilt wenig-
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stens, wenn die Zahl dieser Factoren nur zwey ist. Denn das
Product (2n + 1) (2m + 1) laBt sich betrachten als eine Summe von
lauter Summanden, die der Zahl 2n+1 gleich sind und deren
Menge =2m + 1 ist, d. h. es lifit sich betrachten als eine Summe
von ungeraden Summanden, deren Anzahl abermahls ungerade
ist. Fine solche Summe ist aber nach 8. 14. ungerade. Gilt nun
der Satz von irgend einer Anzahl Factoren =n, so gilt er auch
von n-+1 Factoren. Denn, ist das Product aus den ungeraden
Factoren ungerade: so ist das Product aus den n+1 Factoren,
weil es ein Product aus jenen, also aus einer ungeraden Zahl
in den (n+ 1) Factor, d. h. in eine ungerade Zahl ist, aber-
mahls ungerade. Also gilt der Satz allgemein.

Beyspiel. So ist das Product 3.7 .4 =84 gerade, weil cin
Factor 4 gerade: das Product 3.7 .11 =231 ungerade, weil alle
[Factoren ungerade.

§. 20. Zusatz. So laBt eine Zahl, die ungerade ist, sich nur
zerlegen in Factoren, die gleichfalls ungerade sind. So hat die
ungerade Zahl 105 keine andere Factoren als 1,3, 5, 7, 15, 21, 35
und 103, die alle ungerade sind.

§. 27. Lehrsatz. Es gibt auch Zahlen, die sonstkeine andere
Theiler als nur die Einheit und sich selbst haben.

Beweis. Fine solche Zahl ist z. B. die Zwey; denn diese
hat sicher keinen anderen Theiler als die Einheit und sich-selbst,
weil jede andere Zahl >>2 ist; also kein Theiler von ihr scyn
kann (8.). Eine solche Zahl ist ferner auch die Zahl Drey;
denn auBer der Finheit und ihr selbst gibt es nur die Zahl Zwey,
die nicht grifler als sie selbst ist; durch 2 1aBt sich aber 5 nicht
theilen, weil 1.2<°3 und 2.2=4>73 ist. U. s. w.

§. 28, Erklirung. Zahlen, die keinen anderen Theiler
haben als die Einheit und sich selbst, werden einfache Zahlen
oder Primzahlen genannt; alle anderen dagegen zusammen-
gesetzte Zahlen. So sind z. B. 1, 2,3 Primzahlen, 4 aber eine
zusammengesctzte Zahl.

§.29. Lehrsatz Es gibt auch Inbegriffe von Zahlen, die
keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als nur die Einheit
haben.

Beweis. Wenn die in dem gegebenen Inbegriffe befindlichen
Zahlen lauter Primzahlen sind; so haben sie gewil} keinen anderen
gemeinschaftlichen Theiler als nur die Einheit. Denn jede der-
selben hat auller der Einheit nur noch sich selbst zum Theiler.



§. 30. Lehrsatz. Auch Zahlen, dic keine Primzahlen sind,
konnen doch so beschaffen seyn, daB sie ausser der Einheit
sonst keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler haben.

Beweis. So sind wohl 4 und 9 keine Primzahlen; denn
jene ist dureh 2. diese dureh 3 theilbar. aber sic haben doch
keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als die inheit, weil
9 nicht dureh 2 und 4. 4 aber nicht dureh 3 und 9 theilbar ist.

§. 51, Erklirung. Wenn mchrere Zahlen A4, B, C, D, ...
keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als die Einheit haben,
sonennen wirsicbezichungsweise oder relativ einfache
oder relative Primzahlen in der weiteren Bedeutung; im
engeren Sinne aber heifien die Zahlen o1, B, (D, ... nur dann
relative Primzahlen untereinander. wenn auch nichi zwey
derselben cinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Die Zahlen
4. 6. 9, 21 sind relative Primzahlen in der weiteren, die Zahlen
4.9. 25, 49 relative Primzahlen in der engeren Bedeutung. Zur
besseren Unterscheidung der relativen Primzahlen werden die
Zahlen, die durchaus keine andere Theiler haben als nur die
Finheit und sich selbst, auech Primzahlen an sieh oder ab-
solute Primzahlen genannt. Wenn kiinflig gesagt werden
wird, dall gewisse Zahlen keinen gemeinsehaltlichen Theiler
haben: so soll immer verstanden werden. keinen auller der
ISinheit.

§. 32, Zusatz. Nach dicser Frklirung ist das Verhaltnil,
in welehem relative Primzahlen als solehe unter cinander stechen,
ein gegenseitiges, d. h. wenn a cine relative Primzahl zu b
ist. so ist es b auch zu a. Denn beydes heifltt nur, dalt a und b
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, der _ -1 ist.

. 33. Zusatz. Nach dieser Erklirung sichet die Einheit
zu jeder Zahl auch zu sich selbst in dem Verhilinisse ciner
relativen Primzahl: denn 1 und N, ingleichen 1 und 1 haben
gewill keinen anderen gemeinsehafilichen Theiler als die Einheit.

§. 54. Zusatz. Wenn es der Zahlen. die wir miteinander
vergleichen. nur zwey gibt, und sie sind relative Primzahlen
in der weiteren Bedeutung, so sind sic es auch in der en-
geren. Nur also. wenn der Zahlen mehr als zwey mit cin-
ander verbunden werden: muBl man unterscheiden, ob wir sie
fiir relative Primzahlen in der weiteren oder der engeren Be-
deutung erkldaren: denn nicht immer werden sie, wenn sic das
rstere sind, auch das Letztere seyn. So sind die drey Zahlen
4. 0. 9 relative Primzahlen in der weiteren Bedeutung. nicht
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aber in der engeren. Denn obgleich es auller der FEinheit
keine gemeinschaftlichen Theiler fiir diese drey Zahlen gibt,
so haben doch je zwey und zwey derselben einen gemein-
schaftlichen Theiler, 4 und 6 nihmlich den Theiler 2; 6 und 9
den Theiler 5.

§. 35. Zusatz. Sagen., daB in dem Inbegriffe der Zahlen
a.b.c,....l je zwey und zwey rclative Primzahlen unter ein-
ander sind, heilt eben soviel als sagen, daB die Zahlen a, b, c. ..., 1
relative Primzahlen in der engeren Bedeutung sind.

§. 30. Lehrsatz. Wenn a und b unter einander, und a und ¢
abermahls unter ecinander relative Primzahlen sind, so miissen
darum nicht auch b und ¢ unter cinander relative Primzahlen
seyn.

Beweis. Denn wenn z. B. a eine absolute Primzahl ist, so
werden a und b. ingleichen a und ¢ unter einander gewifl keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, die Zahlen b und ¢ selbst
mogen wie immer gewithlt werden, also auch so, dal} sie einen
gemeinschaftlichen Theiler haben. So haben 3 und 5 und eben
so auch 3 und 10 keinen gemeinschaftlichen Theiler, 5 und 10
aber haben cinen gemcinschaftlichen Theiler.

8. 37. Lehrsatz. Auch umgekehrt davaus, dal a und b
unter einander, und a und ¢ wunter einander einen gemein-
schaftlichen Theiler haben. folgt nicht, da# b und ¢ unter ein-
ander cinen gemeinschaftlichen Theiler haben.

Beweis. Denn der gemeinschaftliche Theiler, den a und b
unter einander haben, konnte ein anderer seyn als der, den a
und ¢ unter einander haben. So konnen b und ¢ Primzahlen,
a aber ein Product von beyden scyn. Dann haben a und b, und
a und ¢ gewil cinen gemeinschaftlichen Theiler. je beyde unter
cinander: aber nicht b und ¢ unter einander. So haben auch 6
und 14, ingleichen 6 und 9 einen gemeinschaftlichen Theiler,
jene nithmlich die Zahl 2. diese die Zahl 3; 14 und 9 aber haben
keinen gemeinschaftlichen Theiler.

§. 38. Lehrsatz. Daraus. daBl die mehreren Zahlen a, b, ¢,
d.e.[.... untereinander relative Primzahlen in der weiteren
Bedeutung sind, folgt nicht. daff auch die wenigeren a. b, c,...,
deren Inbegriff nur ein Theil von dem Inbegriffe der vorigen
ist, relative Primzahlen unter einander seyn miissen; wohl aber,
wenn nicht cinmahl die Zahlen a, b, ... relative Primzahlen in
der weiteren Bedeutung sind. so folgt. dalf ¢s um so weniger die
mehreren a, b.c, d. e, f.... sind.
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Beweis. 1. Denn ¢, (,. . konnen einen gemeinschaftlichen
Theiler haben. den aber nielt a. b haben. So sind 4 und 6 keine
relative Primzahlen, woll aler 4,6 und 7.

2. Wenn schon a.b keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: so
haben um so weniger a, b, ¢, d,...eincn gemeinschaftlichen Theiler.

8. 39. Lehrsatz. Darays, daBl dic mehreren Zahlen a.b. c.
d.e,f.... relative Primzahlen in der engeren Bedeutung
sind, folgt, daB cs auch dic wenigeren a, b, ... sind: allein nicht
umgckehrt folgt daraus, weil dic wenigeren Zahlen a, b, .. ., rela-
tive Primzahlen in der engepen Bedeutung sind, daB es auch dice
mehreren a. b. ¢, d, e, f, ... seyn werden.

Beweis. 1. Wenn untey den simmilichen Zahlen a, b. ¢, d.
e.f,... auch nicht zwey cinen gemeinschaltlichen Theiler haben,
so haben auch nicht die wenigeren a. b, ... cinen gemeinschafi-
lichen Theiler.

2. Es kann sich treffen, daBl auch nicht zwey der Zahlen
a, b, ¢, ... fiir sich, und chen so, dafl auch nichi zwey der Zahlen
d, e. f fiir sich cinen gemeinschaftlichen Theiler haben, und gleich-
wohl kann eine der Zahlen a. b, ¢, ... mit ciner der Zahlen d, e, f,. ..
cinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Dann also sind die Zahlen
a, b, c,... fiir sich, ingleichen auch dic Zahlen d. e, f fiir sich rela-
tive Primzahlen in der engeren Bedeutung, nicht aber die Zahlen
ab.c,.. d, e.[ zusammen. 7. B. 3, 4.7 und 2,9, 35.

§. 40. Lehrsatz. Wenn in einem Inbegriffe von Zahlen a. b.
c. d auch nur zwey, a und b relative Primzahlen sind: so sind
sic alle unter cinander relative Primzahlen in der weiteren Be-
deutung.

Beweis. Denn wenn nur zwey derselben keinen gemein-
schaftlichen Theiler haben. so gibt es umsoweniger cine Zahl,
welehe ein Theiler fiiv alle diese Zahlen wiire.

8. 41. Zusatz. Wenn also cin gegebener Inbegriff von Zahlen
Ao B.C, D ... auch nur zwey absolute Primzahlen in sich faBt.
so ist cr cin Inbegriff von Zahlen, dic unter einander relative
Primzahlen in der weiteren Bedeutung sind.

§. 42. Zusatz. Und wenn sich in cinem Inbegriffe von Zahlen,
dic cinen gemeinschaftlichen Theiler haben, cine absolute Prim-
zahl befindet, so miissen die iibrigen Zahlen insgesamt Viclfache
von dieser ciner seyn.

§. 43. Lehrsatz. Jede Zahl, die keine Primzahl ist. lalt sich
als cin Produet aus ciner endlichen Menge von Primzahlen. dic
alle >1 sind, betrachten.
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Bewecis. Jede Zahl. die keine Primzahl ist, ist der Erklirung
nach theilbar durch cine Zahl, dic >1 und doch < als sic selbst
ist. Somit mul} auch der Quoticnt, d. h. dic andere Zahl, welche
als IYactor mit jener verbunden, die gegebene Zahl selbst dar-
stellt, >1 und < sic selbst seyn (8.). Also ist jede Zahl. dic
keine Primzahl ist, anzuschen als cin Product aus zwey FFactoren.
dic beyde =1 und << als sie selbst sind. Diese beyden Factoren
P und Q kénnen nun selbst entweder Primzahlen oder wieder
Producte aus anderen Zahlen seyn. Sind sic Primzahlen, so ist
der IFall beschaffen, wie ihn der Lehrsaiz aussagt. Ist aber dev
cine oder der andere, oder sind beyde Factoren P und Q aber-
mahls Producte aus anderen Zahlen: so miissen wir doch nach
ciner endlichen Menge von Wiederhohlungen dieser Sehliisse aul
Zahlen kommen, dic sich nicht weiter zerlegen lassen in Factoren,
welehe > 1 wiiren. Denn im entgegengescizten IFalle, wenn diese
Zerlegung ins Unendliche ginge, miiie es Zahlen geben, dic eine
uncndliche Menge von IFactoren, alle > 1, enthielten (8. 3.).

§. 44. Zusatz. Nichts hindert, daB nicht cinige oder auch
alle Primzahlen, aus deren Multiplication cine gewisse Zahl, dic
sclbst keine Primzahl ist, gebildet werden kann, unter cinander
gleich wiiren. So entsteht z. B. durch diec Multiplication der zwey
cinander gleichen Primzahlen 5 und 5 die Zahl 9; durch Multi-
plicirung der drey cinander gleichen Primzahlen 2, 2.2 die Zahl
8: durch Muliiplication der Zahlen 2, 2, 2.3, 3 die Zahl 72 u.s. w.

§. 45. Erklarung. Factoren ciner Zahl, welehe Primzahlen
sind, sollen einfache Factoren heiffen: und ihre Angabe samt
Bestimmung der Anzahl, wic viele gleiche es etwa von jeder Art
gibt, soll die Zerlegung derZahlinihre cinfachenFac-
toren heiflen.

$.40. Lehresatz Zu jeder Primzahl gibt ¢s noch cine grifiere.

Beweis. Sey p ocine Primzahl. so ist das Produet aus p
und aller der Zahl p vorhergehenden d. h. kleineren Primzahlen
1.2.3.5.7.11.13.17...p. wenn wir noch t hinzutun, oder
die Summe 1.2.5.5.7.11.15.17 ... p+1 cince Zahl, dic gewil3
weder durch p, noch irgend cine klcinerve Primzahl als p
(die Eins nicht mitgerechnet) theilbar ist. Denn dureh jede
dicser Primzahlen ist das Product 1.2.3.5.7.11.13.17...p
theilbar, weil p und jede kleinere Primzahl darin als Factor
crscheint. Die Zahl 1 aber ist dureh keine dieser Primzahlen
theilbar. Also auch nicht jene Summe (8. 17.). Folglich ist diese
entweder eine Primzahl, die dann gewil} cine grossere ist als p,

9
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oder sic ist ¢in Product aus Primzahlen (5.45.), und zwar aus
anderen als 25,5, 7, 11, 15, 17..... p. Also gibt es auf jeden Fall
noch andere Primzahlen, als die sochen genannten, die mithin
grosser sind als p.

S. 47. Zusatz. Also ist dic Menge aller Primzahlen, die es
nur iiberhaupt gibt. unendlich.

5. 48. Lehrsatz. Mit Ausnahme der zwey Primzahlen 2 und
5 ist jede andere Primzahl unter dem Ausdrucke 6n 4+ 1 ent-
halten. wenn n jede beliebige wirkliche Zahl vorstellen darf:
nicht aber umgekehrt ist jede Zahl. die unter diesem Ausdrucke
enthalten ist. cine Primzahl.

Beweis. DaB dit zwey Primzahlen 2 und 3 unter dem
Audrucke 6n+1 nicht enthalten sind, wenn n nicht Anderes
als cine wirkliche Zahl vorstellen darf, erhellet von selbst. Denn
fiir n=1.1ist bn+1 entweder =7 oder=>5. also > als jede der
beiden Zahlen 2 und 5. fiir jeden noch griBeren Werth von n
aber bekommit 6n £ 1 cinen noch grofieren Werth. Dalb aber
jede Primzahl. die grosser als 2 oder 3 ist, unter jenem Aus-
drucke allerdings begriffen werden konne, cerweiset sich  so.
Dic nichste Primzahl nach 3 ist die Zahl 5. und dicse ist
unter der Form 6n—1 enthalten. wenn n=1 gesetzt wird. Dic
aul 5 folgende nichsie Primzahl d. i. 7 und somit jede andere
ist groBer als die Zahl 6. Jede Zahl aber. die > 06 ist. mull, wenn
wir cine Division derselben mit 6 versuehen, entweder aulf-
gehen. oder cinen Rest. der <6 ist. also cine der Zahlen 1, 2. 5.
+.5 zum Reste geben. Eine Zahl bey weleher die Division mit
O aufginge. wire aber deBBhalb keine Primzahl zu nennen. IEbenso
auch keine Zahl. die 2 oder 4 zum Reste liclle. Denn eine solche
wire unfer der Form 6n 42 oder 6n-+4 enthalten, wenn wir
den niichst kleineren Quotienten  durch n bezeichnen. Aber
Oon=+2 und 6n+4 sind offenbar theilbar dureh 2, wo sic die Quo-
ticnten 3n41. 35n-+2 geben. Endlich kann auch keine Zahl,
welehe bey dieser Division den Rest 3 QB cine Primzahl seyn.
Denn sie wire unter der Form O6n+5 enthalien. und somit
theilbar dureh 5. wo sie den Quotienten 2n4 1 giibe. Also mul?
jede Zahl. die cine Primzahl ist, bey der versuchien Division
mit 6 nur Eines von Beydem, entweder 1 oder 5 zum Reste
achen: mithin enthalten seyn unter der Form 6n-+1 oder 6n+5.
Allcin cine Zahl, die unter der letzteren Form 6n+5 cnthalten
ist. kann auch unter der Form 6n—1 vorgestellt werden; weil
on45=06(n-+1)—1 und n+1 durch n vorgestellt werden kann.




wenn n jede belicbige Zahl bedeutet. Unter der letzien Form
6n—1 ist aber auch diec Primzahl 5 enthalten, wenn wir n =1
scizen. Also ist unier ciner der Formen 6n+1 jede Primzahl,
die grofler als 3 ist, enthalten. — DaB aber dieser Saiz sich nicht
umkchren lasse, oder dal} nicht alle unter der Form O6n+1 ent-
haltenen Zahlen Primzahlen seyn miissen, liBt sich durch viele
Beyspicle beweisen. So wird, wenn wir n=4 setzen, n+1=25,
welehes bekanntlich keine Primzahl, sondern =5.5 ist.

§. 49. Lehrsatz. Wenn die Zahl a>b. und dic versuchie
Division von b in a gibt entweder den genauen Quotienten ;.
oder sie gibt ¢; nur als niichst kleineren Quotienten und den
Rest r;; und wir versuchen nun wiceder mit dem erhalienen
Reste rp in den vorhergehenden Divisor b zu dividieren, und
crhalten entweder den genauen Quotienien ¢, oder die ver-
suchte Division gibt ¢, nur als den niichst kleineren Quotienten
und den Rest ry; und wir versuchen mit diesem abermahls in
den niichst vorhergehenden Divisor ry, zu dividiren, und so
immer fort, bis wir zu cinem Divisor r, gelangen, der genau
aufgehi: so behaupte ich, dieser Divisor r, sey cin gemceinschaft-
licher, und zwar der groBie gemeinschaftliche Theiler, den die
beyden Zahlen a und b haben.

Beweis. DaB wir bey diesem Verfahren immer aufl cine
Division, dic aufgclw(*. kommen miissen; wurde schon (5. 13.)
bewiesen. Wenn nun schon die erste Division, nihmlich die von
b in a, aulgeht. so ist kein Zweifel, daB b cin gemeinschafi-
licher und zwar der grofite gemeinschaftliche Theiler der Zahlen
a und b sey; denn b theilt b und a, und es gibt sicher keine
groBere Zabl, die b theilt, als b selbst. Eben so gilt unser Satz,
wenn erst die zweyle Division oder die von ry in b aufgeht.
Dann nihmlich ist a == ¢.b + r; und b=q,r;. Also a= qyqsry +r;.
[licraus ist zuerst crsichtlich. dal} r; cin gemeinschaftlicher
Theiler von b sowohl als ven a sey. Dann aber auch, dafl ry
der griBie gemeinschaftliche Theiler dieser beyden Zahlen sey.
Denn setzet, daBirgend cin gemeinschaftlicher Theiler dieserzwey
Zahlen g sey: so mull, weil a=q,b+ry ist, auch ¢;b + ry theilbar
durch ¢ seyn. Da nun b. also mul} auch ¢;b theilbar dureh ¢ seyn:
so mul nach §. 21. auch r; theilbar durch ¢ seyn. Also kann ¢ auf
keinen Fall >r; seyn. Unser Lehrsatz gilt also auch, wenn die
Anzahl der Divisionen = 2 ist. Dal er nun allgemein fiir eine jede
Anzahl von Divisionen gelte, erhellet am deutlichsien so. Setzet,
die Division gehe erst bey dem dureh ry bezeichneien Reste auf;

»*
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und dieser gebe durch seine Division in den vorhergehenden r, 4
den genauen Quotienten ¢ so bestehen folgende Gleichungen:
a= b+ ry,
b= qsry + 1.
re= (s -+ I
re = (ar's+ ry,

I'n—2 = (Inl'n—1 - I'n.
I'n—1 = (n+10"n.

Aus der letzten Gleichung erhellet. dalt ra—y theilbar sey durch
ro. Daraus aber und aus dem vorletzien ergibt sich. weil sowohl
rn-1 als auch ry, theilbar dureh rp sind. dal auveh r.— theilbar
durch r, seyn miisse. Steigen wir nun in diesen Gleichungen
anfangend von der letzten gliedweise bis zu der ersten aul: so
erhellet. daB jede folgende (d. i. nichst hohere) in ihrem ersten
Gliede zusammengesetzt sey aus zwey Summanden. deren der
cine cin Product ist. davon der cine [Factor bereits in der niichst
vorhergehenden Gleichung (links) vorkam. der andere ebenfalls
schon in dicser Gleichung (vechts) vorkam. die endlich beyde
als theilbar dureh r, erkannt wurden. Daraus ergibt sich dann.
daft auch das linke Glied in dieser nichst folgenden (oder hi-
heren) Gleichung theilbar dureh r. seyn miisse. Und somit
konnen wir nach ciner endlichen Menge von Fortsehreiten bis
zu den Gleichungen b= ¢ory + 1, und a=q,b + r; gelangen. die
darthun. daB auch b und a theilbar durch ry seyn miissen. d. h.
dal} rn cin gemeinschaftlicher Theiler der beyden Zahlen a und
b scy. Dal} aber dicses rn zugleich auch der grofite gemein-
schaftliche Theiler fiir diese Zahlen sey: erhellet wieder so.
Seizet. es sey eirgend cin Theiler. den a und b gemeinsehaltlich
haben: so lehrt der Anbliek der obersten Gleichung a=q¢yb+ ry,
dabB o. weil es in a und b. also auch ¢, b aufgeht, nach 8. 21.
auch in r; aufgehen miisse. Dann aber folgt aul gleiche Art
aus der zweylen Gleichung b= qqry+rq, dalt ¢, weil ¢sin b und
ry oder gory; aulgeht, auch in ry aufgehen miisse. Man sicht nun
von sclbst. daB wir durch cine endliche Menge von Wieder-
hohlungen dicser Schliisse bis zu der vorletzten Gleichung
rn—2=(urn—1+ra und zu der Folgerung gelangen konnen, dal} o,
weil es in rp—s und rp—; aufgeht, auch in rp aufgehen miisse.
Hicraus cerhellet aber, daB ¢ unmoglich > r, seyn konne; also,
daB ry der groBte gemeinschafiliche Theiler der beyden Zahlen
a und b sey.
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Beyspiel. Ist a=72, b=42; so findet sich bey der ersten
Division der Quotient ¢=1 und der Rest r;=30; bey der
Division von diesem in b, der Quotient ¢;=1, der Rest r,=12,
bey der Division von diesem in r; der Quotient ¢,=2 und
der Rest r3=06; bey der Division mit diesem in ry, erscheint
als vollkommener Quotient ¢;=2. Also ist rs;=06 der grolite
gemeinschaltliche Theiler der beyden Zahlen 72 und 42.

§. 50. Zusatz. Wenn also rn die Einheit ist, so sind die
Zahlen a und b relative Primzahlen.

§. 51. Lehrsatz. Is lassen sich Vielfache von a sowohl als
von b auffinden, die so beschaffen sind, dal} ihre Unterschiede
jedem der Reste ry,ry, 1, ... gleich werden.

Beweis. Ein Paar Viclfache von a und b, deren Unterschied
dem ersten Reste ry gleiech kommt, sind a und ¢, b; weil a—q1 b=r;.
Da aber der zweyte Rest ro= b— g,ry ist; so erhalten wir, wenn
wir den Werth von r; aus der vorigen Gleichung substituiren:
re=b—qy(a—q1b) = (q1¢2+ 1)b—qsa, zwey Vielfache von a und
b, deren Unterschied =r, ist. Aus der Natur der obigen Glei-
chungen ist nun leicht zu erschen, daR man so immer weiter
fortschlieffen konne. Denn gilt der Satz fiir zwey nichst kleinere
Werthe von m, d. h. fiir rm—1 und rn—2, so gilt er auch fiir rn.
Denn weil die Gleichung rm =rm—2—@m rm—1 bestehet; so mul?,
wenn rp—g und rm—i durch Untersehiede von gewissen Vielfachen
der Zahlen a und b ausgedriickt werden konnen, auch fiir rn eine
Summe oder ein Unierschied gewisser Vielfachen von a und b
zum Vorschein kommen, wenn wir die Werthe von rn—s und rn—
durch a und b ausgedriickt in jene Gleichung setzen. Aber eine
Summe von Vielfachen der a und b kann ra, da es <b und < a
ist. unmoglich seyn. Es mul} sich also durch einen Unterschied
soleher Viclfachen ausdriicken lassen. So war z. B. einer der Reste
bey den zwey Zahlen 72 und 42, r,=12, also mul} es auch ge-
wisse Vielfache von 72 und 42 geben, deren Unterschied =12
ist. Dergleichen Viellache sind'1.72 und 2.42=84,denn 84 —72=12.

§. 52. Zusatz. Ist also einer der Reste ry, ry,..., auf die man
bey dem Verfahren des Lehrsatzes aus 8.49. kommt, =1; so gibt es
gewissc Vielfache von a und b, deren Unterschied =1 ist. Ein
solcher Rest zeigte sich (8. 15.) bey den Zahlen a=54 und b =153.
Also mulB es gewisse Vielfache von 54 und 13 geben, deren Unter-
schied =1 ist. In der That ist 25.13—6.54=1.

§. 53. Lehrsatz. Wenn die zwey Zahlen a und b relative
Primzahlen sind; so gibt es jederzeit gewisse Vielfache derselben
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ma. nb. derven Unterschied ma—nb oder nb—ma (jenachdem
ma > oder <nb)=1 ist.

Beweis. Wenna und b relative Primzahlen sind; so wird
man durch das Verfahren des 8. 49., wenn man mit ciner dieser
Zahlen z. B. b in dic andere a, und mit dem Reste in den vorigen
Divisor u. s. [. dividirt, zuletzt auf cinen Rest r®. der=1 ist,
kommen. Denn der leizte Rest r® darf nicht >1 seyn, weil er
cin gemeinschafltlicher Theiler von a und b ist. Ist aber ciner
der Reste. auf welehe man bey jenem Verfahren kommt, =1;
so gibt es auch gewisse Viellache von a und b, ma und nb, deren
Unicrschied gleich diesem Reste, also =1 ist. So sind 8 und 21
cin Paar relative Primzahlen. daher sind aueh ecin Paar Viellache
derselben, z. B.8.8 und 3.21 angeblich. deren Unterschied
64—065 =1 isl.

§. 54. Lehrsatz. Wenn es erst Ein Vielfaches von a und
Ein dazu gehoriges von b gibi, dabey der Untersehied ma—nb
ciner gewissen Zahl p gleich wird: so gibt es auch unendlich viele
Paarc von Viellachen. die eben denselben Uniterschied p haben.

Bewecis. Istma—nb = p: so ist, x SCy was immer fiir cine
wirkliche Zahl, aueh (xb+m)a—(xa+n)b=p. Indem wir nun fiir x
jeden belichbigen Wert annchmen konnen. erhalten wir auch
unendlich viele verscehiedene Vielfache von a und b, dice der Be-
dingung, dal} ihre Differenz =p ist, entsprechen. Weil z. B 4.8
und 1.21 cin Paar Vielfache von 8 und 21 sind, welche den Unier-
schied 11 geben: so geben auch (44-2.210)8 und (142.8) 21 d. i.
368 und 357, ingleichen (443.21)8 und (145.8) 21 d. i. 336 und
525. u. s. w. den Untersehied 11,

§.55. Lehrsatz, Wenn M ocin gemeinschaltliches Vielfache

MoMM
s

der Zahlen a, b, c.... und dic Quoticenien 2 b
; c

relative Primzahlen, sondern sie haben einen von 1 verschiedenen

so-- sind nicht

gemeinschaltlichen Theiler m: so ist ;n cin kleineres gemein-
schaftliches Viel{fache der Zahlen a, b, ¢, ...
: : . M M M ) .
Bewecis. Wenn die Quotienten W b e cinen gemein-

schafltlichen Theiler an der von 1 verschiedenen Zahl m haben:

L . C . M . R
S0 ist o m=ciner wirklichen Zahl e, p S M= ciner wirklichen

. M ) ot , .
Zahl 8, . = ciner wirklichen Zahl y u. s. w. Also ist auch
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ae, - -=Dbf. = =cy u.s.w. Somit ist — cine wirkliche Zahl,
m m m m

und dieB zwar eine solehe, die <M ist und theilbar durveh
a, b, c,.... also cin gemeinschaftliches Vielfache von a, b, c... .,
das kleiner ist als M. So haben die Zahlen 2,5 und 7 cin gemein-
schaftliches Vielfache an der Zahl 84: weil aber die Quotienten
8¢ =42, =28, %t =12 noch einen gemeinschaftlichen Theiler 2
habens so ist 84 nicht ihr kleinstes, sondern 8 =42 cin kleineres
gemeinschaftliches Vielfache derselben.

8. 56. Zusatz. Wenn also umgekehrt M das kleinste ge-
meinschaftliche Vielfache der Zahlen a, b, ¢, ... ist: so konnen
dic Quoticnien ‘L[ . Jb[ ; 161 -+ keinen gemeinschaftlichen Theiler
(der von Eins verschieden ist) haben. sondern sie miissen rela-
tive Primzahlen in der weiteren Bedeutung seyn.

S. 57. Lehrsatz. Jedes gemecinschaftliche Vielfache der
Zahlen a, b, c.... ist dureh das kleinste Vielfache derselben
theilbar.

Beweis. Seyen M und N cin Paar gemeinschaftliche Viel-
[ache dev Zahlen a, b.c,... Wenn nun N grofier und doch nicht
theilbar durch M ist; so gibt die versuchie Division von M in
N cine Zahl # zum niichst kleineren Quotienten und einen Resti
R. Wir ecrhalten also N=p)M+R. Weil nun M und N beyde
gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen a, b, c.... sind: so geht
jede derselben sowohl in N als auch in M auf; mithin (wegen
der Gleichung N=pl+R). (nach §. 21.) auch in R. Und somit
ist auch R cin gemceinschaltliches Vielfache der besagten Zahlen.
R aber ist -2 also ist M nicht das kleinste gemeinschaltliche
Viellache derselben. Ist also irgend ein Vielfaches M das kleinste,
so muft c¢in jedes andere N nicht nur grofler. sondern auf die
Art grofler seyn. dalt es dureh M getheilt. keinen Rest gibt.
d. h. ¢s muB cin Viellaches aueh von M selbst seyn. So st
42=5.2.7 gewill das kleinste gemcinschafltliche Vielfache der
Zahlen 2,5, 7; daher das grioflere 84 theilbar dureh 42.

§. 38. Lehrsatz. Wenn die Quotienten i f‘b[v’ 1_15’ rela-
tive Primzahlen in der weiteren Bedeutung (8. 31.) sind; so ist
M das kleinste gemeinschafiliche Vielfache der Zahlen a. b, ¢, ...

Beweis. Bezeichnen wir das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der Zahlen a.b,c,... durch m: so mufl M, wenn es
von m verschieden ist. nach dem vorigen Satze theilbar durch
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M . T .
m seyn. Also mult e ciner wirklichen Zahl g, oder M =mp

seyn. Ferner miissen, wenn m cin Vielfaches der Zahlen a. b. e, ...

..om o m m T , M m
ist: == =, ... lauter wirkliche Zahlen seyn. Danun = =u 7,

a b c a a
M m M m . . . . M MM
S=u s =u  --isosicht man. dafl die Quotienten T, 7L
b b ¢ ¢ a b’ e

den gemeinschaftlichen Factor g haben. Sollen sie gleichwohl.
wice der Lehrsatz vorausscetzt. relative Primzahlen seyn, so mul}
=1 und somit M =m seyn, d. h. M ist das kleinste gemein-
sehaftliche Vielfache der Zahlen a, b, c.... So sind die Quotienten
60 =15. 60 =12 und {§=2 relative Primzahlen in der weiteren
Bedeutung: also ist 00 das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der Zahlen 4. 5. 30.

§.59. Lehrsatz. Wenn der Unterschied zweyer Producte
abed ... und epy... der Einheit gleicht; so ist jeder [Factor
des einen mit jedem FFactor des anderen cine relative Primzahl.

Beweis. Setzet. dalt Einer von den Factoren des Produetes
abed ... z. B. a und ciner von den Factoren des Produetes
apy ... z. B. @ den gemeinschaftlichen Theiler g haben: so hat
auch der Unterschied abe...—apy. .. (oder, falls abe... < apy. ..
ist, der Unterschied efy...—abc...) den Theiler p. Da aber
dieser Unterschied abe...—eapy ... (oder a8y ...—abc...) =1 seyn
soll: so mul} auch 1 theilbar durch ¢ seyn. Also mull p=1 seyn,
d. h. die Zahlen a und b haben keinen anderen gemeinschaft-
lichen Theiler als die Einheit. oder sie sind relative Primzahlen.
So ist z. B. 15— 14 =1, daher die Factoren von 15 =73.5 rela-
tive Primzahlen mit den Factoren von 14=2.7.

§. 60. Lehrsatz. Wenn cin Paar Producte ab und off cin-
ander gleich kommen; und c¢s sind cin IFactor a des ersten, und ein
IFactor @ des zwevten relative Primzahlen untercinander: so mul?
der andere Factor g des zweyten dureh a, und der andere Factor b
des crsten durch e theilbar seyn.

: . . . ap ab
Beweis. Weil ab=af, so ist a=, > und a= P Da nun a

b
und e relative Primzahlen sind: so miissen auch die Quotienten
« ab . . - . . .
fb@ und 8 rclative Primzahlen seyn. Folglich muB} ihr gemein-

schaftliches Vielfache e =ab das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache der Zahlen b und g seyn (8.58.). Allein auch das Produet bp
ist ein gemeinschaftliches Vielfache der Zahlen b und 8. Folglich
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mul} (nach $.57.) bp theilbar seyn durch ef=ab. Also bezeichnen

dic Ausdriicke b und bp oder b und p cin Paar wirkliche
af ab @ a

Zahlen. Also ist b theilbar dureh ¢ und 8 durch a. So ist 3.14=7.06

und dic Factoren 3 und 7 sind relative Primzahlen, daher der

andere Factor 14 theilbar dureh 7 und der andere Factor 6

theilbar dureh 3.

§. 61. Zusatz. Wenn also umgekcehrt ab und ap ein Paar
Producte von solcher Art sind, daB jeder der beyden Factoren
a und b des einen cine relative Primzahl ist zu jedem der
beyden Factoren @ und g des anderen: so konnen beyde Pro-
ducic einander sicher nicht gleich seyn.

§. 02. Lehrsatz. Wenn cin Product ab theilbar ist durch
cine Zahl «, die cine relative Primzahl mit dem Faclor a ist:
so ist der andere Factor b durch diesclbe theilbar.

) . ab . .
Beweis. Ist ab theilbar durch e, so mul} g, = ciner wirk-

lichen Zahl g seyn. und man hat ab = e, ein Paar Producte,

die cinander gleich kommen, und in dem einen ab ist cin Factor

a cine relative Primzahl mit cinem IFactor ¢ in dem anderen.

Also mull nach dem vorigen Lehrsatze der andere Factor b

theilbar dureh e seyn. So ist das Produet 56. 11 =616 thcilbar
~

durch 7, cine Zahl, die eine relative Primzahl mit dem KFactor
{1 ist: also mul} diese Zahl in dem anderen Factor aufgehen.

§. 65. Zusatz. Also auch, wenn ein Produet abed...l,
welehes aus ciner beliebigen, aber doch endlichen Menge Fac-
toren zusammengesetzt ist, sich theilen lifit durch eine Zahl m,
dic cine relative Primzahl ist, mit allen Factoren a,b,c, d, ..., k
dieses Productes. bis auf den einen [: so muf} [ theilbar seyn
durch m. Denn wenn wir dieses Product erst als zusammen-
gesetzt nur aus den zwey TFactoren a einerseits und dem Pro-
ducte b.cd...kl andererseits betrachten; so folgt aus dem
vorigen Lehrsatze, daB sofern a.bed. .. kl theilbar durch m ist,
und a und m gleichwohl relative Primzahlen sind, es nur der
andere Factor bed...kl seyn miisse, der durch m theilbar ist.
Da nun bed...kl ein Product ist, weleches um Einen Factor
weniger enthilt, als das zuerst betrachtele abed. .. kl; so sieht
man, daB wir durch eine endliche Menge von Wiederhohlungen
dieses Schlusses endlich zu dem Producte kI, das nur aus zwey
Factoren besichet, gelangen; und indem wir auch von diesem
behaupten. daB es durch m theilbar seyn miisse, dal aber der
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cine Faetor b cine relative Primzahl mit m ist, wird sich durch
cine ncue Anwendung des vorigen Lehrsatzes der Schluff. daB
also [ theilbar dureh m seyn miisse, ergeben. So lehrt uns die
Division, daB dic Zahl 19950 theilbar durch (9 scy. Diese Zahl
aber zerfillt in dic Factoren 2.5.25.133; da nun dic ersteren
drey: 2, 5, und 25 relative Primzahlen mit 19 sind; so folgt,
dal} der letzte Factor 155 theilbar durch 19 seyn miisse. ISs ist
niahmlich P2 =7.

§. 04. Lehrsatz Sind a und b relative Primzahlen; « aber
cin Theiler von a: so sind auch @ und b relative Primzahlen.

Beweis. Denn hitten ¢ und b cinen gemeinschaltlichen
Theiler = p: so miiten um so gewisser auch a (weil es ein Viel-
faches von @ ist) und b diesen gemeinschaftlichen Theiler haben.
So sind 133 und 6 relative Primzahlen; 19 aber ein Factor von
155. Also um so gewisser 19 und 6 relative Primzahlen.

§. 65. Lehrsatz. Wenn m und a relative Primzahlen, m
und das Produet ab aber nicht relative Primzahlen sind: so sind
auch m und b nicht relative Primzahlen.

Beweis. Wenn m und ab nicht relative Primzahlen sind:
so gibt es irgend cine absolute Primzahl u, die beyde theilt.
Theilt aber g die m, so darf sie nicht theilen a, weil sonst m
und a nicht relative Primzahlen wiren. Wenn aber ¢ das Pro-
duet ab. nicht aber den cinen Factor a theilt. so folgt aus §. 62.,
daB ¢ den anderen Factor b theile. Also sind m und b beyde
theilbar durch g, folglich nieht relative Primzahlen unterein-
ander. So sind 6 und 25 relative Primzahlen, 6 und 250=25.10
aber nicht relative Primzahlen: also auch 6 und 10 nicht rela-
tive Primzahlen.

§. 60. Zusatz. Wenn also umgekehrt m und a, und chen
so auch m und b relative Primzahlen sind; so sind auch m und
das Product ab relative Primzahlen. So ist die Zahl 6 cine re-
lative Primzahl mit 25 sowohl als auch mit 7: daher auch gewil?
mit dem Produete 25.7=175.

8. 67. Zusatz. Wenn m cine relative Primzahl ist mit je-
der der-Zahlen a, b, ¢, d..... deren Menge endlich ist; so ist m
auch cine relative Primzahl mit dem Producte aus allen diesen
Zahlen abed ... Denn weil m eine relative Primzahl zu a und b
ist; so ist m nach dem vorhergehenden Zusatze eine relative Prim-
zahl zu der Zahl ab, also zu den zwey Zahlen ab und ¢, folglich
auch zu der Zahl abe. Man sicht von selbst, daB sich diese SehluB-
art aufl jede beliebige Menge von Zahlen, wenn sie nur endlich
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ist, ausdehnen lasse, nach der Weise, die wir schon mehrmahl
angegeben haben.,

§. 68. Zusatz. Stehet daher jede der Zahlen e, g, 7, ..., deren
Menge beliebig, aber doeh endlich ist, in dem Verhiiltnisse ciner
relativen Primzahl zu jeder der Zahlen a, b, c, ..., deren Menge
abermahls beliebig, aber doch endlich ist: so steht auch das Pro-
duct gy ... zu dem Producete abe... in dem Verhiltnisse einer
relativen Primzahl; und umgcekehrt, wenn dieses ist, so ist auch
jenes. Denn wenn jede der Zahlen e, g, p.... zu jeder der Zahlen
a, b, c,... cine relative Primzahl ist; so ist auch jede der Zahlen
a, 5. 7.... zu dem Producte abe... eine relative Primzahl. Also
auch dic Zahl abc... zu dem Producte apy... eine relative Prim-
zahl. Dal} aber der Satz auch umgekehrt gelte, erhellet daraus,
weil, wenn irgend einer der Factoren e, g, »,... einen gemein-
schaftlichen Theiler mit einem der Faectoren a, b, ¢, ... hiitte, dann
auch das ganze Produet ¢y ... dicsen gemeinschaftlichen Theiler
mit dem Producte abe... hitte.

§. 09. Zusatz. Wenn also jede der Zahlen a, b, ¢,... [ cinc
relative Primzahl mit jeder der Zahlen e, 8, 7,...4 ist; so sind
dic Producte a.b.c...1 und a.p.y...2 cinander sicher nicht
gleich. Denn zerlegen wir jedes dieser Producte nur in zwey
FFactoren, indem wir z. B. b.c...l=L, und p.y...4=4 als cine
cinzige Zahl betrachien; so ist jeder der beyden Factoren a und
L des Producies a . L cine relative Primzahl mit jedem der beyden
FFactoren @ und A des Producies ed (5. 68.). Und nun folgt aus
§. 61.. daB diese Producte cinander nicht gleich seyn konnen.

§. 70. Zusatz. Wenn « und a relative Primzahlen sind. so
sind auch je zwey Potenzen von e und a wie @ und a”, wo mn
und n beliebige Zahlen seyn konnen, relative Primzahlen. Ebenso

sind, wenn ¢ und a, g und b. y und c¢... relative Primzahlen
sind, auch die Produeic am.pr.y ... und a".bv. ¢ ... rclative
Primzahlen. die Exponentenm,p.r....n, ¢, s, ... scyen was immer

fiiv wirkliche Zahlen. Denn in allen diesen Fillen gilt, daB jeder
cinzelne Faetor des einen Produets mit jedem einzelnen Factor
des anderen eine relative Primzahl ist. So sind die Zahlen 2 und
5 velative Primzahlen: daher auch jede Potenz von 2 z. B. 22=8
und jede Potenz von 5 z. B. 3*=8It relative Primzahlen unter-
cinander.

§. 71. Lehrsatz. Kein Product P aus ciner endlichen Menge
von absoluten Primzahlen, gleichviel ob sich darunter auch einige
gleiche belinden oder nicht, gleicht ciner Zahl, die cine Primzahl,
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oder ein Product aus anderen als den aus P, oder zwar aus den-
selben, aber nicht in derselben Anzahl wie in P vorkommenden
Primzahlen ist.

Beweis. Dall ein Product nicht einer cinzigen Primzahl
gleich seyn konne, ergibt sich schon aus dem bloBen Begriffe
ciner Primzahl. DaB aber cin Produet P, welehes aus ciner ge-
wissen endlichen Menge von Primzahlen zusammengesetzt ist,
nicht gleich seyn konne cinem Produete. welehes aus anderen
Primzahlen zusammengesetzt ist; erhellet daraus, weil absolute
Primzahlen auch relative sind, und dargethan wurde, dal} cin
Paar Producte ey ... und abed. .., wenn die Factoren des einen
mit den Factoren des anderen relative Primzahlen sind, einander
nichi gleich seyn kiénnen. Wenn endlich in beyden Producten
zwar einige, aber nicht alle einfachen Factoren gleich sind, oder
es sind wohl alle gleich, aber esist nicht jeder in beyden Producten
in derselben Anzahl vorhanden: so lasset uns wieder zwey Fille
unterscheiden: den einen, wo die einfachen Factoren des Pro-
ductes P alle auch in dem anderen Q und dicjenigen, die in P
mehrmahls vorkommen, auch in Q eben so oft oder noch mehrmahl
enthalten sind: den anderen, wo dieses nicht so ist. In dem ersten
Falle konnen wir das Produet Q in zwey [Factoren zerlegen,
deren der cine ganz aus denselben IFactoren wie P und in der-
selben Anzahl zusammengesetzt ist, der andere die noch iibrigen
Factoren (deren es wenigstens cinen gibt) in sich faflt. Nennen
wir diesen ¢: so ist Q=P .q und folglich gewil} nicht =P, weil
¢ nicht =1 ist. In dem anderen FFalle gibt ¢s in P sowohl als
in Q einige cigene einfache Factoren, die in dem anderen Pro-
ducte entweder gar nicht, oder doch nicht sovielmahl vorkommen;
es wird also méglich seyn, P sowohl als auch Q in zwey Ifac-
toren zu zerlegen, deren der cine die in P und Q gemecinschafilich
vorkommenden, von den anderen beyden aber cin jeder dicje-
nigen cinfachen FFactoren enthilt. die P oder Q cigenthiimlich
hat. oder die zwar auch in dem anderen Producte, aber dort nicht
sovielmahl vorkommen. Bezcichnen wir diese letzteren durch p
und ¢ und den Factor, der aus denselben Primzahlen besteht, also
auch beyderseits gleich seyn mul}, durch m, so ist P=mp und
Q =myq. Sollte also P=Q scyn, so miillte auch p=q seyn. Aber p
und ¢ haben keinen gemeinschaftlichen einfachen Factor, und
sind also sicher ungleich. Folglich auch P und Q.

§. 72. Lehrsatz. Wenn eine Zahl a sich theilen liBt durch
eine andere b, so mull ein jeder einfache Factor, in welchen



sich b zerschlagen lifBt, auch in a vorkommen, und jeder, den b
mchrfach enthilt, muB auch in a wenigstens chen so oft ent-
halten sceyn.

. a . . . r - .
Beweis. Wenn j, = ciner wirklichen Zahl ¢ ist: so ist a=0bq.

Also mul} bg dieselben einfachen IFactoren und cinen jeden in
derselben Anzahl wic a enthalten. Also darf nieht schon in b cin
cinfacher Factor, der in a fehlt, oder doch ofier als erin a cr-
scheint, vorkommen. So lif3t sich 180 theilen dureh 60: 60 aber
bestehet aus den cinfachen Faetoren 22.3.5. und 180 aus 22.32.5;
woraus zu schen, daf? jeder cinfache Factor, der in 60 vorkomumt,

auch in 180 und hicr wenigsiens eben so oft vorkomme.

8. 73. Zusatz. Wenn also unter den einfachen Factoren. in
welehe sich b zerschlagen 1aBi, ciner vorkommt, der in a [chlt,
oder hier wenigstens niehit so oft als in b vorkommt. so ist a nicht
theilbar dureh b. So ist z. B. 36=22.5% nicht theilbar durch
24=23.35, weil dic letztere Zahl den einfachen Factor 2 dreymahl,
dic crstere aber nur zweymahl enthilt.

§. 74. Lehrsatz, Wenn von den mehrerven Zahlen a, b.e. d. . ..
jede in ihre cinfachen Factoren zerlegt ist. und wir bilden cin
Product m aus allen in diesen Zahlen gemeinschaltlich vor-
kommenden FFactoren, so zwar, dall wir denjenigen cinlachen
Factor, dev in diesen Zahlen iiberall mehrfach erscheint. in das
Product sovielmahl aufnchmen, als vielmahl cr in derjenigen
Zahl crscheint, in der er am seltensten vorkommt: so ist i der
groffte gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a,b,c, d,. ..

Beweis. Dall m ein Theiler dieser Zahlen ist, erhellet aus
8. 72.. daB ¢s aber keinen grofleren gemeinschaftlichen Theiler
fiir diese Zahlen gebe, folgt daraus, weil jeder, also auch der
grofite gemeinschaftliche Theiler dieser Zahlen nach 8. 75. aus
keinen anderen cinfachen Factoren zusammengesetzt seyn dard,
als aus solchen. die auch in ciner jeden der gegebenen Zahlen
a,b.c,d,... vorkommen, und wenigstens chen so oft als in ihm
vorkommen.

Beyspicl. Ist a=060=2%.5.5; b=240=2.5.5, ¢=280=
=2%.5.7: so ist der grofiie gemeinschaftliche Theiler von a. b. ¢
dic Zahl 22.5=20.

§. 75. Lehrsatz. Wenn m der groBle gemeinschaftliche
Theiler der Zahlen a, b, e, d, ... ist; so sind dic Quoticnicn
a b ¢

> -» s+« relative Primzahlen in der weiteren Bedeutung.
m m m
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Beweis. Sey p ein dicsen Quotienien gemeinschaftlicher
—_— , a b ¢ RT . .
I'heiler: so sind LR T DR wirkliche Zahlens folglich

a b ¢ . . . 1 —_——
auch > s s+« Also ist g cin gemeinschaftlicher Theiler
e g pem
der Zahlen a. b, ¢, ... Ist aber m der groBic: so darvf g nicht ~m
. . a b ¢
seyn. Also mulBb g=1 scyn. d. h. diec Quotienten ™ s —+ —. ..
’ : m m m
haben keinen anderen gemeinschaftlichen Theiler als die Ein-

heit. So haben z. B die Zahlen §§=5. 24 =12, 280 = (4 olfenbar
keinen gemeinsehaftlichen Theiler untercinander.

ST . . a b
§. 76. Zusatz. Wenn also umgekehrt die Quotienten &5 .
m m

: - nicht relative Primzahlen sind, sondern cinen von der
n

Ilinheit verschicdenen Theiler # haben. so ist m nieht das
eroBte gemeinschaftliche MaB der Zahlen a, b, c. .. ., sondern pn
ist cin groBeres. So ist 8 nicht das groBie gemeinschaltliche
MaB der Zahlen 16,32 und 48. weil die Quotienten =2, 32 =4
und 4*=6 noch den gemeinschaftlichen Theiler 2 haben. Daher
ist 2.8 =10 c¢in groBeres gemeinschaftliches MaB fiir jene
Zahlen.

S. 77. Lehrsatz. Der groic gemeinschaltliche Theiler der
Zahlen a,b.c. ... ist durch jeden kleineren gemeinschaltlichen
Theiler dervselben Zahlen theilbar.

Beweis. Der groBic gemeinschaltliche Theiler der Zahlen
a. b ist derjenige, der alle ihre gemeinschafltlich zukom-
menden cinfachen Factoren. und denjenigen, der etwa mehrfach
in ciner jeden erscheint, sovielmahl enthilt, als er dort vor-
kommt, wo c¢r am Scliensten vorkommt. Gibt ¢s nebst diesem
eriBten gemeinschaltlichen Theiler noch einen anderen kleine-
ren: so mul derselbe nur cinen Theil der in den Zahlen a, b, ¢, . ..
vorkommenden cinfachen Factoren oder wenn alle, doeh nieht
jeden sovielmahl enthalten, als cer selbst in derjenigen Zahl
vorkommi, in der er am Seliensien vorkommit. Darvaus crgibi
sich aber. daft dieser kleinere Theiler in dem grofiien aufgehen
miissc. So haben z. B. die Zahlen 60, 140 und 280 dic gemein-
schaftlichen Theiler 2, 5, 10 und 20: und jeder kleinere der-
selben gehet in den grofiien 20 aul.

§. 78. Lehrsatz. Wenn ein gewisser Theiler g nicht der
groBie gemeinscehafltliche Theiler der Zahlen a, b, e, ... ist: so
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. . . a b c . T
sind die Quotienten W nicht relative Primzahlen unter-
cinander.
Beweis. Weil g nicht der grofte gemeinschaftliche Theiler
der Zahlen a, b, c, ... ist: so gibt ¢s noch cinen grofieren und
cinen grofiten (8.). Sey dieser m: so ist m theilbar durch u

m . 1 , . )
so zwar, dal -, = ciner wirklichen Zahl. die -1 ist. Bezeichnen
!

) . m . . .
wir diese dureh 7 so ist p= " und die wirklichen Zahlen
a b c . . a b c
€. 7, "o . ]lassen sich auch so ausdriicken a, | —)n \-~)m,. ...
pwouou m m m

a b ¢ S , . . :
wo . s ... lauter wirklieche Zahlen sind. Hicraus ist denn

m m m

b ¢

o a , - .
crsichtlich, dal? Coa alle den gemeinsehaltliehen Faetor

7w haben, der >1 ist. Und somit ist erwiesen, dafl diese Zahlen
keine relative Primzahlen sind. So ist 5 nicht der groBie ge-
meinschaftliche Theiler der Zahlen 15. 30 und 45; daher die
Quoticnien 2 =3, =0 und % =9 nicht rclative Primzahlen
untercinander sind. sondern noch den gemeinschaltlichen Theiler
5 haben.

§.79. Zusatz. Wenn also umgcekehrt die Quotienten

31’ ’j) .+ relative Primzahlen auch nur in der weiteren Bedeu-
tung des 8. 51, sind; so ist m das groBie gemeinschafltliche MaB
der Zahlen a,b,c,... So sind z. B. dic Quotienten =2, =73
und §2 =4 relative Primzahlen in der weiteren Bedeutung; also
15 der groBte gemeinschaltliche Theiler der Zahlen 30, 45 und 60.

§. 80. Lehrsatz. Wenn cine Zahl m cin Vielfaches seyn
soll der Zahlen a. b, c..... so mul} sic alle in diesen Zahlen vor-
kommenden von cinander verschiedenen cinfachen Faectoren,
und diejenigen, welehe in ciner dicser Zahlen mehrfach vor-
kommen, so oft enthalien, als sic dort vorkommen, wo sic am
Ocfiesten vorkommen.

Beweis. Enthalt m cinen cinfachen Factor einer der Zahlen
a,b.c,... nicht, oder nieht sovielmahl. als e¢r in dieser Zahl
vorkommi. so ist m auch nicht theilbar dureh diese Zahl (8. 73).
Also kein Vielfaches der siimmtlichen a, b, ¢, ... So ist 36 e¢in
Vicllfaches von 4, 12 und 18: allein auch jeder cinfache Factor,
der in den Zahlen 4=22,12=22 5, {8§=2.5% vorkommi. crscheint
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auch in 36=2%.3% und zwar so oft als in derjenigen der Zahlen
4. 12,18, die ihn am Ocfiesten enthilt.

§. 81. Lehrsatz. Wenn cine Zahl m keine andere Factoren
enthilt als nur dicjenigen, dic in den Zahlen a,b,c,... vor-
kommen. und jeden. der in einer dieser Zahlen mehrfach cr-
scheint. so oft als in derjenigen. in der er am Oecliesten vor-
kommi: so ist sic das kleinste Vielfache, das diese Zahlen
haben.

Beweis. Denn cine Zahl. die kleiner ist. enthilt entweder
nicht alle dicse Factoren, oder nicht jeden so oft als es hier
angegeben wurde, und ist eben darum kein Vielfaches von allen
dicsen Zahlen. So wiire z. B. das kleinste Vielfache der Zahlen
9=5.5.18=2.5.5.20=2.2.5 und 35=5.7, kein andcres als
2.2.5.5.5.7=1200.

§. 82. Zusatz. Wenn je zwey von den Zahlen a.boeod. ...
relative Primzahlen sind: so ist das kleinste gemeinschaltliche
Viclfache derselben das Produet abed. .. aus ihnen allen. Denn
unter der angenommenen Vorausscizung gibt es nicht cinen cin-
zigen von der Einheit verschiedenen Factor, welehen zwey oder
mechrere der Zahlen a, b, . d. ... gemeinschaftlich haben. Um
also alle in diesen Zahlen vorkommenden cinfachen FFactoren
zu vereinigen. miissen wir diese Zahlen alle zusammen multipli-
ziren. So ist das kleinste gemeinsehaftliche Vielfache der Zahlen:
2.5.33(=5.7) und 1, kein anderes als 2.35.5.7 .11 = 2310.

§. 85. Lehrsatz. Wenn m der grolBite gemeinschaftliche
S . . _ab ,
I'heiler der beyden Zahlen a und b ist; so st " das kleinsie
eemeinschaftliche Vielfache derselben.

Beweis. Wenn m der grofite gemeinschaftliche Theiler

. : a b . .
der beyden Zahlen a und b: so sind ;n und " relative Prim-

. a b .
zahlen untercinander. In dem Producte m’ crscheinen  also
m

nur dicjenigen Factoren der beyden Zahlen a und b. die jede
besonders hat. Multipliziren wir aber dieses Produet mit m: so
a b

. . ab S .
kommen in der Zahl =+ 7 - m=""" auch noch dicjenigen hiczu.
m m

m
, . . .y, ab
welehe beyden Zahlen a und b gemein sind. Also enthilt

die siimmtlichen in den Zahlen a und b vorkommenden cin-
fachen IFactoren und jeden so oft als er dort vorkommt. wo er
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am Ocftesten vorkommt. So ist z. B. 6 der groBte gemeinsehaft-

. ~ . r . ¢ e 2 -
liche Theiler der beyden Zahlen 72 und 42. daher H( =504
)

das kleinste gemeinschaftliche Vielfache derselben: wie daraus
zu crschen, dal} 5% =7 und 5% =12 relative Primzahlen sind.

§. 84. Lehrsatz. Wenn die dureh a bezeichneten Zahlen,
dic ich dic nrspriinglieh gegebenen nennen will, und zwar
dic Zahlen

ap, g, as. ... den grofien gemeinschaftlichen Theiler by:

dic ay, a5, ... den grofiten gemeinschaftlichen Theiler by:

dic ag. az.... den grioBten gemeinschaftlichen Theiler bj:

dic ag ag. ... den groBten gemeinschaftlichen Theiler by;
haben uw. s. w. Wenn ferner die durch b bezeichneten Zahlen,
dic ich dic ersien Theiler nennen will, und zwar die by, b,. . ..
den groBten gemeinschaftlichen Theiler ¢ u. s w. haben: wenn
ferner die durch ¢ bezeichneten Zahlen, die ich dic zweyten
Theiler nennen will, und zwar

dic ¢y o ... den grioBten gemeinschaftlichen Theiler d,.
dic ¢y cqp ... den groBiten gemeinschaltlichen Theiler d,

u. s. w. haben: wenn endlieh die nt Theiler yq, Yo, ys. ... den
groliten gemeinschaltlichen Theiler z haben: so behaupte ich, z
sey auch der groBie gemeinschaftliche Theiler der urspriinglich
gegebenen Zahlen ay, a,, a,. ay. as. ag. a.. ag, a, . . .

Beweis. Nach 8. 74, bestehet by aus den simmtlichen in
dy, dg, As. ... gemeinschaftlich vorkommenden; b, aus den siimmi-
lichen in ay. as. ... gemeinsehaltlich vorkommenden Factoren u.
s. w. Mithin sind dic in by, by, bg, by. ... gemeinschaltlich vor-
kommenden FFactoren zugleieh dicjenigen, die in den siimmi-
lichen ay.ay, as,. . .. ay... gemeinschafilich vorkommen. Ebenso sind
die simmtlichen in ¢y. ¢y, cs. ... gemeinschaftlich vorkommenden
Factoren cinerley mit den siimmtlichen in by, by, bs, by, ... ge-
meinschalilich vorkommenden Factoren; also auch cinerley mit
den simmtlichen in ay. a,. as. ay. ..., ay... gemeinschaftlich vorkom-
menden Factoren. Somit erhellet naeh ciner SehluBlart. die wir
schon sehr oft angewandt haben. daB auch die in z vorkom-
menden Factoren cinerley seyn miissen mit den Faetoren, die
den gesammien urspriinglich gegebenen Zahlen ay. as, as, ... a,...
gemeinschaftlich sind. Also ist z ihv groBter gemeinschaftlicher
Theiler. :



Beyspiel So ist
der Zahlen 12 und 30 groBite gemeinschaftliche Theiler 6,
der Zahlen 42 und 65 groBie gemeinschaltliche Theiler 21.
der Zahlen 75 und 90 groBic gemeinscehaliliche Theiler 15,
der Zahlen 120 und 150 griBie gemeinschaliliche Theiler 30.
Ferner ist
der Zahlen 6 und 21 groBic gemeinschaltliche Theiler 3,
der Zahlen 15 und 30 grioBie gemeinschaltliche Theiler 15.
Fondlich
derv Zahlen 5 und 15 grioBte gemeinschafiliche Theiler 3.
Also ist 3 der groBte gemeinschaltliche Theiler der Zahlen
12, 50, 42, 65. 75, 90, 120. 150.
§.85. Lehrsatz. Wenn die dureh a bezeichneten Zahlen. die
ich dic urspriinglich gegebenen nenne. und zwar die

ay. as. az.... das kleinste gemeinschaltliche Viellache by:
dic ay, as.... das kleinste gemeinschafltliche Vielfache b,:

dic ag az. ... das kleinste gemeinschafltliche Viellache by
dic ag. ay.... das Kleinste gemeinschaliliche Vielfache b,
u. s. w. haben: wenn ferner die dureh b bezeichneien Zahlen. die
ich die ersten Vielfaehen nennen will, und zwar

dic by by. ... das kleinste gemeinschaltliche Vielfache ¢;:
dic by by.... das kleinste gemeinscehaltliche Vielfache ¢,

u. s w. haben: wenn ferner die dureh ¢ bezeichneten Zahlen. die
ich dic zwevien Viellachen nennen will, und zwar

dic ¢y ¢o,... das kleinste gemeinschaftliche Viellache dy:

dic ¢, ¢q ... das Kleinste gemeinscehaltliche Vielfache d,
u.s.w. haben:wenn endlich die nt gemeinschaltlichen Vielfachen

Yi- Yoo ... das kleinste gemeinschaftliche Viellache z
haben: so behaupte ich, z sey das kleinste gemeinsehaftliche
Vielfache der saimmtlichen urspriinglich gegebenen Zahlen
daj. o, dg, dyg, aAs, Ag, di. dg. dg. ...

B e weis. Nach §.80. bestehet by aus den simmtlichen von cin-
ander verschicdenen Factoren in ay, ay, a,, ..., jeder sovielinahl ge-
nommen, als crin derjenigen dieser Zahlen erscheint, darin er am
Ocftesten erscheinet: by ebenso aus den verschiedenen in ag, as, . ..
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vorkommenden Factoren u. s. w. Also erseheinen in den simmtli-
chen Zahlen by, by, bs, by, . .. dic simmtlichen in den urspriinglich ge-
gebenen Zahlen ay, a,, as, ay, as, ag, as, as, ay.... vorkommenden von
cinander versehiedenen Factoren jeder sovielmahl, als er in der
Jjenigen, dic ihn am Ocltesien enthilt, erscheinet. Dasselbe gilt von
den Zahlen ¢y ¢y, 5, ..., also zuletzt auch von der Zahl z. Folglich
ist diese das kleinsie gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen
Ay, Agy gy gy o v oy dyy . e

Beyspicel Soist der Zahlen 2 und 3 kleinstes gemeinschali-
liche Vielfache =0, der Zahlen 4 und 5 =20, der Zahlen 6 und
7 =42, der Zahlen 8 und 9=72. Ierner der Zahlen 6 und 20 = 60,
der Zahlen 72 und 42 =504. Endlich der Zahlen 60 und 504 = 2520.
Also 2520 das kleinste gemeinsehaltliche Viellache der sammili-
chen Zahlen 2,3,4,5,6.7,8 und 9.

§. 86. Lehrsatz. Wenn cin Paar Zahlen M und N sich um
cin Vielfaches einer Zahl m unterscheiden. welehe selbst irgend
cin gemeinschaftliches Viellache gewisser Zahlen a, b. ¢, ... ist:
so lassen M und N bey ciner versuchten Division mit den Zahlen
a. b, c.... bezichlich cinerley Resie.

Beweis. Wenn der Unterschied M —N (vorausgesetzt. dal3
wir dic grofliere von beyden mit M bezeichnen) ivgend cin Viel-
faches der Zahl m oist: so haben wir M —N =um. wo g ¢cince
wirkliche Zahl. Weil nun m ein gemeinschaltliches Vielfache
der Zahlen a. b, c.... ist; so liBit sich m und folglich auch pm
oder M— N dnreh jede dieser Zahlen theilen: daher miissen nach
§. 1. auch M und N entweder theilbar seyn dureh m d. h. gar
keinen Rest lassen, oder beyde denselben Rest lassen.

Beyspiel. Sey a=2,b0=3, c=5,m=00 cin Viellaches von
2.5, 5. Ferner M =155. N =13 also M —N=120 cin Viclfaches
von m. Daher ist 143 =001}, 1} =0} 133 =441, 13 =41: 133 =003,
19 =03,

§. 87. Lehrsatz. Wenn umgekehrt die Zahlen M und N bey
ciner versuchten Division durch die gegebenen Zahlen a. b.e....
bezichlich einerley Reste geben. so ist ihr Unterschied cin gemein-
schaftliches Vielfache von allen diesen Zahlen a, b, c. ...

Beweis. Denn nach 8. 16. ist M—N theilbar durch a, weil
M und N bey der versuchten Theilung mit a cinerley Rest geben.
Aus demselben Grunde ist M—N auch theilbar dureh b, theilbar
durch ¢ u.s. w. Folglich auch cin gemeinschaftliches Viclfache
von allen diesen Zahlen.



Beyspiel M=185. N=17:a=4b=0,c=7. Weyl 1$% =461
V=4 185 =505, 7 =25 1§5=206%, 7 =2%; 50 ist der Unterschied
M—N=185—17=168=4.6.7 also gewilt cin Vielfaches der Zahlen
4, 0. 7.

§. 88. LehrsatziWenn jede derfZahlen M, N, R, ... bey der
versuchten Division mit den gegebenen Zahlen a. b, ¢,... beziehlich
dieselben Reste gibt: so geben diese Zahlen auch bey einer ver-
suchten Division durceh das kleinste gemeinschaltliche Vielfache
m der Zahlen a. b, c,... alle denselben Rest.

Beweis. Weil M und N bey der versuehten Division mit
den Zahlen a. b. ¢, ... bezichlich dieselben Reste geben: so ist der
Unterschicd M—N Aoder N—M, je nach dem M > oder <2.N)
irgendein Vielfaches von allen diesen Zahlen, also gewill theilbar
durch ihr kleinstes gemeinschaftliche Vicelfache. Folglich muf?
$. 11) M bey der versuchten Theilung mit m denselben Rest
geben wie V. Weil cbhen dasselbe. was so eben von M und V
gesagt wurde, auch von N und R gilt: so mull auch R bey der
versuchten Division mit m denselben Rest geben, u. s, w.

Beyspiel. Wenn M=17, N=23, R=41, a=2, b=73. so ist
1= 81 %% = (1), 4 =0201; 1T =52 3 =72 41=132 Also gibt
auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b d. i.
6 gleiche Reste. nahmlich 7 =28, %3 =53, 41 =064,

$.89. Lehrsatz. Wenn cine Zahl M bey der versuchten
Division durch die Zahl m. dic irgend cin gemeinschaftliches
Vielfache der Zahlen a.b.c, ... ist. den Rest R TaBt; so lassen
M und R bey der versuchten Division durch jede der Zahlen
a,b.c,... beziehlich cinerley Reste.

Beweis. Wenn m> M. so wird der bey der versuchten
Division von m in M entstchende Rest R =M seyn. und dann
versteht sieh von selbst, daB W und R auch bey den Divisionen
durch a.b.c.... cinerley Reste geben miissen. Ist aber m -2 R,
so ist M =am + R, wo « cinc wirkliche Zahl. Mithin ist M —R =
= am theilbar durch m: folglich auch durch jede der Zahlen
a.b. c..... welche selbst Theile von m sind. Also geben M und
R bey der versuchten Division durch a, b.c. ... beziehlich
cinerley Reste. 8. 11.)

Beyspicl. So ist m =00 cin Viclfaches der Zahlen a =2
b=5. ¢=5. Nechmen wir nun M=157 an;: so ist {7 =2+ 3% und
T 78YL B = 18], 157 =52), 87 = 124: 13T =313 4 =71,

§. 90. Zusatz. Da nun R kleiner als M ist; so kann man
auch sagen, daB es zu jeder Zahl M. die groBer als das gemein-
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schaftliche Vielfache m der Zahlen a,b,c,... ist und bey ver-
suchier Division durch diese Zahlen bezichlich die Reste . 8.9, ...
laBt, cine andere Zahl R <m gebe, die eben diese Reste liefert.

§. 91. Lehrsatz. Wenn die Zahl M bey der versuchten
Division durch die Zahl m, welche das kleinste gemeinschafiliche
Vielfache der Zahlen a.b,ec,... ist, den Rest R gibt; so ist R
dic kleinste Zahl, welehe getheilt dureh die Zahlen a,b.c, ...
bezichlich dieselben Reste gibt, welche die Zahl M bey diesen
Divisionen gibt.

Beweis. Denn sey S cine andere Zahl, die eben dieselben
Reste wie R gibt: so mul} (nach §. 87) Eines von beyden, ent-
weder S-——R oder R—S cine Zahl seyn, die durch die simmt-
lichen Zahlen a,b,c,... mithin (nach 8. 5) auch durch ihr
kleinsies gemeinschaltliche Vielfache m theilbar ist. Allein R
ist <Zm, folglich kann S nicht noch <R seyn; weil sonst R—S
um so kleiner wire. Also kann nicht R —.S, sondern S — R muf}
durch m theilbar seyn. Mithin ist §> R.

Beyspicl. So gibt 1% den Rest 7 und 12 ist das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 2, 3, 4. Also ist 7 die
kleinsie Zahl, welehe dividirt durch 2, 3, 4 dieselben Reste gibt
wice 127, nihmlich 1, 1, 3.

§.92. Lehrsatz. Wenn es eine Zahl R gibt, die kleiner als
das kleinste gemeinschaftliche Viellache m der Zahlen a,b,c, ...
ist und die, durch diese Zahlen getheilt, beziehlich die Reste
a f,y,... liBt; so gibt es immer doch nur cine einzige der-
gleichen Zahl.

Beweis. DaB die Voraussetzung, welche der Lehrsatz
macht, nicht an sich selbst Unmogliches sey, erhellet daraus,
weil wir ja nach Belieben eine Zahl R <<m annehmen und in-
dem wir sic der Ordnung nach durch die Zahlen a.b,c,... zu
dividiren versuchen, die erscheinenden Reste beziehlich mit
a. 3,7, ... bezcichnen konnen. Dann ist nur darzutun, dal} eine
jede andere Zahl S, die durch die Zahlen a,b,c, ... getheilt,
bezichlich dieselben Reste «,8,7,... liefert, >m seyn miisse.
Wegen dergleichen Reste mull Eines von Beyden entweder
S—R oder R—S cine Zahl seyn, die durch m theilbar ist.
Weil nun R <m; so kann, wic wir so eben gesehen, nicht R — 5>
sondern es mull S—R diese Zahl seyn, und somit S > R. Ferner
muft, weil S—R =oder >m seyn mull, § gewil >m seyn.
Also ist jede von R verschiedene Zahl, welche die besagte Be-
schaffenheit hat, >m. Und es gibt somit nur eine einzige Zahl,
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nithmlich die K. welehe die Eigenschalt hat, jene Reste zu
liecfern und zugleich kleiner zu seyn als m.

Bevspicel. So ist 3300, das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache der Zahlen 120 15 und 30. Daher gibt ¢s auch keine
cinzige andere Zahl <00, welche getheilt dureh 120 15, 350 be-
zichlich dieselben Reste wie 35 gibt, nihmlich 9, 5 und 3. So
gibt z. B. 34 die Reste 10, 4 und 45 50 dic Reste 2.5, 20; 59 die
Reste 11, 14, 295 u. s, w.

§. 95. Lehrsatz. Wenn die Zahlen a b, ce.....1 je zwey
und zwey relative Primzahlen sind: so gibt es jederzeit cine
Zahl R klciner als das Product a.b.c.... [, diec so besehaffen
ist. dalf sic getheilt .dureh a,b,c... .. [ beziehlich die beliehig
gegebenen Reste a.poy.. .02 lielert. wolern nur a-2a, g0,
y<cC.oou. s.ow.

Beweis. Wenn die Zahlen a. b, c....0 ko1 je zwey und zwey
relative Primzahlen sind; wenn also auch nicht cin cinziger
IFactor (dic Einheit ausgenommen) zwey oder mehreren  dieser
Zahlen gemeinsehaftlich ist; so bilden auch

abe ...k und [,

abe ... il und k,

abd ...k und ¢,

acd ...l und b.

bed ...l und a
chen so viele Paare rvelativer Primzahlen. Mithin gibi es (nach
§.53.) auch fiir cin jedes dieser Paarve z. B. abe...k und [ cin
Paar andere Zahlen m; und r., die so beschalfen sind, daB der
Unterschied der Produete my.abe...— nl=1 wird. Wir cr-
halten also

my.abc... k—nl =1,
my.abe...il—nk =1,
m,—2.abd...l — n,—sc=1,
Mmy—i.acd ...l —n,b=1,
m,.be ...l —n,a =1

Betrachten wir nun folgenden Ausdruck, dessen Bildungsgesetz
von selbst einleuchtet:
my.abc... kA4 my.abc...il x4+ ...+ m,—s.abd... by +
+mu—y.acd.. .. Ip+mu. be... la
so werden wir bald gewahr, dal} der Factor a in allen Gliedern
desselben vorkomme, bis auf das letzte my . be. .. la. Hicraus er-
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gibt sich, dal} cine versuchte Division dieses Ausdruckes dureh
a iiberall aufgehe. bis bey dem letzten Gliede. Aus der letzten
der fritheren Gleichungen aber zeigt sich. dall m,..bc...l=
=nua-+1, also mu.be...la=n,.ac+ ascy. Dic Division miit a in
den Theil ny . ae geht abermahls auf; und somit gibt unser obige
Ausdruck durch dic Division mit a keinen anderen Rest als a.
wenn a<Za. Auf iihnliche Weise erhellet, daB unser Ausdruck
bey der versuehien Division dureh b den Rest g gebe. Denn
der Factor b erscheint in allen Gliedern desselben bis auf das
cinzige my—1.acd ..., welehes wie aus der vorletzien der
obigen Gleichungen ersichilich. =n,.ag+ g und somit offenbar
den Rest g ogibi. So liBt sich dann iiberhaupt darthun, dal der
besagte Ausdruck getheilt dureh alle Zahlen a,b.c...., 1 die
bezichlichen Reste a, B, 7,..., 4 liefere. Naeh 8. 82. ist aber das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen a.b,e, ... 1=
=abc...l Ist nun der Werth des obigen Ausdruckes sehon
fiir sich scelbst < abe...[; so ist er bereits so beschalfen, wie
dic Zahl R seyn soll, deren Vorhandenseyn der Lehrsatz aus-
sagt. Wenn nicht. so liBt sich doeh (nach 8. 90) immer ein R
[inden, das kleiner als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der Zahlen a.b,ce...., 1 also < abe...l ist und dieselben Reste
liefert.

Beyspiel. So sind die Zahlen a=3, b=4, ¢=5. d=7 je
zwey und zwey relative Primzahlen untereinander. Setzen wir
nun e=1<5, =24, y=4<5, 6=5<7; so gibt es aller-
dings cine Zahl, nahmentlich 334<3.4.5.7, welche durch Di-
vision mitl 3,4, 3, 7 beziehlich die Reste 1.2, 4.5 liefert. Hitten
wir e=1, g=1, =1, d=1 angenommen; so finde sich =1,
nihmlich 1 dividirt dureh 3. 4. 5, 7 gibt offenbar iiberall den
Rest 1.

§. 94. Zusatz. Wenn nicht je zwey und zwey der Zahlen
a,b,c,...,l rvelative Primzahlen sind; so ist ihr kleinstes ge-
meinschaftliche Vielfache m < abe...[; und dann gibt es nicht
immer cine Zahl R. wic sie der Lehrsatz besehreibt. Denn weil
R mit a den Rest @, mit b den Rest g geben soll, so mulf R
jederzeit sowohl unter der Form pa+e als auch unter der
Form b+ enthalten seyn. Ilieraus ergibt sich aber, wenn wir
z. B. e>p annchmen, e —8 = gb— pa. Wenn nun die Zahlen a, b
cinen gemeinschaftlichen Theiler hitten; so miildte, weil ¢b —pa
theilbar durch diesen Theiler wiire, auch der Unterschied e —g
theilbar dureh ihn seyn. Und somit konnten die Zahlen «.g,7,...,4
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jetzi nichi mehr ganz willkiirlich angenommen werden. So gibt
cs z. B, keine Zahl, welehe getheilt dureh 4 und 6 beziehlich
dic Reste 53 und 4 gebe. Denn um bey der Division durch 4
den Rest 3 zu geben, miiBte sie von der IForm 4x + 5 also un-
gerade, und bey der Division durch 6 den Rest 4 zu geben.
von der Form 6y + 4 also gerade seyn.

$. 95. Zusatz. Wenn von den Zahlen a, b.c,....1 je zwey
und zwey relative Primzahlen sind: so gibt es nieht zwey
Zahlen, die kleiner als das Product a.b.c¢... 1 sind und bey
dev Theilung mit a, b, e, ..., vollig dieselben Reste die cine
wic die andere liefern. Denn ecine Zahl, die << abe.. .1 ist, ist
kleiner als das kleinste gemecinschafiliche Viellache der Zahlen
a.b.c,....1 und somit gibt es nur cine einzige, welehe bey jener
Division dieselbe Reihe von Resten erzeugt (8. 92.). So iiberzeugt
man sich z. B. bald, daf} 23 dic cinzige Zahl sey, die << 2.5.5 =30,
durch Division mit £, 3, 5 bezichlich dic Reste 1, 2, 3; 29 dic
cinzige, dic beziehlich die Reste 1. 2, 4 liefert u. s, w.

§. 96. Zusatz. Da es also cinerseits [iir jede beliehig an-
genommene Reihe von Resten e.p3,7,....2 (sind sic nur so ge-
wihlt, dal e<<a, p<<b,y<c,.... A< ist) cine Zahl gibt, dic
kleiner als das kleinste gemeinschaliliche Vielfache der Zahlen
a.b,c,....1l ist und diese Reste liefert; und da es andererseits
nur cine einzige dergleichen Zahl gibt: so mul} die Menge aller
Zahlen, die kleiner als das Produet abe...l, und doch durch
keine dieser Zahlen theilbar sind. gerade so groll seyn, als
dic Menge der verschiedenen Reiben von Resten, die sich bey
den mit a,b,c.....l versuchien Divisionen gedenken lassen.
Begreiflich aber ist die Menge der verschiedenen Reste, die bey
der Division mit a Statt finden konnen, =a—1; weil die Anzahl
alier wirklichen Zahlen, dic < als a sind, =a—1 ist. Icbenso
ist die Menge der Reste, die der Divisor b lassen kann, =b— 1
u. s. w. Also die Menge der verschiedenen Reste, die bey den
Divisionen mit a, b, ¢, ..., [ Platz greifen konnen, offenbar gleich
dem Producte (a —1) (b—1) (c—1)...(I—1). So groft ist dem-
nach auch die Menge der Zahlen, die < abc...l und durch
keine der Zahlen a,b,c,...,1 theilbar sind. So sind z. B. die
simmilichen Zahlen, die <2.5.5=730 und sich durch keine
der Zahlen 2, 3, 5 theilen lassen: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 und
ihre Anzahl ist = @—1)(3—1)(5—1)=8.

§. 97. Zusatz. Unter diesen Zahlen beflindet sich jederzeit
auch die Einheit; weil auch 1 eine Zahl ist, welche durch keine
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der gegebenen a, b, c,... (die alle gréfler als 1 sind) getheilt
werden kann.

§. 98. Lehrsatz. Wenn die Zahlen a.b.c....,1 absoluice
Primzahlen sind: so ist diec Menge aller derjenigen Zahlen,
die kleiner als das Produet abe...l=m, und zugleich auch
relative Primzahlen zu denselben sind. immer gleich dem Pro-
duciec (a—1)(b—1)(c—1)...(—1).

Beweis. Zahlen, die absolute Primzahlen sind, sind auch
rclative Primzahlen unter einander. Also ist nach dem so ehen
Ilrwicsenen die Menge aller Zahlen. die <<a.b.c...l, und durch
keine der Zahlen a. b, c....,[ theilbar sind. =(@a—1)(b—1)(c—1)...
...(I—1). Jede dieser Zahlen muB mit der Zahl m in dem Ver-
hiiltnisse einer relativen Primzahl stehen. Denn weil die Zahlen
a,b,c.....l absoluie Primzahlen sind: so stehet jede Zahl, welche
dureh keine derselben theilbar ist, in dem Verhilinisse ciner
relativen Primzahl zu jeder cinzelnen von ihnen und somit auch
zu dem Produete aus allen oder zu m. Jede andere Zahl dagegen
. h. jede Zahl, welehe durch eine oder die andere der Zahlen
a,b.c,.... 1 theilbar ist, ist chen deshall keine relative Primzahl
zu dem Produete m. Also ist diec Menge der sammtlichen Zahlen,
welehe relative Primzahlen zu der Zahl m, und zugleich <m
sind, nicht groBer und nicht kleiner als (a—1) (b—1)(c—1)...([—1).

Beyspiel. So ist die Menge der sammtlichen Zahlen, dic
-.30 und relative Primzahlen mit 30=2.3.5 sind =2-—1).
.(3—1)(5— 1) =S8. Diese Zahlen sind nahmlich 1. 7, 11, 13, 17, 19,
23. 29. Iben so ist die Menge der simmtlichen relativen Prim-
zahlen zu dem Producte 5.7 =735, die <35 sind, nun 5—1).
(T —1)=24 nahmlich: 1,2, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19,
22, 25, 24, 26, 27. 29, 31, 32, 55, 3.4

§. 99. Lehrsatz. Wenn die Zahlen a,b.c,...,1 absolute
Primzahlen sind: so ist dic Menge aller derjenigen Zahlen, die
kleiner sind als das Product n.m=n.a.b.c...I, und zugleich
auch relative Primzahlen gegen m sind, gleich dem Producte
n(a—1)(b—1)(c—1)...(I—1): wobey n jede beliebige wirk-
liche Zahl vorstcllen kann.

Bewecis. Bezeichnet R eine Zahl. welehe durch keine der
Primzahlen a, b, ¢, .. .. [ theilbar und zugleich < als ihr Product
m=abc ...l ist: so bezeichnet auch p.m+ R eine Zahl, welche
durch keine der Zahlen a,b,c,....1 theilbar ist. sondern bey
der versuchten Division durch sie beziehlich dieselben Reste
wie R lalt, wenn wir voraussetzen. daB p irgend eine Zahl
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bedeute. Auch umgekehet mufll eine jede Zahl, welehe durch
a.b.c..... 1 dividivt. bezichlich dieselben Reste wie R geben
soll. unicr der Form p.m -+ R enthalten seyn. Soll diese Zahl
iiberdiecB < nm seyn. so darl p nicht ~n—1 genommen werden.
Jede dieser Zahlen crseheint somit in folgender Reihe: R, m+ I,
2m-+R.5m-+R.....(n— 1) m~+ R. Nun ist dic Anzahl der Glieder in
dieser Reihe offenbar = n: und die Anzahl der Werthe, welehe
R annchmen kann. nach 8. 98, = (a—1)(b—1) (¢c—1)...(I—1).
Auch ist aus 8. 98, offenbar. dal alle die Zahlen, die durch die
Glieder dieser Reihe vorgestellt werden konnen. wenn man die
chen erwithnten (a—10)(b—1)(c—1)...(I—1) Werthe fiir R seizt,
von cinander verschicden seyn miissen. weil nm+ R niemahls
W'+ R seyn kann. weil nund »” und eben so R und R zwey von
cinander verschiedene wirkliche Zahlen. die letziere iiberdicl <m
seyn sollen. Also ist die Menge aller Zahlen, welehe dureh keine
der Primzahlen a.b. e, .. .. [ theilbar. und dabey < das Produet
n.a.b.c...lsind. =n@—1)(b—1)(c—1)...({—1). Da nun alle
diese Zahlen mit den Zahlen a, b.c..... [ zugleich in dem Ver-
hiltnisse von relativen Primzahlen stehen: so ist die Menge aller
relativen Primzahlen zu a. b c.. ... L dic zugleich <n.a.b.c...l
sind. immer =n(a—1)(b—1)(c—1)...(I—1).

Beyspicel. So st die Menge der simmtlichen Zahlen, die
relative Primzahlen mit 3.5. und zugleich < 4.5.5=00 sind.
=45 —1)3—1) =52, Diese Zahlen sind nihmlieh 1. 2, 4. 7. 8.
1150 14, 1060 170 190 220 250 26, 28. 29, 51. 520 540 537, 38, 41, 45.
44, 406, 47. 49, 32, 53. 306, 38, 59.

~

. 100. Lehrsatz. Wenn a, b.c..... 1 absolute Primzahlen.
a f.y..... 42 aber beliebige Zahlen bedeuten: so ist die Menge
der Zahlen. die gegen das Produet a*. b# . ¢ ... [ relative Prim-
zahlen und dabey kleiner sind als dasselbe
a B 2
:aa.'l;) (‘11 (@—1)(b—1)(c—1)...(I—1).

Beweis. Aus dem vorhergehenden Satze wissen wir, daB die
Menge aller Zahlen, welehe relative Primzahlen gegen das Produet
abc...l. und dabey - kleiner sind als das Produet n.abe. ...
immer =n(a—1)(b—1)(c—1)...(l—1) sey. Setzen wir nun die
a'bferd. .. I*

abed . .. 1
zeit, aueh wenn cinige der Zeichen e, p.9;9,...24 blof} Einheiten
anzeigen, cine wirkliche Zahl ist, so kommt der obige: Ausdruck

Zahl n. die hicr ganz willkiirlich ist = > welehes jeder-
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atbberde. . . :
“abed 1 (a—1)(b—1)(c—1)...(I—1) zum Vorschein. Da aber
alle Zahlen, welehe refative Primzahlen mit dem Produete abed. .. 1
sind, auch relative Primzahlen mit dem Producte asbferds. . . [
sind: so crhellet die Wahrheit des Satzes.

S. 101. Zusatz. Da nun nach §. 45. jede belicbige wirkliche
Zahl unter der Form a®bferd?.. . I* enthalten ist: so lehrt der obige
Satz. wic vicle Zahlen es gebe, die kleiner als cine gegebene
Zahl und relative Primzahlen gegen sie sind. So ist z. B. dic
Zahl 100 =22.52 also ist dic Mecnge der simmtlichen Zahlen,
diec <100 und relative Primzahlen zu 100 sind, =2.5@2—1).
.5—1)=40. Und so ist ¢s wirklich: denn diese Zahlen sind: 1. 3,
7.9, 11, 15,17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 57, 39, 41, 43, 47, 49, 51, 33,
57, 59, 61. 65. 67, 69, 7t. 75, 77, 79, 81, 85, 87, 89, 91, 93, 97. 99

8. 102, Zusatz Bey ciner absoluten Primzahl p betrigt dic
Anzahl der zu ihr relativen Primzahlen, die zugleich kleiner
sind als sic. immer nur p—1. So gibt es nicht nur die obige
Formel fiir diesen Fall; sondern so [lieBt es auch unmittelbar
aus dem Begriffe ciner solechen Zahl, vermoge dessen sie durch
keine der Zahlen 2.3,4, ..., (p—1) theilbar seyn darf. Wird nun
zu diesen Zahlen auch die Einheit, die eine relative Primzahl
zu jeder Zahl ist (8. 33.), hinzugefiigt: so ist die Menge der
Zahlen 1,2,3,.... (p—1) offenbar =p—1.

8. 103. Lehrsatz Die Menge der siimmtlichen Theiler einer
Zahl N, wenn wir die Einheit und die Zahl sclbst mitrechnen,
gleieht dem Ausdrucke (14+ea) (1 4+8)(1+7)...(1+4), in welchem
die Anzahl der Glieder von der Form (1), (1 +8). (1 49)....
v (1442) so groB als dic Anzahl der cinfachen von Eins ver-
schicdenen Factoren, in welehe sich N zerschlagen liBt, und
die Buchstaben «, . y...., 2 bezeichnen. wie oft ein jeder dieser
Factoren in N vorkommt.

Beweis. Wenn die Zahl N eine Primzahl ist, so gibt es nur
zwey cinzige Theiler, die Einheit nihmlich und die Zahl V
selbst. IMiir diesen Fall aber bekommt der Ausdruck (14 a) (14 p)...
.o (14 4) die Gestalt (1-+1)=2 d. h. er gibt die Zahl der Theilcr
richtig. IEbenso richtig gibt diese Formel die Zahl der Theiler,
wenn N nur aus einem einzigen [Factor a bestchet, der aber
mechrmahls, nithmlich ¢ mahl wiederholt ist. Offenbar ist dann
N theilbar durch folgende Reihe von Zahlen 1, a, a? a% ..., a%,
dic wir erhalten, wenn wir die Einheit zum ersten Gliede machen,
dann aber das zweyte nnd jedes folgende bilden, indem wir das
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nichstvorhergehende noch mit a multipliziren. und endlich
abbrechen, bis wir zu cinem Gliede kommen, dall dem Producte
a® gleieht, in welchem die Anzahl der Factoren =ea ist. Die
Menge der Glieder. aus welchen diese Reihe bestehet, ist aber
sichtbar =1+« Also diec Anzahl der Theiler = +a@): und
gerade so gibt auch die Formel fiir diesen Fall sie an. Die
IFormel ist also richtig. wenn sic aus cinem cinzigen Gliede
bestehet. Ieh werde nun darthun. daB. wenn diese Formel gilt,
so fern sic aus ciner gewissen Anzahl von Gliedern =n besiehet.
sic auch gelte. wenn sic aus (n+1) Gliedern bestehet. Ist es
nihmlich wahr, daB die Anzahl aller Theiler, die cine Zahl
zulaBt. wenn in derselben n von einander verschiedene Faetoren,
der erste @ mahl, der zweyte g mahl, ..., der n** 2 mahl crseheinen,
= +a)(1+p)...(14+2) scy: so behaupte ich, die Anzahl aller
Theiler, die cine Zahl zulaBt, welehe nebst den vorigen noch
cinen neuen einfachen Factor m hat, der in derselben # mahl
cerscheint, ist =(1+a)(1 +p)...(1 +2) (I +x). Wenn nahmlich der
(n+ 1)t Factor nur ein cinzigesmahl vorkommi; so ist offenbar,
dall diec Anzahl der Theiler, welehe die ganze Zahl zulaBt, durch
ihn verdoppelt werde. Denn zu den Theilern, die ohnehin Statt
finden, kommen noch cbenso viele hinzu, die man erhili. wenn
man jeden der vorigen noch mit m multiplizirt. Gerade so gibt

es aber auch unsere Formel, indem fiiv #=1 dic Zahl (I +¢).
(4B . (1A (1 +n) das Doppelte wird von der Zahl (14 «).
.(14p) ... (1+4). Erscheint der neue Factor m mehremahl. wird

er z. B. © mahl wiederholt; so erhalten wir die simmtlichen
Theiler der ncuen Zahl, wenn wir jeden Theiler der vorigen
noch durch cin jedes Glied der folgenden Reihe multipliziren
t,m,m2 m3 m4, ..., m¢ deren Bildungsgesetz dasselbe wie das
der frither betrachteten ist, so jedoch, dalt ihr letztes Glied ein
Product aus u der Zahl m gleichen Factoren vorstellt. Die Anzahl
der Glieder in dieser Reihe ist 14w, Und somit ist entschiceden,
daB die Menge der Theiler, welehe die vorige Zahl durch den
Zuwachs des ncuen p-fach vorkommenden Faetors m erhilt,
(t4u) fach so grof} ist, als sie es vorhin war;: sic ist sonach
={+a)(I+8)...(14+2)(14+pu). Also gilt die Formel, dic unser
Lehrsatz aufstellt, fiir 2,3,... und jede beliebige Anzahl von
einander verschiedenen Factoren.

Beyspiel. Da die Zahl 60 =22.3.5, so ist dic Anzahl ihrer
simmtlichen Theiler =1 +2)(1+1)(1 +1)=12; diesc Theiler
sind nahmlich: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20. 30, 60.
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§. 104. Lehrsaiz Die Sumine aller Theiler einer Zahl N, wenn
wir die Einkeit und sic selbst mitnehmen, ist imer gleich dem Aus-
drucke (1+a+at+...+ad (1+b+ b2 ...+ b1+ c+c24...+¢)...
LI+ P, wenn wir dareh a, by e, T die siimimtliehen
cinfachen FFacloren dicser Zahl, und durch die Zeichen e, g, y..... 4
andeuten, wie oft ein jeder dieser Faetoren in ihr vorkommit.

Beweis. Bey der hier angenommenen Bezecichnung isi dic
Zahl N unter der Form a®. b8, ¢v.. . F* enthalten: und fiir den
IFall, daB sie sclbst cine Primzahl ist, hat man bloB N =a. In
diesem IFalle aber hat sie nur zwey Theiler, 1 ndhmlich und 4,
deren Summe sonach, gerade wic es die Formel des Lehrsatzes
anzeigl, =14a isl. Ist die Zahl N cin Produet mchrerer cinander
gleichen Primfacloren = a?, so ist die Summe ihrer simmtliehen
Theiler offenbar =1 4a+a2+ ...+ a2, abcermalils, wic es die
Formel des Lehrsatzes darstellt. Kommt zu dem Faetor a® noch
cin zweyter 6% hinzu: so ist dic Summe ilirer simmtlichen
Theiler =1 Fa+a*+ ...+ a1 +b+ b4 ...4+bf Denn zn
den Theilern, die in der Summe 14+ a+a*d-. ..+ a® siceken,
kommen noch hinzu dic Theiler, welehe zum Vorsehein kommen.
wenn wir Jjeden der cresieren znforderst mil b, dann mit b2
dann mit & und endlieh mit b7 multipliziren. Allein das obige
Produet licferi bey sciner Fniwicklung die Summe aller dieser
Zahlen. Denn wenn wir den Faeclor (1+a+ a4+ ... +a%) mit
dem Factor (14-b4+ 0624 ... 4-bf) multipliziren: so multipliziren
wir ihn zuforderst mil 1, wobey er ungeiinderi bleibt; dann mit
b, b2, ....b%f und addiren alle diese Producte; welehes genau die
vorhin beschrichene Summe darstellt. Also gilt unser Satz, wenn
die Anzahl der von cinander versehiedenen Factoren in N =2 jst:
und nun wird villig auf fihnliche Arl wice in dem vorigen %
erwiesen, dall der Satz allgemein gelte. Sonach ist z. B. die Summe
aller Theiler von t00= {1 42428 (1 45 + 5%8) = 2I7.

§. 105, Zusalz. Dic Summe { +a+a2—+ ...+ a* LiBt sich
(nach §.} weil 2 > 1 aueh =§Z-: _l__] ! sund ehenso | +b4+6%4 ...+ bf=

b+l . . . ,
= p WS W schreiben, Die Summe aller Theiler der Zuahl

atl___ f4+1_ y+1_
as.bf. ... I* kann also auch dureh &~ L] WL
o a—1 bh—1 c—1
Y e ansgedriickt werden. Fiir die Zahl 100 gil dicB

P—1 3%

2—1 5-—1

= 217 wic vorhin.



§. 106. Lehrsatz. Wenn cine Zahl N cinen Theiler p hat.
der so beschaffen ist. dat das Quadrat p2> N: so hat sic auch
cinen von der Einheit verschiedenen Theiler ¢, der so beschaffen
ist. daB ¢*<< V.

Beweis. Ein soleher ist nithmlieh gleich dem Quotienten,
den N getheilt dureh p gibt. Denn setzen wir }\) =, oder N=pq:
so ist auch N2= p*¢% und weil p2> N, durch Division (8)

2,,2
P;‘,Z/ N2 dl i PN

§. 107. Zusaiz. Wenn also umgekehrt cine Zahl N keinen
von der Einheit verschiedenen Theiler ¢ hat, der so besehalfen
wiire. dalt ¢ << \: so hat sic auch keinen Theiler p, der so be-
schaffen wire, dall p2 > N ist. Und wennssie iiberdie aueh keinen
Theiler ¢ hat. der so besehaffen wiire, dalt ¢2= N ist, so hat sic
iiberhaupt gar keinen Theiler. die Einheit und sich selbst ab-
gerechnet: und ist somit cine Primzahl. Denn jeder Theiler.
welehen sie hitte. miilfte doeh notwendig entweder so besehalfen
sevn. dalt sein Quadrat m? gleieh oder Kleiner oder groBer
als N st

§. 108. Nufgabe. Zu untersuchen, ob cine gegebene Zahl
cine Primzahi sey. und wenn sie es nieht ist. die cinfachen
FFactoren (Primzahlen). aus denen sic zusammengesetzt ist. an-
zugehen.

Nullosung. Man versuche die gegebene Zahl N der Orvdnung
nach zu dividiren mit den Zahlen der natiivlichen Zahlenreihe
2.5.4.... bis man zu ciner Zahl p kommt. bey der die Division
aufgeht. Findet sich cine solehe, so ist diese einer von den ver-
langien cinfachen Factoren der N. Denn sice ist ein Theiler der N,
und selbst nieht theilbar. sondern cine Primzahl; weil im ent-
gegengeselzien Falle, wenn p zusammengeseizt =m.n wiire:
schon dic beyden kleineren Zahlen nmeund n, mit denen man die
Division [rither als mit p versuehie, in N hiitten aufgehen miissen.
Mit diesem cinen cinfachen Factor der .V dividire man N, und
verfahree mit dem Quotienten N ganz wice vorhin mit N; wobey
¢s jedoeh nicht nothig ist. die Division mit Zahlen, die << p.
wohl aber mit p sclbst zu versuchen. Das Erste aus dem schon
angezeigten Grunde: das Zweyvie, weil N den Factor p mehr-
mahl enthalten kann. Offenbar wird man auf diesc Weise
allmiihlig alle cinfachen Factoren der Zahl N', und wenn ciner
oder andere derselben mehrfach erseheint, diesen auch mehrfach
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crhalten. Kommt man bey der versuchten Division der N oder
ciner aus ihr abgeleiteten Zahl N, mit der wie mit N selbst
umzugcehen ist, in der natiirlichen Reihe der Zahlen 2,3, 4. ...
bis zu cinem Divisor p, der so grolB ist, dall p2> N oder N,
s0 braucht man nach §. 1006. nicht ferner mehr zu untersuchen,
ob sieh nicht unier den groBeren Zahlen cin Theiler finden
werde: sondern es ist schon entschieden. daBB diese Zahl cine
Primzahl sey.

Beyspicel. Wenn wir nach dieser Arvt dic cinfachen Factoren
der Zahl 46725 suchen; so zeigt sich zuniehst ihre Theilbarkeit
durch dic Zahl 3; und es erscheint als Quotient 13375, Da nun
diese Zahl nicht weiter theilbar ist dureh 3. so versuchen wir
dic Division durch 4; dann, weil dicse nicht aufgeht, durch 5:
wobey wir den Quotienten 5115 erhalten. Indem wir bey diesem
abermahls dic Division mit 5 versuchen, erhalten wir zum
Quotienten 623, Da diese Zahl nicht mehr theilbar dureh 5 ist.
so versuchen wir die Division dureh 6. welche nieht aufgeht:
dann dic durch 7, die aufgeht, und den Quotienten 89 gibt. Bey
diesem versuchen wir die Division mit 7. 8. 9 und 10 ohne
ISefolg. Da nun die letztere Zahl 10 sechon so groft ist. dal} ihr
Quadrat 100 bereits >89 ist: so entnehmen wir hieraus, dal} 89
cine Primzahl sey. Also ist 40725 aus den cinfachen Factoren
5.52.7.89 zusammengesetzt.

§. 109. Aufgabe. Die simmilichen Zahlen zu finden. deren
kleinstes gemeinschaliliche Vielfache cine gegebene Zahl N ist.

Auflosung. Da vorausgesetzt wird. dalf die gegebene Zahl
keine Primzahl ist. so zerlege man sic in ihre sdammtlichen
cinfachen Factoren. Wenn nun der cine derselben a, @ mahl.
der andere b, 8 mahl vorkommt u. s. w. so weill man bereits aus
8. 103.. dal dic Menge der sammtlichen Zahlen. deren kleinstes
Vicellache dic gegebene ist, (oder was chen soviel heifdi, dic
Menge der simmtlichen Theiler dieser Zahl), wenn wir die Ein-
heit und sie selbst mit dazu reehmen. =1 4+ @) (1 4-8)...(1 + 4)
sey: und es wird cin Leichtes seyn. sie alle darzustellen. wenn
man nach der Art. die im Beweise dieses Lehrsatzes angedeutet
ist. verfihrt.

Beyspicl. Wenn wir die simmilichen Zahlen. deren klein-
stes gemeinschaltliche Vielfache die Zahl 100 ist, finden sollten:
so zerlegen wir 100 crst in seine cinfachen Factoren. welche
22,52 sind. Dann zeigt sich. daB die verlangten Zahlen folgende
seyn miissen:
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{, 2, 22 1 2 4
5. 2.5, 22,5 oder 3, 10, 20
522,52 22,52 J 23, 30, 100

S. 110. Aufgabe. Den groBten gemeinschaftlichen Theiler
ciner endlichen Menge gegebener Zahlen zu finden.

Auflosung. 1. Haben wir diese Zahlen alle zuerst in ihee
cinfachen Factoren zerlegt : soist es ein Leichtes zu schen, ob unter
dicsen Factoren ciner oder cinige allgemein sind. Dieser Eine. oder
wenn ihrer mehrere sind, das Product aus ihnen allen wird den
verlangten groBien gemeinschaltlichen Theiler geben.

2. Aber auch ohne das zuweilen miithsame Geschift der Zer-
legung in ihre cinfachen Factoren bey den gegebenen Zahlen ver-
richtet zu haben, kénnen wir aul folgende Weise verlahren. Wir
nehmen crst zwey dieser Zahlen, ctwa die beyden kleinsten. und
suchen den grofiten gemeinschaltlichen Theiler, den diese beyden
haben, auf die Art. dic im Beweise des Lehrsatzes §. 49, angedeutet
ist. Wir versuchen nihmlich die groBere von diesen beyden Zahlen
durch die kleinere zu dividiren, und wenn die Division aufgeht:
so ist diese kleinere Zahl selbst der grolite gemeinschaftliche Theiler
beyder Zahlen. Wenn sie aber nicht aufgeht. so dividiren wir mit
dem gewonnenen Reste in den vorigen Divisor. und verfahren
fortwithrend so. bis wir zuletzt zu ciner Division gelangen. die
aufgcht. Bekanndlich ist dann der letztgebrauchte Divisor. wenn
cr nicht die Einheit selbst ist. der groBie gemeinschafltliche Theiler
beyder Zahlen., Geht die Division nicht cher als bis der Rest 1 ist.
aufl: so sind beyde Zahlen relative Primzablen, und es gibt folglich
fiir den ganzen gegebenen Inbegriflf von Zahlen keinen groBten
gemeinschaftlichen Theiler. Haben aber die beyden zuerst betrach-
teten Zahlen a. b cinen grolien gemeinschafilichen Theiler m: so
suche man nur auf dieselbe Weise wieder den groBien gemeinschaft-
lichen Theiler zwischen mound ciner der iibrigen Zahlen, z. B. ¢:
finden wir cinen, und ist dieser n: so ist er nach 8.85. zugleich auch
der groBte gemeinschaftliche Theiler zwischen den Zahlen a, b und
c. Und so erhellet, daB3 wir aul dicse Weise fortlahrend endlich
die Zahl finden konnen, welehe der griofiie  gemeinschaltliche
Theiler aller gegebenen Zahlen ist, wenn ihre Menge selbst nur cine
endliche ist.

Beyspicl. Wenn die gegebenen Zahlen 36, 48, 102, 510, 627
wiiren: so gibe die versuchte Division von 36 in 48 den Rest 12, der
in dem vorigen Divisor 30 aulgehi. woraus erhellet. dalf dér grofite
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gemeinschaftliche Theiler der beyden ersten Zahlen 36 und 48, dice
Zahl 12 sey. Suchen wir nun auf ebhen die Art den groBien gemein-
schaftlichen Theiler zu den beyden Zahlen 12 und 102: so gibt
dic versuchte Division von 12 in 102 den Rest 6, der in 12 aufgceht.
Mithin ist der groBte gemeinschaftliche Theiler zwischen 12 und
102 dic Zahl 6. Suchen wir nun den griofiten gemeinschaftlichen
Theiler zwischen 6 und 510: so zeigt sich. daB dieser die Zahl 6
selbst sey, weil 6 in 510 aufgeht. Suchen wir endlich den grofiten
gemeinschaftlichen Theiler zwischen 6 und 627 : so gibt dic Divi-
sion von 6 in 627 den Rest 3, der in 6 aufgeht. und lehret, dal
die gegebenen Zahlen keinen groBeren gemeinschaftlichen Theiler
als die Zahl 3 haben.

§. 111. Aufgabe. Zu ciner endlichen Menge gegebener Zahlen
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu finden.

Auflosung. 1. Wenn wir die cinfachen Factoren. aus welchen
jede dieser Zahlen zusammengesetzt ist, kennen: so ist nichis
leichter. als cine Zahl zu bilden, welche die simmtlichen in diesen
Zahlen vorkommenden cinfachen Factoren. dicjenigen. die in der
cinen oder der anderen wiederholt vorkommen, so vielfach. als
sic dort cerscheinen, wo siec am QOecftestenr erscheinen, zu ihren
cigenen FFactoren hat. Diese Zahl wirvd nach 8. 80. das verlangie
Vielfache seyn.

2. Ohne die ecinfachen Factoren der gegebenen Zahlen zu
kennen, LiBt sich dief Vielfache auch finden. wenn wir den grofi-
ten gemeinschaftlichen Theiler dieser Zahlen kennen. st nihmlich

dieser m, so liafit sich jede der gegebenen Zahlen a, b,c... .. 1
durch m theilen. Verrichten wir diese Divisionen und geben sie
: . a b ¢ . .
uns dic Quotienten & =a. =g, " =y ... =2 so wird das

m m m mn

Product aus ihmen allen multiplizict noch mit m. oder dic Zahl
a.p.y...2.m. das verlangte Vielfache seyn. Denn in dem Factor
m stecken dicjenigen Factoren der Zahlen a. b.e.. ... L welche
sic alle gemeinschaftlich haben, in den Factoren e, 8,7,....4 aber
dicjenigen, die jede der Zahlen a, b.c.....1 noch cigenthiimlich
hat. Also ist kein Zweifel. daB das Product e¢.p.y... 4. m alle
IFactoren enthalte, die in den Zahlen a. b. . .... [ vorkommen, und
dicjenigen, die darin mehrfach vorkommen, so oft als in derjenigen
Zahl, dic sic am Oeftesten enthiilt. ‘

Beyspicl. Sind die gegebenen Zahlen 12, 24, 30. 42: so findet
sich ihr groBter gemeinschaftlicher Theiler = 6. und die versuchie
Division durch diese gibt diec Quotienten 2, 4, 5. 7. Also st

4
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0.2.4.5.7=1080 das kleinste gemeinschaftliche Vielfache jener
Zahlen.

§. 112. Lehrsatz. Wenn ein Paar Zahlen M und N von
ciner solchen Beschalfenheit sind, dal man M" = N" hat, wobey
dic Exponenten m und n ein Paar relative Primzahlen bezeichnen;
so mul es irgendeine dritte Zahl C von der Art geben, daB
Cr=M. und C" =\ ist.

Beweis. Weil Mm= \" ist. so miissen beyde Zahlen M™ und
N aus denselben einfachen Factoren in gleicher Anzahl zusam-
mengesetzt seyn (8. 71.). Bezeichnen wir aber die cinfachen Factoren
der Zahl M durch a.b. c.d, ... und dic Anzahl, wic oft cin jeder
dicser Factoren in <M crscheint. beziehlich durch e, 8, v, 6,. ..,

so st M =abferd® ... und somit Mm = aw . bbm ., e, o,
welches auch = A" seyn soll. Hiernichst muf} ciner der cinfachen
Factoren, aus welehen N zusammengesetzi ist. = a seyn, und

dicser Factor mufl in N* am-mahl erscheinen. Kein Zweifel also,
) . . . am ) ‘ .
dal} dicser Factor in N bloB -mahl crscheint. Aul gleiche
n
Weise erhellet. daBB N auch den einfachen Factor b enthalien

. . fBm C g -
miisse und zwar diesen -mahl. sodann den ecinfachen Factor ¢,
n
ani fm pm om

yin . .
und zwar -mahl u. s.ow. Also ist N=a".b" .¢" .d" .... wo
n

a"l”‘ ﬁ,’:l: y,’:- (5m’”. wirkliche Zahlen seyn miissen. Da aber
mound n keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: so folgt aus
¢ 3y 0

‘n n n

8. 00.. daBB auch <o -« wirkliche Zahlen  seyn miissen.

a By B

Mithin wird auch a*.b" . ¢".d" ... cine wirkliche Zahl vorstellen.

Bezeichnen wir dicse durch €, so ist C"=a*.bf.¢v.d°. .., d. i
am B ym om

=M und ("=ar . b . cv.dm....d.i. =N. So lindet sich 363=

= 2162 = 16656. Daher ist denn auch cine Zahl. nihmlich 6, an-

geblich von der Art, daBB 62 =736 und 63 =210 ist.

§. 115. Lehrsatz. Wenn in dem Ausdrucke a?—ay*—0,
dic Zeichen a und b zwey beliebige positive oder negative, aber
wirkliche Zahlen bezeichnen: so gibt es jederzeit gewisse an die
Stelle von a und y zu setzende Werthe, welche entweder Null
oder wirkliche. aul jeden FFall aber den Werth ) nichi iiberstei-

-
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gende Zahlen sind, die jenen Ausdruck theilbar durch die helie-
bige wirkliche Zahl ¢ machen.

Bewecis. Wenn b selbst theilbar durch c ist; so sind schon
x=0 und y=0 cin Paar Werthe, wic sie der Lehrsatz verlangt.
Allein ganz abgesehen von diesem besonderen Falle lasset uns
unterscheiden, ob ¢ gerade oder ungerade ist.

c . C 1. ,
cine wirkliche Zahl; und

{. Wenn ¢ gerade ist; so ist auch

es gibt der Werthe, welche die Zahl | nicht iibersteigen, wenn

P

- . . ¢
wir dic Null mit dazu rechnen sollen, offenbar §+ 1. Werden

. . X2 .
nun alle diese Werthe in den Ausdruck . sowohl als auch in

ay®*+b

den ==—"" nach und nach substituiri: so behaupie ich, es miisse
2

unier den (r(; -+ 1) verschiedenen Werthen des Ausdrucks -xw
2 c

wenigsiens Einen geben, bey welchem der durch die angezeigte
Division mit ¢ entstehende Rest derselbe ist, der auch bey cinem
ay*+ b

c . ' )
der (6——{—1) verschiedenen Werthe von zum Vorschein

=

kommi. Denn wiiren alle diese Reste von cinander verschieden:
. g c .

so miillte es, weil ihre Anzahl 2(2+1):c+2 isl, ¢+2 ver-

schiedene Reste geben, die durch die Division mit ¢ entstehen

konnen, welches doch ungercimt ist. Gibt es dagegen cinen fiir

. c .
x zu setzenden Werth z. B. & der nicht > ist, und bey dem
-

den Rest p gibi, und chen so einen fiir y zu setzenden Werth,

: ¢
der abermahls nicht > 5 und bey dem R denselben Rest

7 gibt: so ist nach §. 10. der Unierschied &-—ay?—0 theilbar
durch c.

2. Wenn ¢ ungerade ist; so gibt es der Werthe, welche nicht

o . L . ¢+
>, sind, wenn wir die Null mit dazu nchmen, = 9 Werden
. , .ol . ay*4-b
nun alle diese Werthe in = sowohl als auch in /—(— nach und
C b

nach substituirt: so leuchtet wie vorhin ein. daB ¢s unter den

c+1 x?

o verschiedenen Werthen von . wenigsiens Einen  geben

miisse, bey welchem cben derselbe Rest cintritt. der auch bey
4*
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att findet;

¢+ 1
2

. c+ 1 .
cinem der — - verschiedenen Werthen von

2
ay>+b
Yoo s
c
weil im widrigen IFalle behauptet werden miiBite, dalt es ‘.Z(

d. i. ¢4 1 von cinander verschiedene Reste gebe, die bey der
Division durch ¢ zum Vorschein kommen konnen. Ist aber € ein

. . ¢ A2 .
Werth nicht >> - bey welchem den Rest y. und y ein
2 ¢
. ¢ ay?+ b .
Werth nicht - - bey welchem WD Jenselben Res y gibt:
2 ¢

so ist &—ay?*—Db offenbar theilbar durch ¢

Beyspicel. Wenn a2+ y2+ { theilbar durch 5 zu machen,
und zwar durch Werthe von & und y. welche nicht >3 sind:
cerhalten wir x=0 und y=2 oder x=2 und y=0. Um x>+ 7y2—>5
theilbar durch 6 zu machen vermiticlst Werthen. welche nicht
44+7—5

6
(14, Lehrsatz. Jede Primzahl p laB( sich als ¢ine Summe
von hichstens vier Quadratzahlen betrachten.

Beweis. Nach dem vorigen Lehrsatze ist es immer moglich
Werthe fiir & und y. welche entweder Null oder ganzziihlig und

> ¢ sind. findet sich v=2, y=1: welches =1 gibt. U, s w.

«

dabey nicht groBer als ]) sind. zu wihlen. mit dem Erfolge, daf}

o
der Ausdruck a2+y2+1 theilbar durch p werde. Folglich ist es
auch moglich fiiv die vier Zeichen xoy.w und z Werthe. welche
entweder Null oder ganzzihlig und dabey nicht - !) sind. mit
dem Erfolge zu wihlen, daB der Ausdruck x24y24w2+22 theil-
bar durch die Zahl p werde. Denn dazu bedarf es nur x und
y so zu bestimmen, daB x24y%+1, und w und z so, dal} 1?42z —1
theilbar durch p werde: oder. was noch kiirzer ist, o =1 und
z=0 zu sctzen. Iis seyen also a. y, . z solche Werthe. dabey
x4 y w24 z2=p.p; ist. wo py cine heliebige wirkliche Zahl

P

bezeichnet. Weil nun keine der vier Zahlen x, y.w und z > 7]

) oy : .
seyn soll: und l) cin wirklicher Bruch ist: so crhellet, daft jede

-

. ) N
der vier Zahlen x. y. 1w, z < (I) scyn miisse. Daher mull denn (nach

2
$.) auch X%+ y2+ w2+ zz<4l; =p? seyn: und somit ist p.p<Ip?

also p;— p. Wiire nun p; = 1:s0 hiittc man x4 y2+ w4 z*=p
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und es wiren die Quadratzahlen, deren Summe der Primzahl
p gleich kommt, bereits gefunden. [st aber p; noch >1; so setzen
wir x;=x—ap;; y1=Yy—Pp1: Wy =mw—yp; z,=2—4dp,, und
nehmen e, 8, y, 0 so, daft xy, y,, w,,2; simmtlich nicht > 1p, sind.
Diel} ist (nach §. 12.) immer moglich, und bedarf fiir den Fall,
daB} etwa z=0 ist, nur dal? wir auch ¢ und z; =0 nehmen.
Dann wird
x4 y12 + w4 z2=
=x*+y*+ w4 22 —2(xa+ yf + wy 4 z0)p, + a®p;® + B2p,2 +
+ ¥2p.2+0%p,2.

Da nun x2+4y?+ w?+ 2?2 theilbar durch py; so ist das rechte Glied
dicser Gleichung durchgiingig theilbar durch p,, mithin auch das
linke, oder es muft x.% + y,2 + ;2 + z,® von der Form p,.p, scyn,
wo sich, wie vorhin, darthun lift, daB p,<<p, sey. Wir wissen
(aus 8.), daB} jedes Product aus zwey Factoren, deren jeder eine
Summe von wenigstens vier Quadratzahlen ist, aufgelost werden
konne in eine Summe von hichstens vier Quadraten; so zwar, daf}

(x4 y? 4+ w2+ z%) (x:2 + Yy +mw?+ z,%) =

(21 + Yy, + o, + 22))* 4 (xy, — yx, + w0z, —2z0,)* + (xr0, — yz,—
—wxy + zYq)? + (X2 + Yy, — 1wy, — zx,)*
Setzen wir in diese Formel fiir x;, y;, m;.z, die Werthe x —ap,,
Yy — Bp1, v —ypy, z— Ipy; so erhalten wir, wenn wir noch iiberdief}
bemerken, dalB} (x2+ y2+ w2+ z%) = ppy, (624 y.2+ w2+ z,2) aber=
= p1Pa sey,
PP *pe = [pp1— (ex 4By + 7o+ 6z) p,|2 + ey —Bx + yz— ow]? p,2 +
+ [ —pz—yx + 0y|* p,* + [az + pro —yy—dx]? p.2,

oder

pp:=[p—ax— Py —ymw — 0z]* + [ay — Bx + yz— 0w+ [ar0 — flz—
—yx+ 0y|* + [az + fro —yy — dx]*.
Ist nun p,=1; so ist die Primzahl p in eine Summe von vier
oder weniger Quadratzahlen zerlegt. Ist aber p,>1; so konnen
wir durch Wiederholung desselben Verfahrens ein neues Viel-
fache von p, pps; finden, welches der Summe von vier oder
weniger Quadratzahlen gleich kommen wird. In diesem Viel-
fachen wird p; abermahls < p, seyn. Da nun eine Reihe von
wirklichen Zahlen, deren jede folgende kleiner als die vorher-
gehende ist, nie ins Unendliche fortschreiten kann; so leuchtet
ein, dal wir nach einer gewissen Anzahl von Wiederholungen
dieses Verfahrens auf eine Zahl p, kommen miissen, welche =1
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ist. Somit ist dargethan, da} eine jede Primzahl in cine Summe,
von hochstens vier Quadratzahlen zerlegt werden konne.

§. 115. Zusatz. Also kann jede belicbige Zahl betrachtet
werden als eine Summe von hochstens vier Quadratzahlen. Denn
cine Zahl, dic keine Primzahl ist, ist cin Product aus Primzahlen,
und laBt sich also zerlegen in ein Product, dessen jeder einzelne
Factor eine Summe von hochstens vier Quadratzahlen ist. Ein
solches Product aber kann auf cine Summe von vier oder we-
niger Quadratzahlen zuriickgefiithrt werden.

Beyspiel. Soist 2=141;3=14 14+ 1; 4=22,5=22+ {(;
6=2%4+1+4+1:7=22+1+4+141; 8=2242% 9=732; {0=52+ {;
M=324+14+1:12=32F14+1+1; 15=32422; 14=752422+41;
15=324+224+1+4+1: 16 =4% u. 5. w.

§. 116. Lehrsatz. Wenn a und b cin Paar relative Prim-
zahlen sind, und es bezeichnet 8 die Anzahl aller Zahlen, dic
< b und mit b relative Primzahlen sind: so ist immer af— 1
theilbar durch b.

Beweis. Wenn wir die sammtlichen Zahlen, welche -_b
und relative Primzahlen mit b sind, nach ihrer Grofle geordnet
durch die Zeichen (1), (2), (3),... vorstellig machen: so wird das
erste dieser Zeichen (1) mit 1 selbst gleichgeltend seyn: das
letzte aber wird, weil die Anzahl aller =g ist, (3) scyn. Multi-
pliziren wir nun eine jede dieser Zahlen durch a: so stellt

a(1), a(2), a(3). ..., a(f)
cine Reihe vor, darin kein Glied theilbar durch b ist; denn
sowohl der FFactor a als auch der andere von der Form (1),(2),...
stehet zu b in dem Verhiltnisse ciner relativen Primzahl. Ferner
behaupte ich, dal} die versuchte Division mit b bey jedem
dieser Glieder cinen von dem der ‘iibrigen Glieder verschiedenen
Rest hervorbringen werde. Denn sollten zwey dieser Glieder, ich
will sie durch a(8) und a(g”) bezeichnen, cinen gleichen Rest
geben; so miilie die Differenz a(p)—a(p”) = al(¥)— (")) nach.
8. 10. theilbar durch b seyn. Da aber b und a relative Prim-
zahlen sind; so miilte ¢s nur der Factor (8)—(8") seyn, der sich
durch b theilen liBt. DicB aber ist ungercimt, weil sowohl (p')
als (#7), um so gewisser ihr Unterschied (5)— ("), = b ist. Da also.
jedes Glied obiger Reihe durch die Division mit.b cinen Rest,.
und jedes einen cinzigen sgibt, dic Anzahl aller aber =8 ist: so
leuchtet cin, dal} diese Reste, da sic insgesammi <8 seyn miissen,
keine anderen seyn konnen, als dic Zahlen. :
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1), @2). (3)..... (8.
was wir jedoch keineswegs so ausgelegt wissen wollen. als ob
diese Reste in eben der Ordnung, in der sic hier stehen, zum
Vorschein kidmen, wenn man die Glieder der obigen Reihe in
eben der Ordnung, in der sic oben vorkommen, durch dic Zahl
b dividirt. Hicraus ergibt sich (nach $.), daB es zu jedem Gliede
der Reihe
a(l), a(2). a(3)....,a)

cines, aber auch nur ecin cinziges der Reihe

(1), (2). (3)..... (B)

gibt, deren Unterschied theilbar durch b ist. Nach $. 24. ist also
auch der Unterschicd zwischen den beyden Producten, welche
zum Vorschein kommen, wenn wir in den vorhin erwihnten
Unterschieden alle: Minuenden und alle Subtrahenden unterein-
ander muliipliziren; d. i.
a(t).a@).a® ...aE)—1)Q2)3)...0H),

oder [af—1](1)(2) (3) ... (s), theilbar durch b. Da aber jeder der
Factoren (1),(2),(3),.... (8) cine relative Primzahl zu b ist; so.
ergibt sich nach §. 62., dal} ¢s der Factor a#—1 seyn miisse, in
welchem b aufgehet. '

Beyspiel. So sind 15 und 4 ein Paar relative Primzahlen,
setzen wir also 15=a, und 4=0b; so findel sich p=2, und es

= . . . 52—1
mul} 152—1 theilbar durch 4 seyn: wic denn allerdings =
224 _ . . . . .
= =50 ist. Setzen wir aber 4=a und 15 =b: so findct sich
B=8 und cs soll 48 —1 theilbar durch 5 seyn. In der That ist

s -
0555 _ 4560,
15 15
§. 117. Zusatz. Ist die Zahl b cine absolute Primzahl = p:
so ist f=p—1 (8. 102). Also ist, sofern a einc Zahl bedeutet. in
welche die Primzahl p nicht aufgehet, jedesmahl ar—'—1 theil-
bar durch p. Ist-z: B. p=5 und a=11; so-ist 11*—1 = 14640

14640

theilbar durch 5; wei —:)—:2928. ‘

§ 118. Anmerkung. Fermat ist der Erfinder dieses und
des vorhergehenden Satzes: daher sie auch scinen Nahmen tragen.

§. 119. Lehrsatz. Wenn p cine Primzalil ist: so gibt es zu
jedem Gliede der Rethe 2,3, 4, ..., (p—2) ecin:aber auch nur ein
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cinziges andere von der Beschaffenheit, daff das Product bey-
der, um Eins vermindert, theilbar durch p ist.

Beweis. I. Wenn wir durch p" irgend cine Zahl <p be-
zeichnen; so ist kein Glied der Reihe

tip—p). 2(p—p), 3(p—p)..... (p—1) (p—P)
theilbar durch p, weil jeder der beyden Factoren. aus welchen
die Glieder dieser Reihe zusammengesetzet sind, << p ist.

2. Jedes Glied aber gibt bey der versuchten Division durch
p cinen Rest, der von dem Reste, welchen cin anderes gibt, sich
unterscheidet. Denn stellen wir durch p”(p—p) und p”(p—p)
zwey Glieder dieser Reihe vor (wo also auch p” und p” Zahlen,
die < p sind, bedeutén miissen): so miifite. wenn diese Glieder
cinerley Reste geben, der Unterschied

p'(p—p)—p"(p—p)=@"—p") (p—p)
theilbar durch p seyn; welches doch ungereimt ist, weil sowohl
p’—p"” als auch p—p" wirkliche Zahlen <p bezeichnen.

5. Da also cin jedes Glied der obigen Reihe seinen eigenen
Rest gibt, und diese Reste alle <p seyn miissen, ihre Anzahl
aber = p—1 ist: so crhellet, daf} sie nur in den folgenden Zahlen
{.2.3,...,(p—1) bestchen konnen.

4. Also mul} es in unserer obigen Reihe fiir jeden Werth
von p’ immer ein, aber auch nur ecin cinziges Glied geben, das
den Rest 1 laBt; und mithin so beschaffen ist, daB ¢s, wenn wir
erst 1 davon abziehen, theilbar durch p wird.

5. Die} Glied ist, wenn wir p’>1 und < p—1 annchmen,
weder das erste noch letzte in jener obigen Reihe. Nicht das erste:
denn 1(p—p)—1=p—p'—1 ist sicher nicht theilbar durch p;
weil es bey der angenommenen Beschaffenheit der Werthe von
p stets eine wirkliche Zahl, aber << p verbleibt. Auch nicht das
letzte: denn
p—)(p—p)—t=p*—p—pp +p —1=pp—1—p)+p —1
kann nur theilbar durch p werden, wenn p’—1 theilbar durch
p oder 0 ist; und Beydes ist bey der angenommenen Beschaffen-
heit der Werthe von p” unmoglich.

6. Also muB, wenn wir das ersie und letzte Glied aus
unserer obigen Reihe weglassen, aber noch immer voraussetzen,
daf} p’ nur immer >1 und <p—1 genommen werde, auch die
Reihe der noch iibrigbleibenden Glieder

2(p—p". 3(p—p),.... (p—2) (p—D)
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die Beschaffenheit haben. daB es fiir jeden Werth von p’ Fin und
nur Ein Glied in ihr gibt, welches um 1 vermindert theilbar
durch p ist.

7. Bey der vorausgesetzten Beschaffenheit der Werthe von
p" sind aber die simmtlichen Werthe, die p—p’ annchmen kann,

folgende 2,3, 4. ..., (p—2).

Den crsten nihmlich erhilt p—p’, wenn wir p’=p—2, den zweyten,
wenn wir p'=p—73, den dritten. wenn wir p'=p—4,...den letzien,
wenn wir p’ =2 nehmen. Diese Reihe ist vollig cinerley mit der
Reihe, welche die ersten Factoren der Glieder in der zuletzt be-
trachteten Reihe bilden: denn auch diese sind

2,5 4,...,(p—2).
Indem wir also dem p" in der Reihe
2p—p), 3(p—p). 4p—p).....(p—2) (p—p)
die verschiedenen zwischen 1 und p—1 liegenden Werthe ertheilen,

bilden wir Producte, die alle auch zum Vorschein gebracht werden
konnen, wenn wir ein jedes Glied der Reihe

2,3, 4,...,(p—2)

entweder mit sich selbst oder mit einem anderen derselben
Reihe multipliziren.

8. Die Producte aber, welche entstehen, wenn wir ein Glied
dieser letzten Reihe mit sich selbst multipliziren, konnen die in
Rede stchenden Beschaffenheiten, niahmlich daB sie vermindert um
1 theilbar durch p werden, nicht haben. Denn sie sind von der
Form (p—p')2—1=(p—p +1) (p—p —1) und keiner von diesen
beyden Factoren ist, wenn p’>1 und < p—1 gewihlt wird,
theilbar durch p. .

9. Also erhalten wir alle Producte von der erwiihnten Be-
schaffenheit schon dann, wenn wir nur jedes Glied der Reihe

2,3, 4,...,(p—2)
mit einem anderen multipliziren.

10. Fiir jedes dieser Glieder aber gibt es gewil} ein zweytes,
mit dem es ein Product von der besagten Beschaffenheit bildet.
Denn giibe es keines; so gibe es auch in der Reihe

2(p—p), 3(p—p), 4(p—p)s-... (p—2) (p—p')
ein Glied, welches fiir keinen der fiir p’ moglichen Werthe die
besagte Beschaffenheit, dafl es nihmlich um 1 vermindert theil-
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bar durch p wird. erhiclte; dagegen dasjenige, was wir schon
Nro 6. crwiesen.

11. Endlich erhellet auch noch, daB es fiir jedes Glied dieser
Reihe 2,3.4,...,(p—2) nur ein cinziges anderes gebe, welches
mit ithm ein Product von der besagien Beschaffenheit bildet.
Denn giibe es irgendein Glied dieser Reihe p,. welches verbunden
sowohl mit dem Gliede p,, als auch mit dem von p,, verschicdenem
P.. Producte von der besagten Beschaffenheit liefert: so miilite
p.p.,— 1. sowohl als auch pp,—1 theilbar durch p seyn. Das
hieBe aber. dal auch pp,—pp,.,=p.p,—p,) theilbar durch p
sey, welches doch ungereimt ist, weil sowohl p als auch p,, und
p,, und somit auch p,—p, < p und doch nicht Null seyn sollen.

i

Beyspicel. Fiir die Primzahl p =11 soll also die Reihe
2,5, 4.5,6.7,8,9

von einer solchen Beschaffenheit seyn, daB es zu jedem ihrer
Glieder ein, aber auch nur cin cinziges anderes gibt, das mit
dem ersten ein Product bildet, welches vermindert um 1 theil-
bar durch 11 wird. Und so ist es wirklich; diese Producte sind
2.1, 5.4—1

nihmlich 2.6, 5.4, 5.9, 7.8,  denn i {, o= 1,

11 _

§. 120. Erkliarung. Solche je zwey und zwey zusammen-
hingende Zahlen der Reihe 2,3, 4.. .., p—2. deren Product. wenn
es um FEins vermindert wird, theilbar durch die Primzahl p,
nennt man (mit Buler und GauBl) Gefahrten. So ist also z. B.
fiir p=11 der Gefihrte von 2 die Zahl 6. der Gefihrie von 5
dic Zahl 9 u. s. w. ,

§. 121. Lehrsatz. Wenn p cine Primzahl ist; so ist immet-

1.2.5.4...(p—1)4+1
theilbar durch p.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satze gibt es, wenn p
cinec Primzahl, fiir jedes Glied in der Reihe 2,54, ..., (p—2)
cin, aber auch nur cin cinziges andere, welches mit jenem ein
Product licfert, das dureh Verminderung um 1 theilbar durch
die Zahl p wird. Wenn wir uns vorstellen, daB diese Producte
alle gebildet wiiren, und dafl} bey cinem jeden angemerkt wiire,
daB man die Einheit noch von ihm abzuzichen habe: so hitten
wir eine Anzahl von Differenzen vor uns, die alle theilbar. durch
p sind. Nach 8 24. wird denn also auch diejenige Differenz
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theilbar durch p scyn, weleche zum Vorschein kommt, wenn wir
die saimmtlichen in diesen Dilferenzen vorkommenden Minuenden
untercinander muliiplizirt zum Minuendus, und die simmtlichen
in dicsen Differenzen vorkommenden Subtrahenden abermahls
untereinander multiplizirt zum Subtrahendus der neuen Differenz
machen.

Das erste Product wird offenbar aus den simmtlichen Zahlen

2,5, 4,....(p—2)

bestehen, und somit 2.3.4...(p-—2) scyn: das zweyle aber
wird als ein Product aus lauter Einern =1 scyn. Iis erhellet
also, daf} auch die Differenz 2.5 .4...(p—2)—1 theilbar durch
p sey. Iis ist aber offenbar auch dic Differenz (p—1) —(—1),
weil sic = (p—1) 4+ 1 =p ist, theilbar durch p. Folglich nach §.
24. auch 2.3 4. (p—2) (p— 1) —1(—1)
theilbar durch p. Allein statt 2.3.4...(p—2)(p—1) konnen
wir auch schreiben 1.2.3.4...(p—1) und stalt —(—1) auch
+ 1; folglich ist 1.2.3.4...(p—1)+ 1 theilbar durch p.
Beyspiel. Fiir die Primzahl 11 findet sich 1.2.5.4...
... 10 4+ 1 =73628801, welches allerdings theilbar durch 11 ist, und
den Quotienten 329891 gibt.

§. 122, Anmerkung. Der Erfinder dieses merkwiirdigen
Satzes soll John Wilson seyn.
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