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68 Abschn. IV. Integrále mit complexen Variablen. § 16. 

aucb die námlichen Blátter zusammen. Aus diesem Grunde nennt 
Riemann alle rationalen Functionen von to und z ein System 
gle ic l iverzweigtcr Functionen. 

Vierter Abschnitt. 

Integrále mit complexen Variabelen. 

§ 16. 
Man kann das bestimmte Integrál von einer Function einer 

complexen Veránderlichen genau in derselben Weise deíiniren, 
wie dies bei reellen Variablen geschieht. 

Es seien z() und z irgend zwei complexe Werthe der Varia­
blen z. Man denke sich die Puncte, welche diese beiden Werthe 
reprásentiren, durch eine beliebige ununterbrocbene Linie ver-
bunden und nehrne auf derselben eine Reihe eingescbaltetcr Puncte 
an, welche den Werthen zif z2, . . . zn der Variablen entspre-
chen. Ist ferner f {z) eine Function von z, und bildet man die 
Šumme der Productc 

f M (zi — z») + f (*i) iz2 — z\) + +f (zn) iz — Zn)> 
so ist der Grenzvverth derselben, wenn die Anzahl der zvvischen 
z{) und z langs der beliebigeri Linie eingeschalteten Werthe ins 
Uncndliche zunimmt, die Diílerenzen zt — z{), z2 — zí9 etc. 
also ins Unendliche abnehmen, das bestimmte Integrál zvvischen 
den Grenzen z0 und z, also 

j f (z) dz = lim [/"(z0) [zx — z0) +f[zi)(z2 — zt) + 
Í +í (Zn) (Z - Zn)l 

Man sieht, dass diese Definition von der gewohnlich bei reellen 
Variablen gegebenen in nichts Wesentlichem verschieden ist. Ein 
Unterschied besteht allerdings darin, dass, wie es die Nátur einer 
complexen Veránderlichen eríbrdert, der Weg, den dieselbe zwi-
schen der unteren und der oberen Grenze durchláuft, d. h. die 
Reihe der dazwischen liegenden Werthe, nicht vorgeschrieben ist, 
sondern durch jede ununterbrocbene Linie gebildet werden kann. 
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Von diescr Linie, welche der In t eg ra t ionsweg genannt wird, 
ist das Integrál durchaus abhangig. 

Aus der Deíinition folgen unmittelbar folgende zwei Siitze: 
1) Bedeutet zk irgend einen der von der Variablcn durch-

laufenen Werthe, so ist 
Z Zk z 

j / (z) dz =jf (z) dz + J f (z) dz, 
~0 ~(> zk 

2) Es ist 

j f{z)dz = —j f(z)dz, 

d. li. durchláuft die Variable die Linie, welche die stetige Auf-
einanderfolge ihrer Werthe darstellt, in umgekehrter Richtung, 
so erhált das Integrál den cntgegengesetzten Werth. 

Man kanu ferner zeigcn, dass, wie auch immer der Integra­
tionsweg beschairen sein mag, das Inlegral 

- / « w = I f (z) dz 

~o 
stets eine Function der oberen Grenze z ist. Denn setzt man 

z = x + iy z{) = x{) + iy{) 

und nimnit an, der Integrationsweg sei durch irgend eine Be-
ziehung zwischen x und y 

<P {*> y) = 0, 
aus welcher 

y = jjj (x) und x = A (y) 
folge, gegeben, so hat man 

(? + hJ 
w = I f (x + ty) (dx + idy). 

xn + Wo 
Dies Integrál zerlegt sich in zwei Theile; drúckt man in dem 
einen alles durch x, in dem andern alles durch y aus, so kann 
man schreiben 

X 

10 = I fO + «> {xj) dx +• i j f\l {y) + ty) dy. 

Hierin kann nim auch die Function f auf die Form einer com-
plexen Grosse gebracht werden, dadurch wird man auf lauter 
reelle Integrále gefuhrt und dann folgt unmittelbar, dass man auf 
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die vorigen Integrále die bei reellen Integralen giiltigen Dilíeren-
tiationsregeln anwenden kann. Alsdann erhall man 

£ = / (x + w (*))=/*(* + *w 
-d"j = if (* (v) + fy) = if ix + fy) 

Demnach isl dw_ __ . dw 
dy doc' 

also (nach § 5) w čine Function von z. Aus dcni zweiten der 
obcn angefiihrlen Sálze ergiebt sich dann, dass iv auch als Func­
tion der untcrcn Grenze betracbtet werden kann. Da ferner (§ 5) 
(~ = -Q— isi, so folgt auch 
dz ooc ° 

(ÍW ~ , x 

Dagegen darf der bei reellen Integralen giiltige Satz, dass, wenn 
F [z) čine Function bcdeutet, dcren Derivirtc = f (z) isl, 

/ 
f(z)dz = F(z)-F{zJ 

gcsctzt wcrdcn kann, nicht ohne Wcitercs auf complexe Integrále 
ubertragen werden, dcnn, wie schon bemerkt, hangt der Werlh 
eincs solchcn nicht bloss von der oberen tmel unleren Grcnzc, 
sondcrn auch von der ganzen Reihe der dazwischen liegenden 
Werthe, d. h. von dem Integrationswege ab. 

§ 17-
Um nun den Einíluss zu untersuchen, den der Integrations-

weg auf den Wcrth dcs Integralcs hat, bcginnen wir mit folgen-
dcr Bctrachtung. Es sei 

z — x + iy 
die Variablc, also x und y die rechtwinkligen Coordinaten des 
darstcllcndcn Punctes. Hat man nun ein auf irgend einc Weise 
bestimmt begrenztcs Fláclienstiick, welches aus einem oder auch 
aus mehrcren Bláttcrn bestehen kann, und bedeuten P und Q 
zwei reclle innerlialb des Flachenstíickes iiberall endliche und 
stetige Functionen von x und y, so soli zunachst bevvicsen wer­
den, dass das auf das ganze Flácl ienst i ick ausgedch nle 
F l á c h e n i n t e g r a l 

/==yy (^_f)dxdy 
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děni uber die ganze Begrenzung des F láchens t i icks 
e r s t r e c k l e n L i n i e n i n t e g r a l 

, . , . . / [Pdx + Qdy) 
gleich íst. J v ' J} 

Wir werden diesen Satz nicht bloss fiir den einfacbsten Fall 
beweisen, dass das Fláchenstiick nur aus einem einzigen Blattc 
besteht und von einer einzigen einfach in sich zuriicklaufenden 
Linie begrenzt wird; sondern wir wollcn auch gleich die Falle 
mít beriicksichtigen, in welchen die Begrenzung aus mehrercn 
abgesonderten geschlossenen Linien besteht, die entweder ganz 
ausser einander liegen konnen, oder von dcnen cinc oder meh-
rere von einer andcrn ganz umschlossen werden; endlich wollen 
wir auch den Fall nicht ausschliessen, dass das Fláchenstiick aus 
mehrercn Blattern besleht, welche iiber die Verzweigiingsschnitte 
hinuber in einander iibergehen. Alsdann werden wir jedoch an-
nehmen, dass das Fláchenstiick keine Verzwcigungspuncte enthált, 
in denen die Functionen P und Q unendlich oder unstetig wer­
den. Es muss nun aber, um alle diese Fálle zu umfassen, etwas 
Bestimmtes iiber den Sirin der Bcgrenzungsrichtung festgesctzt 
werden. Wenn wir, wic es iiblich ist, annchmen, dass die po­
sitiven Bichtungen der x- und y-Axe so liegen, dass cin im 
Nullpuncte stchender und nach der positiven Bíchtung der x-Axe 
hinblickender Bcobachter die positive y-Axe zu seiner Linken 
sieht, so wollen wir die posi t ive Begrenzungs r i ch tung so 
annehmen, dass jcmand, der dieselbc in dieser Bichtung durch-
láuft, das begrcnzte Fláchenstiick stets an der linken Seite hat. 
Man kann dies auch so ausdrucken: 
In jedem Puncte der Begrenzung 
liegt die in das Innere des Fláchen­
stiicks gezogene Normále zur posi­
tiven Begrenzungsrichtung so, wie 
die positive y*Axe zur positiven x-
Axe. Besteht z. B. die Begren­
zung aus einer áusseren geschlos­
senen Linie und einem ganz inner-
halb derselben liegcnden Kreise, so 
dass die innerhalb dieses Kreises 
liegenden Puncte sich ausserhalb des begrenzten Fláchenstiicks 
beflnden, so ist bei der áusseren Linie *die positive Begrenzungs-
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riehlung dic der wachscnden Winkcl, bci tleni klcinen Kreise da-
gegen dic eiitgegengeselztc, wie es dic Pfeilc in Fig. 21 andeu-
tcn. JJei dem Linicnintegralc min, von wclchcm wir bcweisen 
wollen, dass es dem angcgcbcncn Fláchcnintegrale gleicli ist, 
muss dic Inlcgralion iibcr dic ganze Bcgrcnzung in der eben er-
láutcrtcn posi t iven Rich tung erstrcekt werden. 

Wir schrciben das Integrál / in der Form 

J = IJ d* dXdy ~~ I I to ČXdy' 
nud koimeii dann in dem crsten Tlieile dic Inlcgralion nach x, 
ini zweiten Tlicile die nach y aiisfidircn. Zu diesem Zwccke zer-
Icgen wir fíir das crste integrál das Flachcnstúck in Elemcntar-
slreiťcn, wclclic durch cinander unendlich nahcliegendc, der .x-Axe 
parallcl laufende Gcradc gebildet werden, und im Falle Verzwei-

gungspunctc vorhanden sind, tragen 
wir Sorge? dass durch jeden der-
sclben einc solchc Gerade hindurch 
gchc. Dadurch zcrfállt das ganze 
Flachcnstúck in unendlich schmale 
trapezformigc Strcifen. In Fig. 22 
sind z. li. bci ciner aus 2 Bláltern 
bestchenden Flachc, welche durch 
čine einen Vcrzweigungspunct zwei-
nial umgcbendc geschlosscne Linie 
bcgrenzt ist, mehrerc solcher tra-
pezformigen Stfickc dargestellt, wo-

bei dic hn zweiten Blattc vorlaiifcndcu Linicn punctirt sind. Hebt 
man nim irgend cinen, činem beliebigen Wcrthc von y angelió-
rigen, diesor Elcmcntarstrcifcn heraus, d. li. wenn die Fláclie 
aus ínohrercn Bláttern besteht, alle diejenigen in den verschie-
denen Bláttern unmittelbar unter cinander liegenden Elementar-
strcifen, dic dcmsclbcn Wcrthc von y angehoren, und bezeichnet 
dic Wcrthc, welche die Function Q an denjenigen Stellen besitzt, 
wo der Elcmenlarstrcifen die Bcgrcnzung durchschneidet, von 
links nach rechts gerechnet (d. h. in der Bichtung der positiven 
a>Axe) an den Eintrittsstcllcn mit 

und an den Austrittsstellen mit 
Q', <?', Q'\ • . . , 
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fW-dx^-OL + ir-O* + 0" 

73 

so ist (Fig. 23) 
dQ j, >*) 

íí^dxd!/ = f,-Oíd!/ +jÍQ'd!/+j'-^02dí/ + 
In den lntcgralcii rcchterlland 
durchláuít y allc Wertlie voní 
klcinsten bis ztuii grossten, dy 
ist also immer positiv zu neh-
nien. Uezeichnct man aber^jj 
die Projcctionen der durch 
die Eleinentarstreifen aus der 
Begrenzung herausgcschnitte-
iii3ii Itogenelcmcnte auf die 
y-Axe, in dersclben Rcihcn-
folge wie oben genonnnen, an 
den Eintrittsstellen durch 

dyu dy2, dy^9 
und an den Austrittsstellen durch 

dy, dy", cly". 

Fiff. 23. 

*) Man bemerke dass diese Gleichung aueh dann noch richtig bleibt, 

wenn ?*• an irgend einer Stelle, uber die sich die Integration erstreckt, 

unendlicli oder unstetig wird, wenn nur Q an dieser Stelle keine Un-
terbrechung der Stetigkeit erleidet. Ist námlich /' (x) eine Function 
der reellen Variablen x, welche an einer Stelle x = a stetig ist, wali-
rend ilir Differentialquotient f (x) an dieser Stelle eine Unterbrechung 
der Stetigkeit erleidet, so nehrne man zu beiden Seiteň von a zwei un-
endlich nalie an a liegende Wertlie Xh und Xk an. Liegt dann in dem 
Integrále 

/

ixl 

f (x) dx 
x0 

a zwischen den Grenzen x0 und x{, und bleibt f (x) zwischen denselben 
stetig, walirend f (x) nur an der Stelle x = a unstetig ist, so kann 
man setzen 

xt xh xx 

íf(x) dx = lim \ f f (*) fa + I ť (* ) dx > 

x0 
wo der Grenzubergang sicli auf das Zusammeiifallen von xh und xk mit 
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unrl nimmt auf die positive Begrenzungsriehtung Ilucksiclii, so 
ist (Fig. 23) 

fy =• <f!/\ = — d!/2 — " - d'Ja = 
= +d!,' = +dy"= + d!,'" = •-.., 

folglich 

l'j[ll dxdy = y b, ďji + fif *y' +Jv2 rfy2 + •••••• • 
lu allen diesen Integralcn ver-

x^ " * ándert sich y im Sinne der 
positiven Begrenzungsriehtung, 
dalier vereinisen sich alle zu 

^ cincm einzigen, und man er-
lialt 

fIlíáxdtj^JQdy, 
vvenn das letztere Integrál auf 
die ganzc Begrenzung in po­
sitiv er Richtung erstrecktwird. 

Ebenso kann man nun aurh 
das zvvcile Integrál 

dxdy 

behandeln. Hier zerlegt man das Flachcnstiick in Elementarstrei-
fen durch gerade Linien, welche der y-Axe parallel laufen und 
lasst durch jeden Veraveigungspunct eine solche Gerade hindurch-

a bezielit. Da nun f'(x) von xQ bis X]% und von xk bis xt stetig ist, so folgt 

f' (x) dx = lim [f (xh) - f (x0) + f {x{) - f (xk)l 

und da f (x) an der Stelle x = a stetig ist, also beim Uebergang zur 
Grenze f (xu) und f (xu) einander gleich werden, oder 

lim [f (xh) - f (xk)] = 0 
is t , so hat man trotz der Stetigkeitsunterbrechung von f (x) zwischen 
den Grenzen des Integrals doch 

(f (x) dx = f fo) - f (x0). I' 
Dieser Fall ist hier mit zu beriieksichtigen, da sich spater zeigen wird, 
dass die Derivirten stetiger Functionen in den Verzweigungspuncten 
linendlich gross werden konnen (§ 39), 
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gchn. Bezeicliuet man dann die Werthc, welche die Fiinctioii P 
an den Stellen bal, wo ein Elementarstreifen die Begrenzung 
(lurchscliiieidet, diesc Wcrtlic der Reibe nach von unten nach 
oben (námlich in der Ricbtung der positiven y-Axe) gerechnel, 
an den Eintritlsstellen mit 

und an den Austrillsstellen mil 
P', P", P'", , 

so isl wieder 

í í ~ dxdy = — ÍPX clx + (P' dx — JP2 dx + , 

und darin ist dx positiv. Bczcichncn aber 
dxt, dx2, dx%, . . . . und dx, dx", dx", . . . . 

die Projeclionen der bcrausgescbnittenen Bogenelemente, so ist, 
mit Bcrůcksichtigung der positiven Bcgrenzungsrichtung 

dx = + dx1 = + dx2 = + dx3 = 
und daber = — dx = — dx" = — dx'" = 

C f ~ dxdy = — ÍPX dx{ — CPř dx — CP2 dx2 — , 

= — (' Pdx, 

worin wieder das Integrál auf die ganze Begrenzung in positiver 
Bichtung auszudehnen ist. Setzt man nun beide Integrále zu-
sammen, so folgt, was zu beweisen war, 

ff (jd* ~ %) dxdy =f(P(lx + Ody), 
das Linienintegral auf die ganze Begrenzung in positiver Bichtung 
erstreckt. 

Dieser hierdurch fiir reelle Functionen P und Q bewicsene 
Salz kann sofort fůr den Fall erweitert werdcn, dass P und Q 
complexe Functionen der reellen Variablen x und y sind. Nam­
lich setzt man 

P=P' + iP" Q=Q' + iQ", 
worin P', P", Q\ Q" reclle Functionen von x und y bcdeuten, so ist 

und wenn man den Salz auf die reellen Theile der rechten Seite 
anwendet, 
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= f(P' dx + (j dy) + i í\p" dx + O" dy) 

= í(Pdx + Qdy). 

Wir liabeii bishcr angcnommen, dass innerhalb des betrach-
leten Fláehcnthcils keinc Verzweigungspuncte oder andcre Puncle 
iiegen, iir denen P oder Q imstetig ist. Um nim auch solche 
Flachciilhcile mit in dic Detrachtung hineiuziehen zu konnen, ha-
beu wir nur nothig, solche Puncte rnit beliebig kleinen (wirklich) 
geschlossenen Linicn zu nmgeben mul dadurch auszuschliesseii, 
wobei dánu diese Liníen rnit zu der Degrenzung des Fláchentheils 
gehoren. 

§ 18-
Aus dem vorigen Satze folgt sogleich der Folgende: W e n n 

Pdx -f- Qdy e in v o l l s t a n d i g e s D i f f e r e n t i a l i s t , so i s t 
das I n t e g r á l f (Pdx + Qdy) a u s g e d e h n t auf d i e g a n z e 
D e g r e n z u n g e i n e s F l á c h e n s t u c k s , i n n e r h a l b d e s s e n 
P und 0 e n d l i c h u n d s t e t i g s i n d , g l e i c h Nul l . Denn 
wenn Pdx + Qdy ein vollstandiges Differential ist, so ist 

dy dx' 
also verschwinden alle Elemente des Fláchenintegrals, welches 
dem Linicnintegrale gleich ist, und íolglich ist dieses wie jenes 
gleich Null. 

Wenn nun w =. f (z) 

eine Function einer complexen Variablen z =• x + ty ist, so ist 

[§ 5. (1)] dw = i ^ ^ ? M 
dy dx " dx ' 

wdx + hody d. li. ta (dx + idy) oder ivdz 
ein vollstandiges Differential, und daher 

/ 
f(z)dz=:0, 

w e n n d i e s e s I n t e g r á l u b e r d i e g a n z e D e g r e n z u n g ei | | I W 1*11 11 U I U M í f t H J l U ^ l d l IMIU I 11 l C g d II L U JJ C g 11*11 

i nes F l a c h e n s t i i c k s a u s g e d e h n t w i r d , i n n e r h 
[ s e n f(z) e n d l i c h und s t e t i g is t . 

a lb d e s -

llieraus folgt w citer: Lasst man die Veránderliche z zwischen 
zwei Puncten a und b zwei verschiedene Wege acb und adb 
(Fig. 24) durchlaufcn, welchc zusammen eine geschlossene Linie 
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bilden, die fťir sicb aliein ein Fláchenstůck ** Fig. 24. 
vollstandig begrenzt, und ist inncrbalb des so 
begrenzten Fláchenstiicks f (z) endlich und 
sletig, so ist uber die gescblossene Linie er-
streckt j f{z)dz = 0. 
Um ein auf einem bestimrnten Wege genom-
menes Integrál kurz zu bezeichnen, wáhlen 
vvir den Buchstabcn / und fůgen demselben &~ 
den Integrationsweg in Klammern hinzu, sodass z. B. das auf dem 
Wege acb genommene Integrál J f[z) dz durch J [ach) angedeutet 
wird. Dann kann man die letzte Gleichung schreiben 

J(acbda) = 0. 
Nim ist aber (§16) 

/ (acbda) = J {acb) + J(bda) 
und J (bda) == — J (adb), 
also folgt 

/ (acb) = J (adb). 
Das In teg rá l f f(z) dz hat also auf zwei verschiede-> 
nen, d iese lben Punc te ve rb indenden Wegen immer 
denselben Werth, wenn die behlen Wege zusammen-
genommen ein F l á c h e n s t ů c k vol ls tandig beg renzen , 
in welchem f(z) endlich und s te t ig ist. 

Hat man nun ein zusammenhángendes Fláchenstůck, in wel­
chem f(z) endlich und stetig bleibt, von der Beschaffenheit, dass 
jede darin gezogene (wirklich) geschlossene Linie fur sich aliein 
die vollstándige Begrenzung eines Fláchentheils bildet, so hat das 
Integrál J f(z) dz auf allen Wegen zwischen denselben zwei Punc-
ten denselben Werth. Lásst man die untere Grenze z0 constant 
sein, so ist also innerhalb eines solchen Fláchenstúckes das In­
tegrál eine einwerthige Function der oberen Grenze, und bezeich-
net F (z) eine Function, dereri Derivirtc = f (z), so ist inner-

z 

halb jenes Fláchenstucks lf(z)dz~F(z)—F(z{^, da in die-

sem Falle der Werth des Integrals von dem Integrationswege un-
abhángig ist. 

Es tritt hier die grosse Bedeutung hervor, welche solchen 
Fláchen zukommt, in denen jede geschlossene Linie fur sich aliein 
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die vollstandige Begrenzung eines Fláchentheiles bildet. Riemann 
liat die Fláchen von dieser Beschaííenheit mit dem Namen ein-
facb zusammenhángende F láchen bezeichnet. Eine solche 
ist z. B. eine Kreisíláche. Ist in einer solchen f [z) uberall ste-

tig, so ist, vvie bemer rkt, Jf {z) dz in derselben eine einwcrthige 

Fig. 25. 

Function der oberen Grenze. Wenn dagegen f [z) in einer Kreis­
íláche unendlich gross wird, z. B. nur in einem Puncte a, und 

umgiebt man diesen, um ein Fláchen-
stíick zu erhalten, in welchem f (z) ste-
tig bleibt, mit einem kleinen Kreise k, 
und schliesst den Punct a dadurch aus, 
so ist die so entstehende ringformige 
Fláchc (Fig. 25) niclit mehr einfach zu-
sammenhángend; denn eine Linie m, 
welche den kleinen lírcis k ganz um-
schlicsst, bildet fur sich allein nocli 
nicht die vollstandige Begrenzung eines 

Flácheníheils, sondern erst m und k zusammen Dcmnach hat 
zwar das auf m und k zugleich erstrcckte Integrál den Werth 
Null, wenn aber das auf k allein ausgedehnte Integrál nicht gleich 
Null ist, so kann auch das lángs m genommene nicht Null sein. 
Innerhalb einer solchen Fláche, welche Riemann mehrfach zu-
sammenhángend nennt, kann daher die Abhángigkeit des In-
tcgrals von dem Intcgrationswege bestehen bleiben und dann das 
Integrál eine vieldeutige Function der oberen Grenze sein.*) 

§ 19. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass die Function f{z) 
in dem zu betrachtenden Fláchenstiícke uberall stetig sei, íallen 
und gehen zur Untersuchung von Integralen uber, deren Intcgra­
tionswege Fláchentheile begrenzen, in denen die Function nicht 
mehr uberall stetig ist. 

Wenn f (z) in irgend einem Puncte eines Fláchenstuckes un­
endlich oder unsletig ist, so soli ein solcher Punct ein Uns te -
t igke i t spunc t genannt werden. Er kann zugleich ein Verzwei-

*) Siehe Abschnitt IX und X. 
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gungspunct sein oder auch nicht. Giebt es nun in einem Fla-
chenstůcke Unstetigkeitspuncte, so ist man niclit mehr in allen 
Fállen berechtigt zu scbliessen, dass das uber die ganze Begren-
zung des Fláchenstucks ausgedelinte Integrál den Werth Null 
liabe, weil der Bcweis dieses Satzes wesentlich auf der Voraus-
sctzung berubt, dass f[z) innerhalb des Fláchenstíickes nicht un-
stetig wird. Aber man kann zeigen, dass, welchen Wer th \ 
das In teg rá l auch haben mag, es scinen Wer th n ich t 
a n d c r t , weiin man das F l á c h e n s t u c k um be l i eb ige 
S tucke ve rg rósse r t oder ve rk l e ine r t , wenn nur f (z) í 
i nne rha lb der hinzugekomfnencn oder ausgesch iede -
nen F lachen the i l e endl ich und s te t ig ist. Denn wird J 
erstlich ein hinzukommendes oder ausgeschiedenes Fláchenstuck 
selbst von einer Linie vollstandig begrcnzt, wie z. B. A oder B 
(Fig. 2G, wo abcda die ursprůngliche Begrenzung sei), so ist, 
wenn f[z) innerhalb A und B stetig ist, das auf die Begrenzung 
von A oder B erstreckle Integrál gleich Null; es kann daher die 
Begrenzung von A oder B beliebig der urspriinglichen Begren­
zung hinzugefugt werden, ohne dass der Werth des Integrals sich 
andcrt. Wird aber das hinzugckommene oder ausgeschiedene 
Fláchenstuck zum Theil von der urspriinglichen Begrenzung mit 
bcgrenzt, wie bfácb oder bedeb, so ist 

J(bjíd) = J(bcd) = J [bed), 
wenn / (z) innerhalb jener 
Flachentheile stetig ist. Da­
her kann der Begrenzungs-
theil bed beliebig durch 
bfd oder bed ersetzt wer­
den, ohne dass das Integrál 
seinen Werth ándert. Hier-
aus folgt weiter, dass man 
auch eine geschlossene Li­
nie, welche entweder allein 
die Begrenzung eines Flá-
chentheils bildet oder doch 
zu den Begrenzungsstucken eines solchen gehort, durch eine be­
liebige weitere oder engere geschlossene Linie erselzen kann, 
wenn nur dadurch keine Flachentheile ein- oder austreten, in 
denen f{z) unendlich oder un«tetig wird, denn um z. B. abcda 

Fig. 26. 
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in ghkg zu erweitern 
und dann dab durch dkglib 
auch ein Fláchenstuck 

Fig. 27. 

braucht man nur zuerst bcd durch bhkd 
zu ersetzen. Endlich kann man 

abcda (Fig. 27) durch ein ringfórmiges 
Stiick, das von der Linie bldcb 
und der Linie m begrenzt wird, 
vergrossern, wenn nur die Func-
tion f (z) in dem Ringe stetig 
bleibt, mag sie aucli innerlialb 
m unstetig werden. Denn unter 
dieser Voraussetzung ist 

Setzt man also 
J {bldcb) + J(m) = 0. 

J (dabcd) = S, 

des Satzes in allcn 
fur- Flachenstůcke, 

bewiescn wcr-

so ist auch 
S=J (dabcd) + J (bldcb) + J (m) 

= 7(dab) + J(bcd) + J(bld) + J (dcb) + J (m) 
und da 

J (bcd) + J (dcb) = 0 
ist, S = J (dab) + J (bld) + J (m) 
oder S = J (dabId) + J (m). 
In ahnlieher Weise lásst sich die Richtigkeit 
Fállen darthun. Ganz allgemein aber, auch 
die aus mehreren Bláttern bestehen, kann er so 
den. Wird čine beliebige Fláche T so in zwei Theilc A und B 
getheilt, dass f(z) in A stetig ist, und bezeichnet man das uber 
die Begrenzung eines Theiles, z. B. A erstreckte Integrál J f(z)dz 
durch J (A), so ist 

/ (A) = 0. 
Ilaben nun die Thcile A und B keinc gemeinschaftlichen Begren-
zungsstucke, so bilden die Begrcnzungen von A und B znsam-
men die Begrenzung von T und daher ist 

J{T) = J {A) + J (B) 
untl folglicli auch 

J(T) = J (B). 
Gehóren dagegen gewisse Linien C sovvohl zur Begrenzung von A, 
als auch zu der von B, so werden diese Linien, wenn man die 
Begrenzungen von A und B hinter einander in der positiven 
Richtung durchláuft, zweimal und zwar in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen; die lángs C genommenen Integrále heben sich 
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daher auf; die iibrigen Begrenzungstheile von A und B aber bil­
den die ganze Begrenzung von T, und daher hat man wieder 

J(I) = J(A) + J(B) 
und folglich 

J(T) = J{B). 
Da min hiernach der Theil A aus der Flaclio T ausgeschieden 
werden kann, so kann auch umgekchrt eine Fláche B durch Ilin-
zufugung einer Flachc A, in weleher die Function stetig blciht, 
crweitert werden, ohne dass das Begrenzungsintegral sich andert. 

Ilicrauf stíitzt sich nun ein andcrer wichtiger Satz. Bildet 
eine gcschlossene Linie (7) fúr sich allein die vollstándige Be­
grenzung eines Flachenthcils, und wird die Function f (z) inncr-
halb dcsselhen in den Puncten unstetig, so um-
gcbc man jeden einzelnen dieser Puncte mit einer beliebig kleinen 
geschlossencn Linie, z. B. mit einem kleinen Rreise, der aber, 
wcnn einer dieser Unstetigkeitspuncte zugleich ein Verzwcigungs-
punct ist, so viele Male durchlaufen werden muss, als Blátter in 
letzterem zusamménliangcn. Alsdann bilden allc diese Kreisc, die 
mit (AJ, (A2), (A.ó), • • • • hezeichnet werden mógcn, mit der ausse-
ren Linie (7) zusammcn die Begrenzung eines Fláchenstuckcs, in 
welehem f{z) stetig ist. (Fig. 28, wo die 
punctirten Linien im zwciten Blatte ver-
laufen). Folglich ist das auf diese ganze 
Begrenzung in positiver Bichtung er-
streckte Integrál Jf[z)dz gleich Null. 
Wird nun aber die aussere Linie (7) in 
der Bichtung der wachsenden Winkel 
durchlaufen, so miisscn die kleinen 
Kreise (A^), (A2), (/f3), • • . . in der 
Bichtung der abnehmenden Winkel 
durchlaufen werden. Bezeichnet man daher die auf die Linicn 
(7), (Ai), [A2), (A3), • • • • in der Richtung der wachsenden Winkel 
erstreckten Integrále J f{z)dz resp. mit 7, At, A2, A3, •• ••, so ist 

7 — Ax — A2 — Az = 0 
und folglich 

7 = Ax + A2 + A3 + . . . . 
Befindet sich nun die Linie (7) in einem Flachenstíicke T, wel-
ches keine anderen Unstetigkeitspuncte enthalt, als die von ihr 
umschlossenen ai9 a2, a v . . . ., so beliált das Integrál 7 nach 

Dureg-e, Funct. compl. Var. Q 
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(lem vorigen Satze seinen Wcrth, wcnn es auf dic Pcgrenzung 
von T ausgcdchnl wird, unii daher erlialtcn wir den Satz: Pas 
i n t e g r á l ff(z)dz, ausgcdel inl auf dic ganze Begrcn-
zung cines F láchcns t i i cks T, is t g lc ich der Šumme 
der In t eg rá l e langs k l c i n e r gcsch lossencr Lin ien , 
w e 1 c h c, d i c s a m m 11 i c li c n i n n e r li a 1 b T b e fi n d 1 i e b e n TI n -
s t c t i gkc i t spunc tc einzein umgcben, alle I n t e g r á l e in 

[derse lben Ricb tung genommen. 

§ 2 0 . 
Durch die vorige Betrachtung sintl wir min auf die Unler-

snebung soleber gcschlossencr Intcgrationswege gcfubrt worden, 
wclcho nur einen cinzigen Unstctig^kcitspunct umgeben. Dabci 
mussen wir aber untcrscbcidcn, ob der Unstcligkcitspuncl zugleich 
ein Vcrzweigungspunct ist, oder niclit. Bctraclitcn wir zuersl, 
einen Punct a, weleher niebt Vcrzweigungspunct ist, und in wel-
ebem f [z) unendlieb gross wird. Nimmt man das Integrál 

A=jf[z)dz 
langs ciner dicsen Unstcligkcitspuncl umgcbcndcn Linie, wclehe 
weder einen andern Unstcligkcilspunet nocb auch einen Vcrzwei-
gungspuncl cinscblicssl, so kann diesc durch cinen kleinen Kreis 
um den Punct a mit dem Rádius r ersetzt werden, wclchcn man 
auch ins Uncndliche abnehmen lassen kann, ohne dass der Wcrlh 
des Integrals sich antlcrt. Schrcibt man dann 

A 

nud selzt 

= (\z-«)f{z).-d.z-

a — r (cos <p + i sin tp), 
so bleibt, wcnn z den klcinen Kreis 
(lurchláuft, r constant, und cp wiichsl 
von 0 bis 2TC. Dabci wird angenom-
men, dass der Punct z scinc Bcwc-
gung aus dem Puncte z{) beginne, in 
welchem eine aus a mit der positi­
ven Ilauptaxc parallcl gczogcnc Gcradc 

. den Kreis durchschneidet (Fig. 29). 
Dics ist gestattet, da der Anfangs-

punct der Bcwegung willkíirlich gewahlt werden kann. Um mm 

~1_ durch r und (p auszudruckcn, bemerke man mit llicmann, 
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dass áz cincn von einem beliebigen Panele z der Peripherie dcs 
Kreiscs ansgehendcn nnendlich ktcinen Kreisbogcn hcdcnlct, dcssen 
Centriwinkel = (Iq) ist. Bezcichnel man den Endpuncl dieses 
nnendlich kleinen Kreishogcns mit z, so ist 

7 , rh z - z 
dz ~ Z ~ Z , = z — a z — a 

Nnn ist aber § 2. S. 20 gezcigt worden, dass 

" = ~~ (— cos a -f- i sin a) 
z a a z 

ist, wo a den Winkel a z z bcdcnlcl. Dicscr ist in nnscrein Falle 
cin Ileehler, also 

z — a „-

Die Linie zz' ist cin Kreisbogen mil. dem Centriwinkel clep, also 
—- rtlcp, az der líadius, also — r, folglich erhall man 

(Jz . 7v7rp . = ? - = ulep. z — a r ' 
Sel/l man dies cin, so ťolgl 

2TÍ 

A = j {z - a) f {z) i d<p. 

Uissl man jelzl den Itadius r dcs Kreiscs ins Uncndlichc abneh-
men, so nabern sich die Pnnete z der Peripherie dcs Kreiscs 
dem Piincle 'a, z —a also der Null, wiihrcnd f [z) nnendlich 
gross wird. Wcnn nnn der Fall cintrilt, dass f (z) fur z = a 
so nnendlich wird, dass das Product (z— a) f(z) sich einem bc-
stimmten endlichen C.renzwcrlh p niibert, also 

[Km (z - a) f (z)-] __ = ;, 

ist, so folgl ?,* 
A = I pidep — 2rtip, 

o 
nnd dadnrch ist der Wcrlh dcs Intcgralcs durch den Grenzwcrlh 
von (z — a) f (z) ausgcdruckt, wcnn derselbc cin endlicher nnd 
bestimmter ist. Dicscr Wcrlh von A andert sich nach IV niclit, 
wcnn dic Intcgration auf die voUslandigc ftegrenzung eines Fla-
chentheils ausgedehnt wird, innerhalb dcssen keine Vcrzweigungs-
punctc nnd keine Unstcligkcitspuncte ausser a sich befinden. 

Als Bcispicl diene 
<h 

G * 
/ . 
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Hier ist 
f { x _ _ 1 _ 1 

welclics fur z ~ i uncndlich wird, oline dass dieser Punct ein 

Verzweigungspunct ist (dic Function , 2 Iiat uberhaupt kcinc 
l -f- z 

Vcrzweigungspuncte). Fcrner ist 

also 

/
dz 

das Integrál auf einc den Punct i umgebendc gescblosscne Linie 
in der Riclitung der wachsenden Winkel ausgcdelint. 

Liegcn nun in einem Flachenstuckc T zwar kcinc Vcrzwei-
gungspuncte, wobl aber dic Unstctigkeitspunctc al9 a2, a3, ctc, 
und wird f (z) in dicsen Punctcn so uncndlich, dass dic Producte 
(z — «1) / (z), (z — #2) f (z), ctc* sich bestimmten endlichen Grenz-
wcrlhcn pi9 p2, ctc. nahern, sodass 

[lim [z — ajf(zj] =jh 
z = at 

[lim (z — a2) f {z)] = p2 

etc. 
ist, so crhalt man fúr das auf die ganze Bcgrcnzung von T er-
strecktc Integrál / / {z) dz den Werth (V. § 19) 

f{z) dz = 2ni[p1 +p2 + /?3 + ). 
In dem vorigen Beispiele wird 

auch fur z = — i uncndlich gross-, und fur diesen Punct cr­
halt man 

ih=[um T&\=_r [Um ̂ H ^ - r - Yi' 
also auf čine den Punct — i umgebende Linie erstreckt 

dz 

o 

h — — %. 1 + z* 
Fur eine Linie, wclchc beide Puncte + i und — i in der Rich-
tung der wachsenden Winkel umgiebt, wird daher dieses Integrál 
= % — % = 0. 

Vcrmiltelst solcher geschlossener Linicn, die nur einen ein-
zigen Unstetigkcitspunct umgeben, kann man nun innerlialb eines 
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Fláehenlhcils, der keine Verzweigungspuncte der Function / (z) 
enlhalt, die fiír verscliicdenc Inlcgralionswegc geltenden Wcrtlic 
der Integrále auf cinander bezieben. Wenn zwei AVege bec und 
bdc (Fig. 10) nur einen Unstctigkeitspunct a und keiuen Vcr-
zweigungspunet einseblicssen, so kanu der eine, z. B. bdc da-
dureli ersetzt werden, dass man dem anderen bec eine den Un-
stetigkeitspunct umgcbende gescblossene Linie bglib vorangelien 
lássl. Denn naeh IV. § 19 ist 

,/ {bghb) = J (bdceb) = J {bdc) - / {bec) 
also / {bdc) = J {bghb) + J {bec) 
oder aueh J {bec) ==— J{bghb) + / {bdc) 

= J{bhgb) + J {bdc). 
Fiff. 10. 

Ebenso verhalt es sich, wenn zwei Wegc mchrere Unslelig-
keitspuncte, aber keine Verzweigungspunete cínschliessen. Umge-
ben z. U. die Wege z{)ed und z{)cd (Fig. 11) zwei Unstetigkeits-
j)iuicte a und b, so ziclie man aus zQ um jeden derselben eine 
gcselilossenc Linie z0fgz{) und z{)likz(y Danu ist 

J {Z()f</Zi)) + J [z^hkz^ = J {z{)cdcz^ 
= / {z{)ed) — J [z0cd) 

also J {z0ed) — / {z{fgz{)) + J {zQhkz{)) + J {z0cd). 
Man kanu daber den einen Wcg dadurch ersetzen, dass m an dem 
andern gescblossene Linien um je einen der Unsteti gkeilspunclc 
vorbcrgelicn liisst. 

AVie sich das Integrál A um einen Unsletigkeitspunct a ver­
balt, wenn darin [z — a) f {z) nicht mehr einen endlicben Grenz-
werth hat, kanu crst spáler (Abscbnitt VIII.) bcstimnit Averden. 

§ 2 1 . 
Wir gehen nun zu dem Falle uber, dass der Unsteligkeits-

punct zugleich ein Verzweigungspunct ist, in welchem Falle er 
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niit b, und der Integralwerth fůr čino um ibn gclegtc Linie mil 
B bezeiclmet wcrden soli; wir nebmen an, dass in dicsem Punctc 
m Blatter der Flácbe zusammcnbangcn. Will man bier eine ge-
scblossene Linie baben, die den Punct b umgiebt, so muss die-
selbe m Umlaufc um b maehen, also z. B. die Pcripberie cines 
Kreiscs m Mal dureblaufen wcrden. Riemann fuhrt fůr diesen 
Fall stali, z cinc ncue Variable £ ein, indem er setzt 

£»• = * — &, 
welchc also fůr z=^b den Wertb 0 erhalt, und untersucht, wie 
sicb die Funclion / (z) als Function von £ belraebtet, an der 
Stelle £ = 0 vcrhiilt. Zu diesem Ende seben wir zuerst zu, 
welcbe Linie £ bescbrcibt, wáhrcnd z einen gesehlosscnen Kreis, 
d. li. also m Umlaufc um einen solebcn zurůcklegt. Setzt man 
wieder 

z — b = r (cos cp + i sin cp), 
also 

£ = : r
m (cos — w + i sin — cp) 

v m r ví ' ' 
X 

so bleibt r, also a uch rm conslant, und daher bcschrci]>t £ eben-
falls einen Kreis und zwar um den Nullpunct. Ilat aber z einen 
límlauf vollendct, sodass op von 0 bis 2 % gcwachsen ist, so ist 
1 2TT 

— cp von 0 bis — gcwachsen, also hat £ den ?nten Thcil der Pe-
ripherie zurůckgelcgt. Bei dcm zweiten Umlaufe dcs z bescbrcibt 
£ aufs Ncue einen wten Thcil der.Peripherie, und ebenso bci 
jedem ncucn Umlaufc dcs z. Ilat z daber m Umlaufe gemachl 
und ist auf scinen Ausgangspunct zurůckgekommcn, so hat £ die 
ganze Peripherie des Krcises gerade cinmal dureblaufen. Den 
m Flacbcntheilen, welcbe von dcm Rádius r wahrend jedeš Um-
laufes ůberstrichen werden, entsprechen also m Krcisscctoren, 
ieder mit dcm Gentriwinkel —. Diese fů&en sicb an einander 

und bilden zusammen eine cinfachc Krcisílachc. In Fig. 30. ist 
angenommen, dass in dein Punctc b drci Blatter zusammcnbangcn, 
welcbe uber den Verzweigungsschnitt bb' hinůber in einander 
ůbergeben. Die in den drci Blattern verlaufenden Kreislinicn šiml 
der Deutlicbkcit wegen neben einander gczcichnct, und die im 
lsten, 2len und 3ten Blattc verlaufenden Linien resp. durch eine 
ausgezogene Linie, durch Strichc und durch Punctc bezeichnet 
worden. Dann entspricht 
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der Fláche ede der Krcissector coe 
cfg „ 
ghe » 

dein ganzen von der geschlosse-
nen Linie cdefghc begrenztcn 
Fláchcntheile entspricht daber die 
einfaebe Rrcisíláche ce gc. Es 
ergiebt sich also, dass, wáhrend 
z, alle m Bláttcr durcblaufeiid, 
erst nach m Umláufen zu scinem 
Ausgangspuncte zuruekkommt, dics 
bei % sebou nach dem ersten Uni-
laule eintritt. Die Variable £ tritl 
dalicr aus ilirem ersten Ulalte niebt 
heraus, und folglich hat die Fune-
lion j\z) alsFunction von gbetrach-
tet an der Stelle £ = 0 keinen Ver-
zweigungspunct. Wenn wir dem-
nach in dem Integrále J f\z)dz ansgcdehnt auť einc gcschlossenc 
Linie, welche den Verzvveigungs- und Unstetigkcilspuncl b iim-
giebt, £ als Variable ciníuhren, so konnen wir die Betrachíung 
des vorigen § anwenden, weil £ = 0 kein Vcrzwcigungspunct, 
sondern cin blosser Unsteligkeilspunct ist. Es gehc nun durch 

i 

die Substitution von £=(z — b),n die Function f[z) in qp(£) uber; 
dann wird, weil dz = ??i^m~~~1d^, ist, 

Z? = rojV-1 9> (S d% = m j £'» <p (£) ̂  • 

i -

Setzt man der Kurze wegen—qp = ^, also g=rw*(cos^ +«siii^), 

so Avachst bei dem ganzen Umlaufe ijj von 0 bis 2#, und da wie 

oben Y = idý ist, so crhalt man 

B = m l £m (p (£) i di/j. 
o 

Nun ist der Annahme nach (p (£) ťur £ — 0 unendlich gross. 
Geschieht dics Unendlichwerden aber so, dass eins der Producte 

£<p(£), £ ^ ( £ ) , . . . . , g « - i i p © 

dog 
goc, 
Vig. 30. 
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sich einem endlichen Grenzwertbe nahert, so ist 
[ l imŠ»'(p(Š)] ř = o=0. 

Lásst man also den Rádius r der um den Punct b bcschriebenen 
Kreislinien ins Uncndliche abnebmen, so wird dann 

B= \f [z) dz s= 0. 
Kehren wir nun wieder zur Variablen z zurůck, so erbalten wir 
denSatz: Wenn das In teg rá l f f [z) dz auf eine geschlos-
sene Linie ausgedehn t wird, die cinen Uns te t igkc i t s -
punct umgieb t , der zugleich ein Verzweigungspunct 
i s t , in welchem m B lá t t e r der F l áche zusammenhán-
gen, so hat dasse lbe immer den Wer th Null , vvenn 
eins der P r o d u c t e 

1 2_ m — l 
[Z—lb)mf{z)9 [z-^hrf{z),..:.{z — b)>» f[z) 

sich einem end l i chen Grenzwer the naher t . 
Als Beispiel diene 

Jvur-
dz 

-z2){l — k2z2) 
Hier ist 

/ ( * ) = • V{1 — z2) (1 — k*z?) 
welches fíir z = 1 unendlich wird. Dieser Punct ist zugleich 
ein Verzweigungspunct, in welchem zwei Blátter zusammenhángen. 
Man setze daher 

¥=^z — i 
und erhált 

sodass in der That £ = 0 kein Verzweigungspunct fíir <p(g) ist. 
Nun erhált man 

\{z— 1)* f(z)] = flim 1 =1 s= * > lun 
I ' ' x ' I I t V(z-\-í) M — jfc»«^ I 

J Z = 3 l 

folglich ist 
[ l i m ( z - l ) / ( z ) ] = 0 

und daher a uch 
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wenn das Integrál liings einer den Punct z = l uiugebenden ge-
sclilossencn Linie gcnomnien wird. Denselben Wertb bat das In­
tegrál aucli, wenn die geschlosscne Linie cinen der drei anderen 
Verzweigungspuncte — 1, + y , — y umgiebt. 

Die Untersucliung, welehen Wertb das Integrál B bat, wcnn 
die Voraussetzungen des vorigen Satzes niebt erfúllt sind, kann 
erst spiiter (Abscbnitt VIII) vorgenoinmen werden. 

Fiinfter Abschnitt. 

Der Logarithmus und die Exponeiitialfunction. 

§ 22. 
Da wir in der Folgc von. einigen Eigenschaftcn des Loga­

rithmus Gebrauoh zu maeben genotliigt sein werden, so mússen 
wir fůr einen Augcnblick die allgemeinen Betracbtungen unterbrc-
clien und uns zuerst mit dieser speciellen Function besebaftigen. 
Dabei ersebeint es niebt unzweckmassig, diese Untersucliung ctwas 
vollstandiger zu fůhrcn, als es fůr die beabsicbtigte Anwendung 
nothwendig gewesen ware, und aucb gleicb daran die Betrach-
tung der aus dem Logarithmus folgenden Exponentialfunction an-
zuschliessen. Da wir es hier alsdann mit einern speciellen Falle 
der in den Abschnitten IX und X anzustellenden allgemeinen Un-
tersuchungen zu tliun bahen, so kann dies Beispiel aucb dazu 
dienen, fůr jene spáteren Betracbtungen die Vorstellungen zu 
fixiren. 

Wir bezeiebnen nach Riemann mit dem Namen Logarithmus 
jede Function f(z), welche die Eigcnschaft hat, dass 

f(z.u)=f(z)+f(u) (5) 
ist. Dadurch ist die Function bis auf eine Constante vollstándig 
bestimmt, denn wir werden daraus alle ihre Eigenscbaften ablei-
ten kónnen. Setzt man zuerst u = 1 und lasst z beliebig, so folgt 

f(z)=f{z)+f(l) 
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