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68 Abschn. IV. Integrale mit complexen Variablen. § 16.

auch die nimlichen Blitter znsammen. Aus diesem Grunde nennt
Riemann alle rationalen Functionen von 2 und z ein System
gleichverzweigter Functionen.

Vierter Abschnitt.

Integrale mit complexen Variabelen.

§ 16.

Man kann das bestimmte Integral von einer Function einer
complexen Verinderlichen genau in derselben Weise definiren,
wic dies bei reellen Variablen geschieht.

Es seien z, und z irgend zwei complexe Werthe der Varia-
blen z. Man denke sich die Puncte, welche diese beiden Werthe
reprisentiren, durch cine belichige ununterbrochene Linie ver-
bunden und nehme auf derselben eine Reihe eingeschalteter Puncte
an, welche den Werthen 2z,, z,, ... z, der Variablen entspre-
chen. Ist ferner / (z) eine Function von z, und bildet man die
Summe der Producte

[z (o —2) + 7 (=) (= 2) o + /(@) (e — =),
so ist der Grenzwerth derselben, wenn die Anzahl der zwischen
z, und z langs der beliebigen Linie eingeschalteten Werthe ins
Unendliche zunimmt, die Dilferenzen z;, — z,, z, — 2z;, elc.
also ins Unendliche abnehmen, das bestimmte Integral zwischen
den Grenzen z, und z, also

+ f (zn) (z - zn) :
Man sieht, dass diese Definition von der gewohnlich bei reellen
Variablen gegebenen in nichts Wesentlichem verschieden ist. Ein
Unterschied besteht allerdings darin, dass, wic es die Natur ciner
complexen Verinderlichen erfordert, der Weg, den dieselbe zwi-
schen der unteren und der oberen Grenze durchliuft, d. h. die
Reihe der dazwischen licgenden Werthe, nicht vorgeschrieben ist,
sondern durch jede ununterbrochene Linie gebildet werden kann.

f f(2) dz = lim [/ (z) (2, — 2o) + 7 (21) (2p — 2)) + ...
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Von dieser Linie, welche der Integrationsweg genannt wird,
ist das Intlegral durchaus abhingig.
Aus der Definition folgen unmittelbar folgende zwei Silze:
1) Bedeutet z, irgend cinen der von der Variablen durch-
laufenen Wcrtllc s0 ist

J/ dz::/f a’z+// az,
! // a’z:~j/ dz,

st
d. h. durchlanft (llL Variable die Lmle welche die stetige Auf-
einanderfolge ihrer Werthe darstellt, in umgekehrter Richtung,
so erhilt das Integral den entgegengesetzten Werth. .
Man kann ferner zeigen, dass, wic auch immer der lntegra-
tionsweg beschallen sein mag, das Integral

w :’/i/' (2) dz

~0
stets eine Function der oberen Grenze z ist. Denn setzt man
z=x+y zy=xy + i,
und nimmt an, der Integrationsweg sei durch irgend eine Be-
ziehung zwischen @ und y

9) E

721

P (.‘lt, y) = 0,
aus welcher
y =1 (x) und  x =12 (y)
folge, gegeben, so hal man
-+ iy
w= | [ (& + i) (dx + dy).
zy + iy,

Dies Integral zerlegt sich in zwei Theile; driickt man in dem
einen alles durch x, in dem andern alles durch y aus, so kann
man c:(,hrelben

o-—]f(x + v @) dx+z/f</1 ) + i) dy.
Yo
Hierin kann nun auch die Function / auf die Form einer com-
plexen Grosse gebracht werden, dadurch wird man auf lauter
reelle Integrale gefithrt und dann folgt unmittelbar, dass man auf
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die vorigen Integrale die bei reellen Integralen giltigen Difleren-
tiationsregeln anwenden kamn.  Alsdann erhalt man

M=t @)=/ + )

Cr=i )+ i) =i @+ )
Demmnach _ist w _ ;0w
oy ox’

also (nach § 5) w cine Function von z. Aus dem zweilen der
oben angefilhrten Sitze ergiebt sich danu, dass e auch als Func-

tion der unteren Greuze betrachtet werden kann.  Da ferner (§ 5)

Do __ 0w ist, so folgt auch

dz ox

dw
Dagegen darf der bei reellen Integralen giiltige Satz, dass, wenn
I (z) cine Function bedeutet, deren Derivirte = / (2) ist,

2

[r@a=re—re

%
geselzt werden kann, nicht ohne Weiteres auf complexe Integrale
iibertragen werden, denn, wie schon bemerkt, hingt der Werth
cines solchen nicht bloss von der oberen und unteren Grenze,
sondern auch von der ganzen Reihe der dazwischen liegenden
Werthe, d. h. von dem Integrationswege ab.

§ 17.

Um nun den Einfluss zu untersuchen, den der Integrations-
weg auf den Werth des Integrales hat, beginnen wir mit folgen-
der Betrachtung. Es sei

z=ux + iy

dic Variable, also  und y die rechtwinkligen Coordinaten des
darstellenden Punctes. Ilat man nun ein auf irgend einc Weise
bestimmt begrenztes Flichenstiick, welches aus einem oder auch
aus mehrerven Blittern Dbestehen kann, und bedeuten P und Q
zwei reelle innerhalb des Flichenstiickes iiberall endliche und
stetige Functionen von x und y, so soll zunichst bewicsen wer-
den, dass das auf das ganze Flachenstiick ausgedchnte
Flachenintegral

_jj (QQ—M’) dx dy
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dem iber die ganze Begrenzung des Flachenstiicks
erstreckten Linienintegral

D,
gleich ist. ,/ (Pdx + Qdy)

Wir werden diesen Satz nicht Dloss fiir den einfachsten Fall
beweisen, dass das Flachenstiick nur aus einem cinzigen Blatte
besteht und von einer einzigen einfach in sich zuricklaufenden
Linic begrenzt wird, sondern wir wollen auch gleich die Fille
mit beriicksichtigen, in welchen dic Begrenzung aus mehreren
abgesonderten geschlossenen Linien Dbesteht, die entweder ganz
ausser einander liegen Lkonnen, oder von denen cine oder meh-
rere von einer andern ganz umschlossen werden; endlich wollen
wir auch den Fall nicht ausschliessen, dass das Flachenstiick aus
mehreren Blittern besteht, welche iiber die Verzweigungsschnitte
hiniiber in einander ubergehen. Alsdann werden wir jedoch an-
nehmen, dass das Flichenstiick keine Verzweigungspuncte enthilt,
in denen die Functionen P und 0 unendlich oder unstetig wer-
den. Es muss pun aber, um alle diese Fille zu umfassen, etwas
Bestimmtes {iber den Sinn der Begrenzungsrichtung festgesetzt
werden. Wenn wir, wie es iblich ist, annchmen, dass die po-
sitiven Richtungen der zx- und y-Axe so liegen, dass cin im
Nullpuncte stehender und nach der positiven Richtung der x-Axe
binblickender Beobachter die positive y-Axe zu seiner Linken
sicht, so wollen wir die positive Begrenzungsrichtung so
annehmen, dass jemand, der dieselbe in dieser Richtung durch-
lauft, das begrenzte Flachenstiick stets an der linken Seite hat.

Man kann dies auch so ausdriicken: Fig. 21.
In jedem Puncte der Begrenzung

liegt die in das Innere des Flachen-

stitcks gezogene Normale zur posi- /

tiven Begrenzungsrichtung so, wie /

die positive y-Axe zur posiliven x-
Axe. Besteht z. B. die Begren-
zung aus einer ausseren geschlos-
senen Linie und einem ganz inner-
hally derselben liegenden Kreise, so
dass die innerhall dieses Kreises
liegenden Puncte sich ausserhalb des begrenzten Flachenstiicks
befinden, so ist bei der iusseren Linie *die positive Begrenzungs-
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vichtung die der wachsenden Winkel, bei dem kleinen Kreise da-
gegen dic entgegengeselzte, wie es die Pleile in Fig. 21 andeu-
ten. Bei dem Linienintegrale nun, von welchem wir beweisen
wollen, dass e¢s dem angegebenen Flichenintegrale gleich ist,
muss dic Integration iiber diec ganze Begrenzung in der chen er-
liuterten positiven Richtung erstreckt werden.

Wir schreiben das Integral J in der Form

. oao r.al)
J :_—'/!/ 7o Qedy ——'/jj Fm dxdy,

und kéannen dann in dem ersten Theile die Integration nach x,
im zweiten Theile die nach y ausfihren.  Zu diesem Zwecke zer-
legen wir finr das erste Integral das Flichenstiick in Elementar-
streifen, welche durch cinander unendlich naheliegende, der z-Axe
parallel laufende Gerade gebildet werden, und im Falle Verzwei-
gungspunctc vorhanden sind, tragen
wir Sorge, dass durch jeden der-
selben eine solche Gerade hindurch
gehe.  Dadurch zerfalll das ganze
Flachenstiick in unendlich schmale
trapezformige Steeifen. In Fig. 22
sind z. B. hei einer aus 2 Blittern
bestehenden Fliche, welche durch
cine einen Verzweigungspunct zwei-
mal umgehende geschlossene Linie
begrenzt ist, mehrere solcher tra-
pezformigen Stiicke dargestellt, wo-
bei dic im zweiten Blatte verlaufenden Linien punctirt sind. Ilebt
man nun irgend cinen, ecinem belichigen Werthe von y angeho-
vigeir, dicser Elementarstreifen heraus, d. h. wenn die Fliche
aus mehreren Blittern Dbestelt, alle dicjenigen in den verschie-
denen Blittern unmittelbar unter cinander liegenden Elementar-
streifen, dic demsclben Werthe von y angehoren, und hezeichnet
dic Werthe, welche die Function O an denjenigen Stellen besitzt,
wo der Elementarstreifen die Begrenzung durchschneidet, von
links nach rechts gerechnet (d. h. in der Richtung der posiliven
x-Axe) an den Eintrittsstellen mit

01’ 02) 03----
und an den Austrittsstellen mit

0,7 0”) 0,”; .

(R}



<

Abschn. 1V. Integrale mit complexen Variablen. § 17. 3
so ist (Iig. 23)
N 0 , % i
SR ar =m0 0t O =)

also
/j 2 dxdy:/ — 0, dy +/0’ dy +/~()2dy+ ..... .
In den Integralen rechter Hand ig. 23.

durchlault y alle Werthe vom
lleinsten bis zum grossten, dy
ist also immer posiliv zu neh-
men. Bezeichnel man abcraffA
die Projectionen der durch
die Elementarstreifen aus der
Begrenzung herausgeschnitte-
nen  Bogenelemente auf die

y-Axe, in dersclben Reihen- N P

. . ~~ 7-v~
folge wie oben genommen, an i
den Eintrittsstellen durch dx

Ay, dyy, dyy, oo
und an den Austrittsstellen durch
ay’, dy”, dy”. .. ..

*) Man bemerke dass diese Gleichung auch dann noch richtig bleibt,
wenn ?}; an irgend einer Stelle, iiber die sich die Integration erstreckt,
unendlich oder unstetig wird, wenn nur Q an dieser Stelle keine Un-
terbrechung der Stetigkeit erleidet. Ist n#mlich /' (2) eine Function
der reellen Variablen a, welche an eciner Stelle & = « stetig ist, wiih-
rend ihr Differentialquotient /* (x) an dieser Stelle eine Unterbrechung
der Stetigkeit erleidet, so nehme man zu beiden Seiten von ¢ zwei un-
endlich nahe an @ liegende Werthe a3 und ax an, Liegt dann in dem

Integrale
|
[r @ a
e
Za

@ zwischen den Grenzen a, und @, und bleibt f(x) zwischen denselben
stetig, wihrend f’ () nur an der Stelle 2 = a unstetig ist, so kann
man setzen

xh

Dxl ? 'xl
Jf(x) dx ::lim[/f’ () dx+//"(m)dx],
Ty '.fcﬂ P

wo der Grenziibergang sich auf das Zusammenfallen von x, und x) mit
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und nimmt auf die posilive Begrenzungsrichtung Riicksicht, so

ist (Fig. 23)

dy::_ (1.7/'::——(1!/2:_—~—a'.;/3:....
= 4+ d‘l/, = + d]/”: + dy"':. cee
folglich
. )r)’) ? , , ° v
//5' deedy :/(), dy, + [0 dy +'/(;2 dyy + -

In allen diesen Integralen ver-
indert sich y im Sinne der
positiven Begrenzungsrichtung,
Bl . Jaher vereinigen sich alle zu
cinem cinzigen, und man er-
halt

» () ?
f/ g: dxdy :J()dy,

wenn das letztere Integral aufl
die ganze Begrenzung in po-
sitiver Richtung erstreckt wird.

Ebenso kann man nun auch
da das zweile Integral

@ aap )
'/l/ Em dxdy

behandeln. llier zerlegt man das Flichenstiick in Elementarstrei-
fen durch gerade Linien, welche der y-Axe parallel laufen und -
lasst durch jeden Verzweigungspunct eine solche Gerade hindurch-

Fig, 23.

\
A
Iy
7

a bezicht. Da nun /*(x) von x, bis @, und von x; bis x, stetig ist, so folgt

x
/ﬂ@wm=nmvun—fwo+/wo~/@m
2

und da /' (x) an der Stelle = a stetig ist, also beim Uebergang zur
Grenze f (x;) und /' (xx) einander gleich werden, oder

lim [/ (&) — / (@)] = 0
ist, so hat man trotz der Stetigkeitsunterbrechung von /¥ (x) zwischen
den Grenzen des Integrals doch

Z

Dieser ¥Fall ist hier mit. zu beriicksichtigen, da sich spiter zeigen wird,
dass die Derivirten stetiger Functionen in den Verzweigungspuncten
nnendlich gross werden kionnen (§ 39).
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gelin.  Bezeichnet man dann die Werthe, welche die Function 2
an den Stellen hat, wo cin Elementarstreifen die Begrenzung
durchschneidet, diese Werthe der Reihe nach von unten nach
oben (ndmlich in der Richtung der positiven y-Axe) gerechnet,
an den Eintritlsstellen mit

P, D, D, ....
und an den Austrittsstellen mit

r,r,r7,.. ... ,
so ist wieder

/J'%’dxdy:—Jpl dx +/1]' dx-—fp, dv 4 - ,

und darin ist dx posiliv. Bezeichnen aber
dx,, dx,, dxy, ....and do/, dz”, dx”, ....
die Projectionen der herausgeschnittenen Bogenelemente, so ist
mil Bericksichtigung der posiliven Begrenzungsrichtung
d’t:+dx1—+d%‘2:+dx3 —_ ..

rr

und daher —dy = —dr = —dr = ...

fj apdxd/__—fl’l dx, — [P ax — [Py dwy — - . :

worin wieder das Integral auf die ganze Begrenzung in pesitiver
Richtung auszudehnen ist. Setzt man nun beide Inl:COI'aIe Zu-
sammen, so folgt, \’\Elb zu beweisen war,

I f 0 _ ’a;) dudy = f (Pdz + Qdy),

das Linienintegral auf die ganze Begrenzung in positiver Richtung
erstreckt.

Dieser hierdurch fiur reelle FFunctionen 2 und ( bewicsene
Satz kann sofort fiix den Fall erweitert werden, dass P und 0
complexe Functionen der recllen Variablen 2 und y sind. Nim-
lich setzt man

P=r 4iP" 0=0+i0,

worin ', P”, Q’ Q" reclle Functionen von x und y bedeuten, so ist

ff 81’) dxd/—// QQ:_Z)_?P’_) dxdy
+ j J _?ﬁ'> dxdy,

und wenn man den Satz auf dle reellen Theile der rechten Seite
anwendet,
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::J " dx + O dy) + 2'] (" dx + 7 dy)
= j (Pds + Ody).

Wir haben bisher angenommen, dass innerhalb des betrach-
teten Flichentheils keine Verzweiguugspaucte oder andere Puncle
licgen, in” denen 2” oder O unstetig ist. Um nun auch solche
Flichentheile mit in die Betrachtung hineinziehen zu kinnen, ha-
ben wir nur nothig, solche Puncte mit belichig klcinen (wirklich)
geschlossenen Linien zu umgeben und dadurch auszuschliessen,
wobei dann diese Linien mit zu der Begrenzung des Flichentheils
gehoren.

S 18.
Aus dem vorigen Satze folgt sogleich der folgende: Wenn
Pdx 4+ Ody ein vollstandiges Differential ist, so ist
L J das Integral f (Pdx 4 Ody) ausgedehnt auf die ganze
Begrenzung eines Flichenstiicks, innerhalh dessen
P und O endlich und stetig sind, gleich Null. Denn
wenn ldx 4+ Ody ein vollstindiges Differential ist, so ist
or __ o0
oy~ ox’
also verschwinden alle Elemente des Flachenintegrals, welches
dem Linicnintegrale gleich ist, und folglich ist dieses wie jenes
gleich Null. '

Wenn nun w=/[(2)
eine Function einer complexen Variablen z = x 4 4 ist, so ist
LS 5 (1)] Do _ ;o _00w)
oy~ T ox  ox ’
folglich

wdre + avdy AW w (de + idy) oder wdz
ein vollstandiges Differential, und daher

f/'(z) dz =0,

L) wenn dieses Integral iiher die ganze Begrenzung ei-
nes Ilichenstiicks ausgedehnt wird, innerhalb des-
sen /(z) endlich und stelig ist.

Hiceraus folgt weiter: Lasst man die Veranderliche z zwischen
zwei Puncten ¢ und b zwei verschiedene Wege ach und adb
(Fig. 24) durchlaufen, welche zusammen eine geschlossene Linie
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bilden, die fiir sich allein ein Flichenstiick ™ Fig. 24.
vollstindig begrenzt, und ist innerhalb des so
begrenzten Ilichenstiicks /(z) endlich und
sletig, so ist uiber die geschlossene Linie er-

streckt .'/f(z) dz — 0.

Um cin auf einem bestimmten Wege genom-

menes Integral kurz zu hezeichnen, wihlen

wir den Buchstaben J und fiigen demsclben &

den Integrationsweg in Klammern hinzu, sodass z. B. das aufl dem

Wege ach genommene Integral ff(z) dz durch J (acb) angedeutet

wird. Dann kann man die letzte Gleichung schreiben
J(acbda) = 0.

Nun ist aber (§ 16)

J(acbda)=J (acb) + J(bda)
und J(bda) = —J(adb),
also folgt
: J(ach)=J(adb).
Das Integral [ f(z) dz hat also auf zwei verschiede-
nen, dieselben Puncte verbindenden Wegen immcr]
denselben Werth, wenn die beiden Wege zusammen- 1.
genommen ein Flachenstick vollstindig hegrenzen,
in welchem /(z) endlich und stetig ist.

Hat man nun ein zusammenhingendes Flichenstiick, in wel-
chem /(2) endlich und stetig bleibt, von der Beschalfenheit, dass
jede darin gezogene (wirklich) geschlossene Linie fiir sich allein
die vollstindige Begrenzung eines Flichentheils bildet, so hat das
Integral _f /[ (z) dz auf allen Wegen zwischen denselben zwei Punc-
ten denselben Werth. Léasst man die untere Grenze z, constant
sein, so ist also innerhalh eines solchen Flichenstiickes das In-
tegral eine einwerthige Function der oberen Grenze, und bezeich-
net F (z) eine Function, deren Derivirte = / (2), so ist inner-

z
halb jenes l<‘l$ichenstiicksﬁ(z) dz == F (z) — F (z)), da in die-
%
sem Falle der Werth des Integrals von dem Integrationswege un-
abhingig ist.
Es tritt hier die grosse Bedeutung hervor, welche solchen
Flichen zukommt, in denen jede geschlossene Linie fir sich allein
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dic vollstandige Begrenzung eines Flichentheiles bildet.  Riemann
hat die Flichen von dieser Beschaffenheit mit dem Namen ein-
fach zusammenhangende Flachen bezeichnet. Eine solche
ist z. B. cine Kreisfliche. Ist in einer solchen / (z) iiberall ste-

z
d
tig, so ist, wie bemerkt, j /(z) dz in derselben eine einwerthige
Zo

I'unction der oberen Grenze. Wenn dagegen /() in einer Kreis-
fliche unendlich gross wird, z. B. nur in einem Puncte @, und
umgiebt man diesen, um ein Flichen-
stiick zu erhalten, in welchem f(z) ste-
tig bleibt, mit einem kleinen Kreise £,
und schliesst den Punct ¢ dadurch aus,
so ist die so entstehende ringformige
Fliche (Fig. 25) nicht mehr einfach zu-
sammenhingend; denn ecine Linie 7,
welche den kleinen Kreis £ ganz um-
schlicsst, bildet fir sich allein noch
nicht die vollstindige Begrenzung eines
Flachentheils, sondern erst 7 und % zusammen Demnach hat
zwar das aul m und % zugleich erstreckte Integral den Werth
Null, wenn aber das auf £ allein ausgedehnte Integral nicht gleich
Null ist, so kann auch das lings m genommenc nicht Null sein.
Innerhalb ciner solchen Fliche, welche Riesmann mehrfach zu-
sammenhidngend nennt, kann daher die Abhangigkeit des In-
tegrals von dem Integrationswege bestehen bleiben und dann das
Integral eine vicldeutige Function der oberen Grenze sein.¥)

Fig. 25.

§ 19.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass die Function /(z)
in dem zu betrachtenden Ilichenstiicke uiberall stetig sei, fallen
und gehen zur Untersuchung von Integralen iiber, deren Integra-
tionswege Flachentheile begrenzen, in denen die Function nicht
mehr iberall stetig ist.

Wenn f (z) in irgend einem Puncte eines Flachenstiickes un-
endlich oder unstetig ist, so soll ein solcher Punct ein Unste-
tigkeitspunct genannt werden. Er kann zugleich ein Verzwei-

*) Siehe Abschnitt IX und X.
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gungspunct sein oder auch nicht. Giebt es nun in einem Fla-
chenstiicke Unstetigkeitspuncte, so ist man nicht mehr in allen
Fallen berechtigt zu schlicssen, dass das tber die ganze Begren-
zung des Fliachenstiicks ausgedehnte Integral den Werth Null
habe, weil der Beweis dieses Satzes wesentlich auf der Voraus-
setzung beruht, dass f(z) innerhalb des Flachenstiickes nicht un-

stetig wird. Aber man kann zeigen, dass, welchen Werth-

das Integral auch haben mag, es seinen Werth nicht
indert, wenn man das Flichenstiick um beliebige
Stiicke vergrossert oder verkleinert, wenn nur /f(z)
innerhalb der hinzugekommenen oder ausgeschiede-
nen Flichentheile endlich und stetig ist. Denn wird
erstich cin hinzukommendes oder ausgeschiedenes Flachenstiiclk
selbst von ciner Linie vollstindig begrenzt, wie z. B. 4 oder B
(Iig. 26, wo abcda die urspriingliche Begrenzung sei), so ist,
wenn /(z) innerhalb 4 und B stetig ist, das auf die Begrenzung
von A oder B erstreckie Integral gleich Null; es kann daher die
Begrenzung von 4 oder & beliebig der urspriinglichen Begren-
zung hinzugefiigt werden, ohne dass der Werth des Integrals sich
andert. Wird aber das hinzugckommene oder ausgeschiedene
Flichenstiick zum Theil von der urspriinglichen Begrenzung mit
begrenzt, wie /dcb oder bedeb, so ist
J(b/d) =J(bed)=J (bed),

wenn /(z) innerhalb jener
Flachentheile stetig ist. Da-
her kann der Begrenzungs-
theil bcd beliebig durch
bfd oder bed ersetzt wer-
den, ohne dass das Integral
seinen Werth andert. [lier-
aus folgt weiter, dass man
auch eine geschlossene Li-
nie, welche entweder allein
die Begrenzung eines Fla-
chentheils bildet oder doch
zu den Begrenzungssliicken eines solchen gehort, durch eine be-
liebige weitere oder engere geschlossenc Linie erselzen kann,
wenn nur dadurch keine Flichentheile ein- oder austreten, in
denen [ (z) unendlich oder unstetig wird, denn um z. B. abcda

Fig. 26.

Uy,
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in ghkg zu erweitern, braucht man nur zuerst bcd durch bhkd
und dann dab durch dkghd zu ersetzen. Endlich kann man
auch ein Flichenstiick abcda (Fig. 27) durch ein ringformiges
Fig. 21, Stitck, das von der Linie dldch
4 und der Linie 7 begrenzt wird,
- vergrossern, wenn nur die Func-
z @ @ tion [ (z) in dem Ringe stetig
bleibt, mag sie auch innerhalb
m unstetig werden. Denn unter
=~ 4 dieser Voraussetzung ist
J(bidcd) + J (m) = 0.
Setzt man also
J(dabecd) =S,
so ist auch
S=J (dabcd) + J (bldcb) + J (m)
=J (dab) + J (becd) + J (la) + J (dcb) + J (m)

und da

J(cad) + J (dch) =0
ist, S=J (dab) + J (bld) 4+ J (m)
oder S=J (dabld) + J (m).

In abnlicher Weise lasst sich die Richtigkeit des Satzes in allen
Fillen darthun. Ganz allgemein aber, auch fiir. Flichenstiicke,
dic aus mehreren Blittern bestehen, kann er so bewiesen wer-
den. Wird cine beliebige Flache 7" so in zwei Theile 4 und 2
getheilt, dass f(2) in A stetig ist, und bezeichnet man das uber
die Begrenzung eines Theiles, z. B. 4 erstreckte Integral f [(z)dz
durch J (4), so ist

J(4)=0.
[Taben nun die Theile 4 und B keine gemcinschaftlichen Begren-
zungsstiicke, so bilden die Begrenzungen von A4 und B zusam-
men die Begrenzung von 7' und daher ist

J(T)=J (4) 4+ J (B)

und folglich auch

J(T)=J (B).
Gehoren dagegen gewisse Linien € sowoll zur Begrenzung von 4,
als auch zu der von B, so werden diese Linien, wenn man die
Begrenzungen von 4 und B hinter einander in der positiven
Richtung durchlanft, zweimal und zwar in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen; die lings C genommenen Integrale heben sich
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daher auf; die iibrigen Begrenzungstheile von 4 und 2 aber bil-
den dic ganze Begrenzung von 7', und daher hat man wicder
J(T) =17 (d) + T (B)
und folglich
J(T)=J (D).

Da nun hiernach der Theil 4 aus der Fliche 7 ausgeschieden
werden kann, so kann auch umgekehrt eine Fliche B durch Hin-
zufiigung einer Fliche A, iu welcher die Function stetig bleibt,
erweitert werden, ohne dass das Begrenzungsintegral sich indert.

Ilicrauf stiitzt sich nun ein anderer wichtiger Satz. Bildet
cine geschlossene Linic (Z) fir sich allein die vollstindige Be-
grenzung cines Ilichentheils, und wird die Function f (z) inner-
halb desselben in den Puncten @, a,, a,, - - - - unstetig, so um-
gebe man jeden cinzelnen dieser Puncte mit einer beliebig kleinen
geschlossenen Linic, z. B. mit einem kleinen Kreise, der aber,
wenn ciner dicser Unstetigkeitspuncte zugleich cin Verzweigungs-
punct ist, so viele Male durchlaufen werden muss, als Blitter in
letzterem zusammeénhiingen. Alsdann bilden alle diese Kreise, die
mit {4,), (4,), (4,), - - + - bezeichnet werden mogen, mit der dusse-
ren Linie (/) zusammen die Begrenzung cines Flichenstiickes, in
welchem /(z) stetig ist. (Fig. 28, wo dic Fig. 28.
punctirten Linien im zweiten Blatte ver- Ve
laufen). Folglich ist das auf diesc ganze
Begrenzung in positiver Richtung er-
streckte Integral ff(z) dz gleich Null.
Wird nun aber die iussere Linie (/) in
der Richtung der wachsenden Winkel
durchlaufen, so missen die kleinen \ =~ -
Kreise (4,), (4,), (d45), ---- in der
Richtung der abnehmenden Winkel :
durchlaufen werden. Bezeichunet ‘man daher die auf die Linien
(D), (4), (4,), (43), - - - - in der Richtung der wachsenden Winkel
erstreckten Integrale [ /(2)dz resp. mit I, 4,, Ay, Ay, -+, so ist

I— 4 —d)—4y....=0

.
,
X3

%

und folglich

I=d + dy+ dy 4 ... .
Befindet sich nun die Linie () in einem TFlichensticke 7, wel-
ches keine anderen Unstetigkeitspuncte enthilt, als die von ihr

umschlossenen a,, a,, a,, . ..., so behédlt das Integral I nach
Durége, Funct. compl. Var, [
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dem vorigen Satze scinen Werth, wenn e¢s auf die Begrenzung
von 7 ausgedehnt wird, und daher erhalten wir den Satz: Das
Integral [/ (z) dz, ausgedehnt aufl diec ganze Begren-
zung cines Flachenstiicks 7, ist gleich der Summe
rder Integrale lings kleiner geschlossener Linien,
welche die simmtlichen innerhalb 7 befindlichen Un-
stetigkeitspuncte einzeln umgeben, alle Integrale in
derselben Richtung genommen.

§ 20.

Durch die vorige Betrachtung sind wir nun aufl dic Unter-
suchung solcher 'geschlossencr Integrationswege gefithrt worden,
welehe nur cinen einzigen Unstetigkeitspunct umgeben.  Dabei
miissen wir aber unterscheiden, ol der Unstetigkeitspunct zugleich
ein Verzweigungspunct ist, oder nicht.  Betrachten wir zunerst
cinen Punct @, welcher nicht Verzweigungspunct ist, und in wel-
chem 7 (z) unendlich gross wird. Nimmt man das Integral

s
A :Jf(z) dz

lings ciner diesen Unstetigkeitspunct umgebenden Linic, welche

weder cinen andern Unsteligkeitspunct noch auch cinen Verzwei-

gungspuncl cinschliesst, so kann diese durch cinen kleinen Kreis

um den Punet ¢ mit dem Radius » erseizt werden, welchen man

auch ins Unendliche abnehmen lassen kann, ohne dass der Werth
des Integrals sich éndert.  Schreibt man dann

A= / (2 —d) [ (2) T

./ T—a

nnd selzt s—a =7 (cos ¢ + isin @),

Fig. 20, so bleibt, wenn z den kleinen Kreis

durchliuft, 7 constant, und ¢ wichst

z von () bis 2z. Dabei wird angenom-

Z men, dass der Punct z seine Bewe-

- /Z” gung aus dem Puncte z, beginne, in

welchem eine aus ¢ mit der posili-

ven ITauptaxe parallel gezogene Gerade

; — X den Kreis durchschneidet (Fig. 29).

Dies ist gestattet, da der Anfangs-

purict der Bewegung willkiirlich gewiihlt werden kann. Um nun
=

durch 7 und ¢ auszudriicken, hemerke man mit Riemann,
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dass dz cinen von cinem beliebigen Puncte z der Peripherie des
Kreises ausgehenden unendlich kleinen Kreishogen bedeutet, dessen

Centriwinkel = dg ist. Bezeichnet man den Endpunct dieses
unendlich kleinen Kreishogens mit 2, so ist
dz Sz
dz=2 —z , =S
L a T—a

Nun ist aber § 2. S. 20 gezeigl worden, dass

’ ’

— (— cos @ + 7 sin @)

T nz

ist, wo « den Winkel @2 bedeutet. Dieser ist in unserem Falle

z —

cin Rechter, also
dz .o
- 7 ~-
= oz

Die Linie z2" ist ein Kreishogen mit dem Centriwinkel de, also

== pdp, 4z der Radius, also = r, folglich erhill man
dz . rdy .
- =7 -/ 2 .
z— 7 ’ ](p
Setzt man dies ein, so folgt
27

a) [ (z) i de.

b

I
-

[3)

|

Lisst man jelzt den Radius 7 des Kreises ins Unendliche abneh-
men, so nihern sich die Puncte z der Peripheric des Kreises
dem Punete @, = — @ also der Null, wihrend 7 (z) unendlich
gross wird.  Wenn nun der Fall eintritt, dass /' (2) fiv z =«
so unendlich wird, dass das Prodncl (z — @) /(z) sich cinem De-
stimmten endlichen Grenzwerth p nithert, also

(lim (z — @) /' (2)] =7

i=a

ist, so folgl 27
A :jpz'(hp = 2mip,
4]
und dadurch ist der Werth des Integrales dureh den Grenzwerth
von (z — a) [/ (z) ausgedritckt, wenn derselbe cin endlicher wnd
hestimmter ist. Dieser Werth von A iindert sich nach IV nicht,
wenn die Integration auf die vollstindige Begrenzung cines Fli-
chentheils ansgedehnt wird, innerhalb dessen keine Verzweigungs-
puncte und keine Unsteligkeitspuncle ausser @ sich befinden.
Als Beispiel diene
dz

1422
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Ilier ist
1 1
T =11==c—9e+v’

welches fiir z = unendlich wird, olhne dass dieser Punct cin

Verzweigungspunct ist (dic TFunclion hat @berhaupt keine

1
1422
Verzweigungspuncte).  Ferner ist

p= [lim ;1] — [lim 44} =2,
1422 | 2t =g 21

e
142277

das Integral auf eine den Punct ¢ umgebende geschlossene Linie
in der Richtung der wachsenden Winkel ausgedehnt.

Licgen nun in ecinem Flichenstiicke 7' zwar keine Verzwei-
gungspuncte, wohl aber dic Unstetigkeitspuncte «,, a,, a,, cle.,
und wird /(z) in diesen Puncten so unendlich, dass die Producte
(z—ay) [ (2), (z—ay) [ (2), ete. sich bestimmten endlichen Grenz-
werthen py, p,, etc. nidhern, sodass

llim (= —a) /7 )] =,

(im (z —a)) /()] _ = pe
=a,
et
ist, so erhilt man fiir das auf dic ganze Begrenzung von 7' er-
streckte Integral [/ (2) dz den Werth (V. § 19)

[ () dz =27 (p, + py +p3 +---++).
In dem vorigen Beispiele wird
1
=15z

auch fir z = — 7 unendlich gross, und fir diesen Punct er-

also

hilt man

T ol T 1 . ﬁlg,
Py = [llm 1+22:|z:——i_ l:hm z—ij|, T T

also auf cine den Punct — 7 umgebende Linic erstreckt

dz 7
1427 7

I'iir eine Linie, welche beide Puncte 4- ¢ und — 7 in der Rich-
tung der wachsenden Winkel umgiebt, wird daher dieses Integral
= — 1w — ().

Vermiltelst solcher geschlossener Linien, die nur einen ein-
zigen Unsletigkeitspunct nmgeben, kann man nun’ innerhalb eines
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Flichentheils, der keine Verzweigungspuncte der Function f (z)
enthilt, die file verschiedene Integrationswege gellenden Werthe
der Integrale aufl cinander bezichen. Wemn zwei Wege dec und
bdc (Fig. 10) nur cinen Unsteligkeitspunct @ und keinen Ver-
zweigungspuncl  einschliessen, so kann der cine, z. B. bdc da-
durch ersetzt werden, dass man dem anderen dec eine den Un-
stetigkeitspunct umgebende geschlossene Linie 0 g2 0 vorangehen
lisst. Denn nach 1V. § 19 ist
J (bghb) =1J (bdceb) = J (bdc) — J (bec)

also J(bde) =JLghd) + J(bec)
oder auch J (bee) =— J(bghb) + J (bdc)
=J (0hgd) + J (bdc).

Fig. 10. Fig. 11,

€

/
( §
4 :
Ebenso verhilt es sich, wenn zwei Wege mechrere Unsletig-
keitspuncte, aber keine Verzweigungspuncte cinschliessen. Umge-
ben z. B. die Wege z,ed und z,ed (Fig. 11) zwei Unstetigk cits-
puncte @ und b, so ziche man aus z, um jeden derselben cine
geschlossene Linie z,/gz, und z,hkz, Dann ist
J(z/92) + J (2l kz)) = J (zyedcz,)
=J (z,¢d) — J (z,cd)
also  J (zged) = J (zyf92,) + J (zohkz) + J (z,ca).
Man kann daher den cinen Weg dadurch crsetzen, dass man dem
anderu geschlossene Linien um je einen der Unsteti gkeitspuncle
vorhergehen lisst.
Wie sich das Integral 4 um cinen Unstetigkeilspuncl a ver-
halt, wenn darin (z — a) / (z) nicht mehr cinen endlichen Grenz-
werth hat, kann erst spéter (Abschnitt VIIL) hestimmt werden.

§ 21.

Wir gehen nun zu dem Falle tiber, dass der Unstetigk eits-
punct zugleich ein Verzweigungspunct ist, in welchem Falle er
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wmit o, und der Integralwerth fir cine um ilin gelegle Linie mit
D bezeichnet werden soll; wir nehmen an, dass in diesem Puncle
m Blatter der Fliche zusammenhingen. Will man hier eine ge-
schlossene Linie haben, die den Punct b umgiebt, so muss dic-
selbe 2z Umldufe um & machen, also z. B. die Peripherie cines
Kreises 2 Mal durchlaufen werden, Réiemann fthrt [ir dicsen
Fall stalt z cine ncue Variable ¢ cin, indem er setzt
¢ —=2—0,
welche also fur z =20 den Werth ( erhilt, und untersucht, wic
sich die Funclion / (2) als Function von § betrachtet, an der
Stelle € == 0 verhiilt.  Zu diesem Ende schen wir zuerst zu,
welehe Linie § beschreibt, wihrend z cinen geschlossenen Kreis,
d. h. also 7 Umldufe wm einen solchen zuriicklegt.  Setzl man
wieder
z— b =1 (cos @ + ¢sin @),

also
1

g =" (cos 5; @ + ¢ sin 1 )

m

EY
so bleibt 7, also auch »” constant, und daher beschreibt & ehen-
falls cinen Kreis und zwar um den Nullpunct. 1lat aber z cinen
Umlauf vollendet, sodass ¢ von 0 bis 2# gewachsen ist, so ist

1 . 27 ——
— @ von 0 bis —= gewachsen, also hat & den mten Theil der I'e-

ripherie zuriickgelegt. Bei dem zweiten Umlaufe des z beschreibt
¢ auf’s Neue cinen mten Theil der Peripherie, und chenso bei
jedem neuen Umlaufe des z. Ilat z daber m Umliufe gemacht
und ist auf seinen Ausgangspunct zuriickgekommen, so hat § die
ganze Peripheric des Kreises gerade einmal durchlaufen.  Den
m Flichentheilen, welche von dem Radius » withrend jedes Um-
laufes iberstrichen werden, entsprechen also m Kreissectoren,

. . - 2w . . . .
jeder mit dem Centriwinkel —=. Diese figen sich an einander

und bilden zusammen eine cinfache Kreisllaiche. In Fig. 30. ist
angenommen, dass in dem Puncle b drei Blatter zusammenhingen,
welche aber den Verzweigungsschnitt 59 hiniiber in  einander
iibergehen: Die in den drei Blittern verlaufenden Kreislinien sind
der Deutlichkeit wegen neben einander gezeichnet, und die im
Isten, 2len und 3ten Blatte verlaufenden Linicn resp. durch cine
ausgezogene Linie, durch Striche und durch Puncte bezeichnel
worden. Dann entspriclit
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der Fliche cde der Kreissector c¢oe’

» ey . coyg

’ ’

) ”” [/]ZC » s goc,
dem ganzen von der geschlosse- Fig. 30.

nen Linie cdefghc begrenzten
Flichentheile entspricht daher die
cinfache Kreisfliche c'¢'g'c’. s
ergicht sich also, dass, wihrend
z, alle m Blatter durchlaufend,
erst nach 22 Umliufen zu scinem
Ausgangspuncte zuriickkommt, dies
bei € schon nach dem ersten Um-
laufe ecintritt. Die Variable ¢ tritt
dalier aus ihrem ersten Blatte nicht
lieraus, und folglich hat die Func-
tion /{z) als I'unction von ¢ betrach-
tet an der Stelle £=0 keinen Ver-
zweigungspunct.  Wenn wir dem-
nach in dem Integrale f/'(z) dz ansgedehnt aufl eine geschlossene
Linie, welche den Verzweigungs- und Unstetigkeitspunct & um-
giebt, ¢ als Variable einfithren, so konnen wir die Betrachtung
des vorigen § anwenden, weil §==( kein Verzweigungspunct,
sondern ein blosser Unstetigkeitspunct ist. ks gehe nun durch
1

dic Subslitution von &= (z—2&)" dic Function /(z) in ¢ (£) iiber;
damn wird, weil dz ==m §»—1dg, ist,

D= mfg"“l o () dE=m / & (g '?-

. 1 —- ..

Selzt man der Kirze wegen 7;(;0:4/;, also §=r"(cos 4 ¢siny),

so wiichst bei dem ganzen Umlaufe 3 von 0 bis 2z, und da wic
d¢

oben T = idy ist, so crhilt man

2n

p=n [trg@iap

Nun ist der Annahme nach ¢ (§) fir §==0 unendlich gross.
Geschielit dies Unendlichwerden aber so, dass eins der Producte

9@, Ep@©),..... " 19
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sich einem endlichen Grenzwerthe nihert, so ist

[lim {m ¢ (§)]§: = 0.

Lasst man also den Radius » der um den Punct & beschriebenen
Kreislinien ins Unendliche abnehmen, so wird dann

B:‘/f(z)dz“—:().
Kehren wir nun wieder zur Variablen z zuriick, so erhalten wir
den Satz: Wenn das Integral f/(z)dz aufl cine geschlos-
sene Linie ausgedehnt wird, die cinen Unstetigkeits-
punct umgiebt, der zugleich ein Verzweigungspunct
ist, in welchem m Blitter der Fliche zusammenhién-
gen, so hat dasselbe immer den Werth Null, wenn

eins der Producte
1 2 m—1

z—0"f(2), @—0"f(2),....(z—b™ [(2)
sich einem endlichen Grenzwerthe nihert.
Als Beispiel diene

dz .
JVi=22) 1 —&2)

1
e = yr=ma—w
welches fir 2 =1 unendlich wird. Dieser Punct ist zugleich
e¢in Verzweigungspunct, in welchem zwei Blitter zusammenhingen.
Man setze daher

Hier ist

P=z—1
und erhalt

1
Z) = = Loy ————. - oin oo ?
16 =90= wyarma—eareom
sodass in der That { = 0 kein Verzweigungspunct fir ¢(§) ist.
Nun erbilt man

lim [(z—1)’f f(z)]

= lim 1 1

z=1
folglich ist
[lim (z—1) /()] =0

z=1
und dalier auch

fV(“i_—‘z‘z) T
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wenn das Integral lings einer den Puuct 2 = 1 wmgebenden ge-
schlossenen Linie genommen wird.  Denselben Werth hat das In-
tegral auch, weun die geschlossene Linie cinen der drei anderen

. 1 1 .
Verzweigungspuncte — 1, -+ T T umgiebt.

Dic Untersuchung, welchen Werth das Integral 2 hLat, wenn
dic Voraussetzungen des vorigen Salzes nicht erfalll sind, kann
erst spiter (Abschuitt VIII) vorgenommen werden,

Fiinfter Abschnitt.

Der Logarithmus und die Exponentialfunction.

§ 22.

Da wir in der Folge von. einigen Eigenschaften des Loga-
rithmus Gebrauch zu machen genothige sein werden, so nissen
wir fir cinen Augenblick dic allgemeinen Betrachtungen unterbre-
chen und uns zuerst mit dieser speciellen Function beschiltigen.
Dabei erscheint es nicht unzweckmissig, diese Untersuchung etwas
vollstindiger zu fihren, als es fir die beabsichtigte Anwendung
nothwendig gewesen wire, und auch gleich daran die Betrach-
tung der aus dem Logarithmus folgenden Exponentialfunction an-
zuschliessen. Da wir es hier alsdann mit einem speciellen Falle
der in den Abschnitten IX und X anzustellenden allgemeinen Un-
tersuchungen zu thun haben, so kann dies Beispiel auch dazu
dienen, fur jene spiteren Betrachtungen die Vorstellungen zu
fixiren.

Wir bezeichnen nach Riemann mit dem Namen Logarithmus
jede Function /(z), welche die Eigenschaft hat, dass

[(z) =12 + /()
ist. Dadurch ist die Function bis auf eine Constante vollstindig
bestimmt, denn wir werden daraus alle ibre Eigenschaften ablei-
ten konnen. Setzt man zuerst » = 1 und lisst z beliebig, so folgt

fR=rE+71)
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