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erhilt man in /77 cinen zweiten Streifen zwischen den Parallelen
CD und EF, welche durch 27¢ und 477 hindurchgehen.  Setzt
man diese Betrachtung fort und wendet sie auch auf negative
Werthe von ¢ an, so wird die Ebene 777 in unendlich viele pa-
rallele Streifen getheilt. In jedem nimmt die Function ¢” ihre
simmtlichen Werthe cinmal an und hat in je zwei entsprechen-
den Puncten zweier verschicdener Streifen die gleichen Werthe.
Auf der positiven Seite jedes Streifens geht ¢ in Unendliche,
aaf der negativen Scite aber nihert es sich der Nall.

Sechster Abschnitt.

Allgemeine Eigenschaften der Functionen.

§ 24.

Dic Grundlage fir die folgenden Untersuchungen bildet der
itheraus wichtige, in § 20 bewiesene Satz: Wird das Integral
'/'f(z)dz auf die Begrenzung eines Flichentheils ausgedehnt, in
welchem /(z) keine Verzweigungspuncte besitzt (oder cinindrig
ist), und nur in einem Puncte z = @ unstetig wird, und zwar
so, dass (z—a)f(z) sich fir z=a c¢inem hestimmten endlichen
Grenzwerthe p nihert, so ist

Jf(z) Az = 2mip.

Ist nun @ (z) cine Function, die in cinem Flichentheile 7 keine
Verzweigungspuncte hesitzt and darvin aberall stetig hleibt, und
bedeutet ¢ cinen belichigen Punct dieser Fliche, so hat die
Functlion
/(z) = %),

in 7 die im vorigen Satze verlangten Eigenschalten.  Sie hesitzt
chenfalls keine Verzweigigspuncte und wird nur fiv ¢ =1¢ un-
stetig, und zwar so, dass

(=0 /()=o)

Durége, Funet. compl, Var, 7
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sich fitr z = ¢ cinem bestimmten endlichen Grenzwerthe, nim-
lich @ (¢), nihert. Man hat daher

/“ w;s_)jz —=omi (),

das Integral aul die Begrenzung von 7 ausgedehnt. Ilieraus folgt

1 dz
w0 =g |70

Dadurch ist der Werth der Function ¢ fir jeden Punct ¢ im
Innern von 7' durch cin Integral gegeben, bei welchem die Va-
riable z nur die Puncte der Begrenzung von 7' durchliuft; und
dieses Integral ist far jeden im Inuvern von 7' liegenden Punct ¢
endlich und stetig. Denkt man sich nun die Function ¢ (z) nicht
durch cinen Ausdruck, sondern durch ihre Werthe fir alle Puncte
eines gewissen Gebietes gegeben, so folgt aus der vorigen Glei-
chung, dass weunn dic Function nur fiir alle Puncte der Begren-
zung von 7' gegeben ist, sie fir jeden Punct im Innern von 7
chenfalls ermittelt werden kann und daher im Innern von 7', wo
sic nicht unstetig werden und sich nicht verzweigen soll, nicht
mehe willkiirlich angenommen werden darf.
Nun folgt ferner durch Differentiation nach ¢

ﬁ E2.711](' 42 dz
__ z)
T 2mi /(,——t)’ dz

" 2.3 @ (2)
q) (/) 27‘!1 (:‘__ﬁ;')v‘ dz

2.3...
PO0=""35" f(y_q)zg?m dz.

Alle diese Integrale erstrecken sich aul die Begrenzang von 7,
daher verschwindet in ihnen niemals z— ¢, und folglich bleiben
sic alle fiir jeden Werth von # endlich und stetig#). Also folgt

#) Gicbt man in dem Integrale

Jr=ro.

worin 7 cine belichige positive ganze Zahl bedente, der Variablen ¢
cinen unendlich kleinen Znwachs 2, so ist
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der Satz: Wenn cine Function in ecinem Gebiete end-
lich und stetig ist und darin auch keine Verzwei-
gungspuncte besitzt, so sind auch alle ihre Derivir-
ten in demsclben Gebicte endliche und stetige Funec-
tionen.

Bezicht man in der Gleichung (9) die Integration auf cinen
helichig kleinen Kreis um den Panct 7 mit dem Radius 7 und
setzt zu dem Ende

z—1{=r (cos @ + sin @),
80 sl

':i} =i dp,

i
1 .
) = 9 Jq)(z)(ltp. ‘
0

und daher

Setzt man nun

p)=u+iv P ) =u, + in,,
so erhilt man durch Sonderung des Reellen vom Imaginiren
27 2
> .
=1 fua =L fpa
N = S uaQe vy = 2*7; . vag.
0 0

llicraus folgt, dass dic recllen Bestandtheile der Functlion ¢ im
Puncte ¢ Mittelwerthe aus allen ringsherum liegenden henachbar-
ten Werthen dieser Bestandtheile sind. Es muss also w, grosser
als ¢in Theil, und zugleich kleiner als cin anderer Theil dieser
Nachbarwerthe scin. Dasselbe gilt von »,, und da das Nimliche
in jedem Puncte des Gebietes 7' statifindet, so haben die recllen
Bestandtheile der Function ¢ in keinem Puncte von 7' cinen
Maximal- oder cinen Minimalwerth.

F(t+h) — F(2) ———J [( _‘_'tl_T);, - "({éj{n] @ (z)d=

(E—On — (=t =Ry
_—L/ (~—t)2—/z(/¥t)jff"q)(”)(l”

und wenn man nach dem binomischen Satze entwickelt,

—1 n—‘l n
WhGz—t) () h2(z—18) 4 - )
F+n—F(t /(" 2 —= ¢ (2)d-.
9= [(v—t)zﬁh =P v
Demnach wird die Differenz £ (¢4-2)—F(t), so lange z—¢ nicht ver-

schwindet, mit 2 zugleich unendlich klein, und folglich ist das Integral
F(7) in ¢ stetig.

T#
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§ 25.

Mit Ialfe der Gleichung (9) kann die Function ¢ in eine
convergirende Reihe entwickelt werden. Man beschreibe um einen
beliehigen Punct « des Gebietes 7' ¢inen Kreis, der noch ganz
in dieses Gebiet hineinfallt, welcher also noch nicht ganz bis
an den zunichst an @ gelegenen Unstletigkeitspunet  oder Ver-
zweigungspunct hinanreicht, und nehme diesen Kreis als Integra-
tionscurve in der Gleichung (9). Dabei kann der 'unct @ so ge-
withlt werden, dass der Kreis einen moglichst grossen Theil des
Gebietes 77 umfasst. Nun ist fine jeden im Inneren des Kreises
liegenden Punct ¢

mod (z—a) > mod ((—a)
(Fig. 34), da z bhei der Integration nur Puncte der Peripherie
“des Kreises durchliuft. Man kann aber schreiben
1 1 1 1

t—t r—a—(l—a) z—u 1 t—a

T—a
uld diesen Brueh, weil
t—u
mod <1
z—a
, in die convergirende Reihe

{1+' +(~

isl
/1) (1 — a)?
—a)? (z—wa)?

+

~———

entwickeln.  Substituirt man diese Reihe in (9)%), so erhilt man

W= ] JLOE s [0 [ e

Qmi
und dies ist nichts anderes als die Ta ylor ‘sche Reihe; denn
nach (9) ist

#) In Betrefl der Zulissigkeit, die convergente Potenz-Reilie zn
integriren, mige auf Briot und Bowgquet ,,Thdéoric des fonctions
doublement pdriodiques.* Paris 1859. verwicsen werden. Dort
ist in Art, 16 gezeigt worden, dass durch Differentiation einer conver-
genten Reihe wieder cine convergente Reihe entsteht, welehe die Deri-
virte der durch dic erstere dargestellten Ifunction ist. Mit denselben
Mitteln kann man anch zeigen, dass die Differentiation einer divergen-
ten Reihe zu ciner divergenten Reihe fithrt, Aus beidem zusammen er-
gieht sich dann, dass auch dic Integration einer convergenten Reilie
zu ciner convergenten Reihie fiihren muss, die das Tntegral der durch
die erstere dargestellten Funetion bildet,
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LI KIOT N 12
ém’,j z—a =@ 12)
und nach den Gleichungen (10)
1 (9@ __ 9" (13)
i, ) (z—ay+1 7 2.8,
also erhalt man
9l)=p(0) + ((—a)p'(a) +((—a?” [+ —ap® I 1)
Diese Ableitung der Taylor’schen Reihe Tig. 3.
hat den Vortheil, dass sic mit Be- N

. . o . . /—‘
stimmtheit erkennen lisst, wic weil

sich die Convergenz dieser Reihe er-
streckt: nimlich auf alle Puncte ¢,
welche von « weniger weit entfernt “ //(Z N
sind, als der nichste Unstetigkeitspunct \/

oder Verzweigungspunct. In Fig. 34 / ’
N

sind drei solcher Puncte durch Kreuze
angedeutet worden.

In der Reihe (11) sind zwar ur-  \_ S
spriinglich alle Integrationen lings des \
Kreises um @ zu nchimen; aber da die. Funclionen

LAQNEIC I 1O

z—a’ (z—a)’ (z—a)®’
bis an den Punct ¢ heran endlich und stetig bleiben, so kénnen dic
Integrale auch liangs eines beliebig kleinen um @ beschrichencn
Kreises genommen werden, ohne ihre Werthe zu dndern. Wenn
daher die Function ¢ durch ihre Werthe in einem belichig klei-
nen cndlichen, den Punct @ centhaltenden, Flichenstiicke gegeben
ist, so sind dadurch alle jene Integrale, mithin alle Cocfficienten
der convergirenden Reihe bestimmt, und folglich kann der Werth
der Function fiir jeden Punct im Innern des grossen Kreises er-
mittelt werden. .

Ist nun «, ein Punct, der noch im Innern dieses Kreises
liegt, so ist also jetzt ¢(f) sowohl in @, als auch in dem ihn
zunichst umgebenden Fliachentheile bekannt. Beschreibt man
dann um @, ecinen Kreis, der noch alle Unstetigkeitspuncte und
Verzweigungspuncte ausserhalb lisst (Fig. 34), so kann ¢ (¢) fir
alle Puncte dieser Kreisfliche in eine neue Reihe entwickelt wer-
den. Fahrt man so fort, so siebt man, wenn die Function ¢ ()
nur innerhalb eines beliebig kleinen cndlichen Theiles eines Ge-

cte.
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bictes 7' gegeben st (oder cigentlich nur lings ciner belicbig
kleinen geschlossenen Linie), dass sic dann schon in dem ganzen
Gebiete 7, in welchem weder ein Unstetigkeitspunct noch ein Ver-
zweigungspunct liegt, beslimmt werden kann.

Dasselbe gilt, weun die Function ¢ (7)) nur lings ciner he-
lichig kleinen cudlichen von @ ausgehenden Linie gegeben ist.
Ist dies nimlich der Fall, und bezeichnet man  die stelig auf
cinander folgenden Puncte dicser Linie mit @, b, ¢, d, cte., so ist

i) — 1im @0 — 9@
@ (¢) = lim [
also bekamnt, wenn @ (@) und @ () bekannt sind.  Ebenso ist
") — fim P —90)
@ (b) = lim “=2— ==,

wodurch @' (0) bekannt wird. In dieser Weise konnen die Werthe
der Devivirten @' (/) fiw alle Puncle @, b, ¢, d, cte. gefunden
werden.,  Alsdann ist

@ (1) == lim -(p-(-/'-l)' - —:’: @

@” () = lim ¥ ('2:‘;: )
w. s w., sodass auch die zweiten Derivirten bekannt sind. Féhet
man in dieser Weise fort, so kounen dic Werthe aller Derivirten
fir den Punct @, also auch alle Coefficienten der Reihe (14) be-
stimmt werden.  Man erhilt also fir jeden Punct @, innerhalb
des ersten Kreises @ () durch cine convergente Reihe ausge-
dritckt.  Durch Differentiation derselben ergeben sich dann auch
dic Werthe der Derivirten ¢’(q,), ¢”(@,) ctc. Kenut man dann
die Werthe der Function ¢(¢) und ihrer Derivirten fir den Puanct
a;; so konnen dieselben Grossen fir jeden Punct des zweiten
Kreises durch convergente Reihen ausgedriickt werden, u. s. f.

Aus allem diesem folgt der Satz: Eine Function ciner
complexen Variablen, welche in einem beliebig klei-
nen endlichen Theile der z-Ebene (einer Fliche oder
ciner Linie) gegeben ist, kann dariber hinaus nur auf
cine Weise stetig und ohne siclt zu verzweigen fortge-
scelzl werden.

Als cinen speciellen Tall dieses Satzes heben wir hervor:
Wenn cine Funclion in einem endlichen beliebig klei-
nen Theile (Flache oder Linic) des Gebietes 7 con-
stant ist, so ist sie @iherall in 7 constant. Denn ist sie
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in ciner kleinen Fliche, dic den Punct @ enthilt, conslanl = ¢,
so nchme man in den Gleichungen (12) und (13) als Integra-
tionscurve einen innerhalh dieses kleinen Flichentheils liegenden
Kreis um @ und setze

z—a=r (cos @ 4 ¢ sin @),
dann folgt aus (12) .

2

2
? C . . ,
w(ﬂ)=§%J¢(z) dp = 2,;/ dp =,
0 "o
weil @ (z) in allen Puncten der Peripherie des Kreises den Werth

C besitzt. Ferner wird aus (13)

o o () -
Qo (a 1 ‘9 (z 1 ¢ .
;;‘:7 —— 2—7’/(:—_—7); (l(p = 7—,;/ (COS Hq) — ¢ 8ln ﬂ(p) d(p y

0 (
und dieser Werth verschwindet, weil fiir jeden ganzzahligen von
Null verschiedenen Werth vou 2
i 5

Jcos npdp =10 und] sinng dp =10

0 0
ist. In der Reihe (11) wird also @ (¢) = € und alle iibrigen
Glieder verschwinden, daher ist fir jeden Punct des Convergenz-
kreises @ (/) = €. Setzt man nun dic Function in der oben an-
gedeuteten Weise in Fliachenstreifen, die sich zwischen den Un-
stetigkeitspuncten und Verzweigungspuncten hinziehen, fort, so
bleibt ¢ (?) wberall constant = C.

Dasselbe gilt, wenn @ (/) lings ciner beliebig kleinen end-
lichen Linie constant ist. In diesem Falle sind bei Anwendung
der obigen Bezeichnung die Werthe ¢ (@), ¢ (2), @ (c), etc. alle
gleich €, und folglich verschwinden wicder alle Derivirten ¢’ (),
@ (a), etc., und damit alle Coefficienten der Reibe (14) mit Aus-
nahme des ersten, welcher — € ist. Es gilt also dassclbe wie
oben.

Aus dicsem speciellen Satze kann wieder der vorhergehiende
allgemeinere abgeleitet werden. Wenn nidmlich zwei Functionen
@ () und ¥ (¢) in einem beliebig kleinen Flichen- oder Linien-
theile in iliren Werthen tbereinstimmen, so ist in diesem Theile
die Function ¢ (/) — ¥ (¢) constant gleich Null; folglich ist diese
Function tiberall gleich Null, d. h. es ist iberall ¥ () = o (1),
und daher kann die Function ¢ (/) von dem Theile aus, in dem
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sic gegeben ist, nicht auf zwei verschiedene Weisen fortgesetzt
werden.

§ 26.

Wir gehen mun zur Entwickelung  ciner Function innerhalb
cines Gebictes ither, in dem auch Unstetigkeitspuncte der Fane-
tion licgen, schliessen aber Verzweigungspuncle davon aus.  Wir
wollen hier nur den Fall behandeln, dass die Fuuction gar keine
Verzweigungspuncte besitzt, und kénnen in diesem IFalle das Ge-
hiet auf diec ganze unendliche Ebene ausdehnen.

Seien a;, a,, a,, etc. die
Puncte innerhalb 7°, in denen
@ (/) uustetig ist. Wir legen
erstlich um den Nullpunct einen
Kreis (/) mit dem Radius R,
welcher alle diese Puncte um-
gicht (Fig. 35); ausserdem um
jeden der Puncte a,, a,, a4,
ctc. cinen kleinen Kreis (4,),
(4y), (d4y), etc. resp. mit den
Radien », r,, ry, etc. Alle
diese Kreise (4) und () zusam-
mengenommen bilden dann die
Begrenzung cines Gebicles U, inunerhalh dessen ¢ (t) stetig ist.
Iiie jeden Punct ¢ im Innern von U ist daher (§ 24)

pl) =} J;q’(z dz,

2mwi z—1
das Integral aul die ganze Begrenzung von U ausgedehut. Das-
selbe zerlegt sich in so viele Theile, als Begrenzungsstiicke vor-
handen sind. Wir bezeichnen die anf die letzteren, also auf die
Kreise (7), (A,), (4,), (4;) ete. simmtlich in der positiven Be-
grenzungsrichtung (§ 17) erstreckten Integrale durch 7, 4,, 4,, 4,,
cte. und haben dann

o) =1+ 4 + 4y + A, +----- .
Dann wird der Kreis (7) in der Richtung der wachsenden Win-
kel, jeder der Kreise (4,) aber in entgegengeseizter Richtung
durchlaufen, folglich ist, wenn man jetzt alle Integratiouen in
der Richtung der wachsenden Winkel ausfithrt,
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;1 (o) d: —_ 1 (9@
[“‘Qm;/ - A= 2m’] —1

Setzt man dann in 7
z= R (cos ¢ + isin @), also ? == i dep
und in A, ’
z—a, =71, (cos @ + isin@), also = = idp,

s0 kann man auch schreiben
2

7 gﬂ
[ /’f,sz(z) dp, A — — 217; / E=m) 9) 4o,

2 z—1 z—1
e
0

Nun liegt ¢ immer innerhalh der von (Z) begrenzten Kreisflache;
daher ist bei 7 fir jeden Punct ¢
mod z > mod ¢/,

. . Lo
folglich kann -~ - nach steigenden Potenzen von -— in eine con-

vergirende Reihe ‘entwickelt werden.  Man erhilt néunlich

z 1 [ t A
z—l=1_121+7+§+;3—+ ..... ,
also
gn‘ 2n 2n
1= | [oeiap+ zf@mpw‘lf"’—j?dqo T
(0 ' 0 0
oder

rr7

I=04+0t+02+0"06+-...,

wenn man der Kiirze wegen

sctzt, das Integral auf den Kreis (7) mit dem Radius R in der
Richtung der wachsenden Winkel erstreckt.

Jeder Punct ¢ des Gebietes U liegt ferner ausserhalb aller
von den Kreisen (4,) begrenzten Kreisflichen. Daher ist in jedem
Integrale 4,

mod (t—a,) > mod (z—a,),

folglich kann 2= nach steigenden Potenzen von %
el t t —

7 —

d. h.

nach fallenden Potenzen von # — a; in eine convergirende Reihe
entwickell werden. Dann erhilt man
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{ ?‘-(llf . }——(tk o s — (Ik 1
t—t T z—ay—(t—ay t— ay "-uk >’
T ag
also
T i (= — a? (z — aky?
z—t l—u;, +(l—uk)2+(t—ak)’+

und durch Substitution in A,
2 2

'0 . 0
+ (¢ —lak) Q/‘(Z —a) 9R)dy + - }
oder ’ y
A"—l—ak +(ti‘ﬂkz+(l{—kt/k)’+ ..... '

wean man der Kiirze wegen
®» 4 P
G = | E—a) ¢(2)dp
e
0
setzt.  Durch Substitution dieser Reihen erhidlt man pun voll-

stindig

PU)=04+ VUt + 0+ 0"+ oo F O =1
: )
¢ ¢ ¢ e
MR e ey R e L R
+ ¢ e’ e + rg(m A
i _*_(,l_,_,ﬁ@_z +(717$ +m+...+ y
+ ............................. +...
. ” ®
ck Ck ck Ck
+t——a;, 4_(1—(1;‘)2 (t——a,‘)3+“”+(l——uh)1’+“.+‘4"
I .|+
wobei
‘fﬂ
Q(m=2i /"’”Sf) dp, auf (I) erstreckt
T '0 4
2
»m 1 :
C 5e | 2 — @) @ (2) do, aufl (4,) erstreckl
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