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Abschn. VI. Allgemcinc Eigenscliaften der Fiinclionen. § 24. 97 

erball man in W einen zweiten Slrcifen zwiscbcn den Parallelen 
CD und EF, welcbe duřeli liti mul \%i bindurcbgcben. Selzt 
man diese BetracbUing fořt und wendet sie aneb auf negative 
Wertbe von cp an, so wird die Ebene W in unendlieb viele pa-
rallele Streifen getlicilt. In jedem nimmt die Fiinction ew ibre 
sámmtlicben Wertbe cinmal an und liat in je zwei entsprceben-
den Puncten zweier verschiedener Streifen die gleieben Wertbe. 
Auf der positiven Seite jedeš Streifens gebt ew in Unendliclie, 
auf der negativen Seite aber nabert es sieb der NrtlI. 

Sechster Abschnitt. 

Allgemeino Eigenscliaften der Fiuictionen. 

§ 24. 
Die Grundlagc fur die folgenden Untcrsuebungen biblet der 

íiberaus wicbtige, in § 20 bewiesene Satz: Wird das Integrál 
I f[z)dz auf die Begrcnzung eines Fláchentbeils ausgedebnt, in 
welcbem f[z) keine Verzweigungspuncte besitzt (oder cinandrig 
ist), und nur in einem Punete z = a unstctig wird, nud zwar 
so, dass (z — a)f{z) sicb fur z = a einem besíimmleu endliebeu 
(irtmzwertbe p niihert, so ist 

/ f{z) dz — 2 7tip. 
Ist min g>(z) cíne Function, die in einem Flacbenlbeile T keine 
Verzwcigungspunete besitzt und darin iibcrall stetig bleibt, und 
bedeutet i einen beliebigen Punct dieser Flftebe, so liat die 
Function 

m = Ě! 
in T die im vorigcn Salze vcrlangten Eigenscliaften. Sie besitzt 
ebenfalls keine Verzweigungspuncte und wird nur fur z = i un
stetig, und zwar so, dass 

[z-i)az) = tp[z) 
Dur i ' g*o , Funrl. coni|tl. Var. H 
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sieli ffír z = t činem bestimmten cndliclicn Grcnzwcrthe, nani-
lich cp (t), nahert. Man hat dalier 

yv^=2^9(0. 
das Integrál auf dic Begrcnzung von T ausgcdehnt. Ilicraus folgt 

9»(0 = 5-1-. íV-iř)J:-
Dadurch ist der Werlh der Function cp fur jeden Punct / im 
Innern von T durch cin Integrál gcgebcn, bci welchem die Va-
riablc z nur dic Puncte der Pcgrenzung von T durcblauft; und 
dieses Integrál ist fur jeden im Innern von T liegenden Punct / 
cndlich und stelig. Dcnkt man sich nun dic Function tp(z) niebt 
durch cinen Ausdruek, sondern durch ihre Werthc fur allc Puncte 
eines gcwissen Gcbictcs gcgebcn, so folgt aus der vorigen Glci-
chung, dass wenn dic Function nur fůr allc Puncte der Bcgren-
zung von T gcgebcn ist, sic fur jeden Punct im Innern von T 
cbcnfalls ermittelt werden kanu und dalier im Innern von T, wo 
sic niclit unstctig werden und sich niebt vcrzweigcn soli, nicht 
111 chr willkúrlich angenommen werden darf. 

Nun folgt ferner durch DiíTcrentiation nach / 

*"®=i* f•£$*«* 

V [> 2ni J (z—l)»+l UZ 

Alle tliesc Integrále crstrcckcn sich auf die liegrenzung von T, 
daher vcrschwindcl in ihnen nicnials z— /, und folglicli blciben 
sic allc fur jeden Wcrth von t cndlich und stetig*). Also folgt 

*) Gicbt man in dem Integrále 

J(s-0» 
worin ?? cinc beliebige positive ganze Zalil bedeute, der Vřiviablen / 
cinen unendlich klcinen ZUWÍICIIS h, so ist 
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der Satz: W e n n č ine F u n c t i o n i n c i n e 111 G e 1) i e t e e n d -
1 i cli u n d s t e t i g i s l und d a r i n a u c h k e i n e V e r z w e i -
g u n g s p u n c t e b c s i t z t , so s ind a n cli a l l c i l í re D e r i v i r -
ten in d e m s c l b e n G c b i e t e e n d l i c b e und s t c t i g e F u n c -
t i o n c n . 

Bezicht man in der Glcicbung (9) die Intcgration auf einen 
bclicbig kleincn Kreis um den Punct i mit dem Rádius r und 
setzt zu dem Kndc 

z — í=r (cos cp + i sin cp), 
so ist 

und daber 

dz . , 

Vrt 

VW = 2^ J<p(z)d<p. 

Setzt man nun 
cp[z) = u + iv cp(t) = u{) + ivt), 

so erhalt man durch Sonderung des Rcellcn vom Imaginární 
2rt 2rt 

M» = š i jud<p v» = h j VC1CP-
o o 

llieraus folgt, dass die rcellcn Bestandtheilc der Function cp im 
Puncte t Mittelwcrthe aus allcn ringsberum liegenden benacbbar-
ten Werthcn dieser Bestandtheile sind. Es muss also u{) grósser 
als cin Theil, und zuglcich kleiner als cin anderer Theil dieser 
Nachbarvverthc scin. Dasselbe gilt von v{), und da das Namliche 
in jedem Puncte des Gcbietes T stattíindet, so haben die rcellcn 
Bestandtheilc der Function cp in keinem Puncte von T einen 
Maximal- oder einen Minimalwerth. 

F(t+h) — F(t) = í \ - -1 —-- — - T ~ — 1 <p(~) 

-J 
dz 

)?l J ' ' 

[(z-fp-h(z-t)]» ^ W 

und wenn man nach dem binomischen Satze entwickelt, 

Demnach wird die Differenz F (l-\-h)—F(l), so lange z — l nicht ver-
schwindet, mit h zuglcich unendlich klcin, und folglicli ist. das Integrál 
F{t) in / stetig. 

7* 
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8 25. 
Mit Ilulfe der Gleiebung (9) kanu die Funcťion cp in eine 

convergirende Reibe entwickelt werden. Man besehreibe um einen 
beliebigen Puucl a des Gel)ieíes T dnen Kreis, der noch ganz 
in dieses Gebiel hineiníallt, Aveldier also noch niebt ganz bis 
an den zunachst an a gelegcncn Unsleligkeilsjmnct oder Ver-
zweigungspuiu t liinanreidit, und nelnno diesen Kreis als Integra-
lionscurve in der Gleichung (9). Dabei kanu der Punct a so gc-
wahlt werden, dass der Kreis dnen moglichst grossen Tlieil des 
Gebieles T umfasst. Nun ist fur jeden im Inneren des Kreises 
liegenden Punct i 

mod [z — a) > mod (/—a) 
(Fig. 34), da z bei der [ntegration nur Puncte der Peripberie 
des Kreises durchlaufl. Man kanu aber sebreiben 

1 1 1 1 
z— / z—a—{t — a) z — (i i—a 

-a 
und diesen I5rur.li, wcil 

, t — a 
1110(1 < 1 

• (l 

isl, in die convergirende Heibe 

L _ _ _i„ ( i . <-« . «-«)a + «-«y i \ 
z—i^~z — a \ ^ z —a ^ {z —a]1 {z—ti? ^ ) 

entwickeln. Substiluirt man diese ileibe in (9)*), so erball man 

und dies ist niclits anderes als die Ta y l o r ' s e b e R e i b e ; denn 
nach (9) ist 

*) In líetrefí der Zulassigkeit, die convergente Potcnz-Reihe zu 
integrircn , moge auf Jiriot und Bouquet ,, T h e o r i e d e s f o n e t i o n s 
d o u b l c m e n t p e r i o d i q u . e s . " P a r i s 1859. verwiesen werden. Dort 
ist in Art. 1G gezeigt worden, dass durch DiíFercntiation eincr conver
genten Rcihc wieder cinc convergente Reihe entsteht, welchc die Deri-
virtc der durch die erstere dargestellten Function ist. Mit denselben 
Mittcln kanu man auch zeigen, dass die DiíFercntiation einer divergen-
ten Ueihe zu einer divergenten Reihe fiihrt. Aus beidem zusammen er-
giebt sicli dann, dass auch die Integration eincr convergenten Reihe 
zu eincr convergenten Reihe fiiliren muss, die das Tntcgral der durch 
die erstere dřirgostellten Function bildet. 
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ar*"®+(*-«)** 

2iti J z — a v v ' 
unci nach den Gleiehungcn (10) 

'27ti J [z — a)nJr*- 2.3. . .?/ 
also erhalt man 

cp(t)=z(p (a) + (t—a) <p [a) + [i 

Diesc Ableitung der Taylor'schen Ucihe 
hal den Vortheil, dass sic mit Bc-
stimmtheit erkennen lasst, wic weit 
sich die Convcrgenz dieser Heihe er-
streckt: namlich auf alle Punctc t, 
welche von a weniger weit enlfernL v 

sind, als der náchste Unstetigkcitspunct 
oder Verzwcigungspunct. In Fig. 34 
sind drei solcher Punctc durch Krcuze 
angedeutet worden . 

In der l le ihc (11) sind zwar ur -
spriinglich alle Integrat ionen langs des 
Kreiscs um a zu n e h m e n ; aber da die Funct ionen 

<PÍZ1_ <*>(*) *?(*) 
z — a 

(12) 

(13) 

(«) + • • • • (11) 

ctc. 

bis an den Punct a beran endlich und stetig bleiben, so kónnen die 
Integrále auch langs eines beliebig kleinen um a besebriebeneu 
Kreises genommen werden, ohne ihre Werthe zu andern. Wcnn 
daher die Function cp durch ihre Werthe in eincm beliebig klei
nen endlichcn, den Punct a cntbaltenden, Fláchcnstucke gegcbcn 
ist, so sind dadurch alle jene Integrále, mithin alle Cocfíicicntcii 
der convergirenden Heihe bestimmt, und íblglich kann der Werth 
der Function fiir jeden Punct im Innern des grossen Kreises er-
mittelt werden. 

Ist nun ax ein Punct, der noch im Innern dieses Kreises 
liegt, so ist also jetzt <p{ť) sowolil in a^ als auch in dem ihn 
zunáchst umgebenden Fláchentheiie bekannt. Beschreibt man 
dann um at einen Kreis, der noch alle Unstetigkeitspuncte und 
Verzweigungspuncte ausserhalb lasst (Fig. 34), so kann cp(i) fur 
alle Puncte dieser Kreisílache in eine neue Reihe eutwickelt wer
den. Fáhrt man so fořt, so sieht man, wenn die Function <p(č) 
nur innerhalb eines beliebig kleinen endlrchen Theiles eines Gc-
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bieles T gegebcn isl (oder cigcntlieh nur lángs einer beliebig 
kleinen gescblossenen Linie), dass sic dann sebou in dem ganzen 
(lc])iete T, in weleliem weder ein Unsletigkeitspunct noch ein Ver-
zwcigungspunct liegt, bcslhnml werden kann. 

Dasscll)e gilt, wenn die Function cp{t) nur lángs einer be
liebig kleinen endliebeu von a ausgebenden Linie gegebcn isl. 
Ist dies námlich der Fall, und bezciebnet man die stetig aul' 
einander folgenden Puncte dicser Linie mit a, b, c, d, c tc , so ist 

<p'(a) = lim <" W - - 3 ^ - , 

also bekannt, wenn cp(a) und cp[b) bekannt sind. Ebenso isl 

<p'(b) = lim ?Sd=jp_VLt 
v ' c — h 

wodurch <p'(b) bekannt wird. In dieser Weise konnen die Wcrtbe 
der Derivirten cp (t) fůr alle Puncte a, b, c, á, etc. gefunden 
werden. Alsdann isl 

cp (a) — líni i->-'. -F >-' 

" n \ i- ty' ((>) — ty W 
w (b) = lun -r \.' J K 

ii. s. \v., sodass aucb die zweiten Derivirten bekannt sind. Fáhrl 
man in dicser Wcise fořt, so konnen die Wertbe aller Derivirten 
fur den Punct a, also aucb alle Coefficicnten der Ileihe (14) be-
slimmt werden. Man erhált also fůr jeden Punct aY innerhalb 
des ersten Kreiscs q){a^) durch eine convergente Reihe ausge-
drůckt. Durch Diílerentialion dcrsclben ergeben sich dann auch 
die Wertbe der Derivirten q)'(at), <p"(^i) c t c - Kennt man dann 
die Werllie der Funclion tp[t) und ihrer Derivirten fůr den Punct 
ax-, so konnen diesclben Grosscn fůr jeden Punct des zweiten 
Kreiscs durch convergente Rcihen ausgedrůckt werden, u. s. f. 

Aus alleni diesem folgt der Satz: E i n e F u n c t i o n e i n e r 
c o j n p l e x e n V a r i a b l e n , w e l c h e in e i n e m b e l i e b i g k l e i 
n e n e n d l i e b e n T h e i l e d e r z - E b e n e (e iner F l á c h e o d e r 
e i n e r L in ie ) g e g e b c n i s t , k a n n d a r ů b e r l i i naus n u r auf 
e i ne We i se s t e t i g und o h n e s i c h zu v e r z w e i g e n f o r l g e -
s e t z t w e r d e n . 

Als einen spcciellen Fall dieses Satzes heben wir hervor: 
W e n n e i n e F u n c t i o n in e i n e m e n d l i c h e n b e l i e b i g k l e i 
n e n T h e i l e ( F l á c h e o d e r L in i e ) de s G e b i e t e s T c o n -
s t a n t i s t , so i s t s i e ů b e r a l l in T c o n s t a n t . Denn ist sie 
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in einer klcincn Flache, die den Punci a enlhalt, conslanl = C, 
so nebme man in den Gleichungen (12) und (13) als Intcgra-
tionscurve cinen innerbalb dieses kleinen Fláehenlheils liegendcn 
Kreis um a und sctzc 

z — a = r (cos cp + i sin cp), 
dann folgt aus (12) 

2 2rt 

v (a) = h i v (*) d(P = 2ňj d(P = c> 
o "o 

vveil cp (z) in allen Punctcn der Peripherie des Kreises den Werth 
C besitzt. Ferner vvird aus (13) 

ÍJZÍ' = ^JíSf'dcp=^ £j(cos n(p ~i sin n(p) d(p' 
1) o 

und dieser Werlh versclnvindet, wcil fur jeden ganzzahligen von 
Null verschiedenen Werlh von n 

I cos nep dep = 0 und / sin ny dq> = 0 
o o 

isl. In der Reihc (11) wird also cp (a) = C und alle ubrigen 
Glieder verschwinden, daher ist fůr jeden Punct des Convcrgenz-
kreises cp (t) = C. Setzt man nun die Function in der oben an-
gedeuteten Weise in Fláchenstreiíen, die sich zwischen den Un-
stetigkeitspuncten und Verzweigungspnncten liinziehen, fořt, so 
bleibt cp (t) ůberall constant = C. 

Dasselbe gilt, wenn cp [t) lángs einer beliebig kleinen end-
lichen Linie constant ist. In diesem Falle sind bei Anwendung 
der obigen Bezeichnung die Werthe cp (a), cp(b), cp [c], etc. allc 
gleich C, und folglich verschwinden wieder alle Derivirten cp [a)9 
cp" [a), etc, und damit alle Coefficientcn der Reihe (14) mit Aus-
nahme des ersten, welcher = C ist. Es gilt also dasselbe wie 
oben. 

Aus diesem speciellen Satze kann wieder der vorhergehende 
allgemeinere abgeleitet werden. Wenn námlich zwei Functionen 
cp(t) und tyty) in einem beliebig kleinen Fláchen- oder Linien-
theile in ihrcn Werthen ůbereinstimmen, so ist in diesem Theile 
die Function cp{ť) — ijj (i) constant gleich Null; folglich ist diese 
Function ůberall gleich Null, d. h. es ist ůberall ty (t) = y ((), 
und daher kann die Function cp (t) von dem Theile aus, in dem 
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sic gegeben isl, nichl auf zwei verschiedeiie Weisen ťorigcscizl 
werdcn. 

§ 2G. 

Wir gclicn uun zur Fnlwickclung cincr Funclion inncrliaib 
cines Gebieles uber, in dem auch IJnsleligkcilspunclc der Func
lion liegcn, sehlicssen abcr Verzwcigungspunclc davon aus. Wir 
wollcn hicr nur den Fall bebandeln, dass die Fuuction gar kcinc 
Verzwcigungspunclc besitzí, und konnen in diesem Falle das Ge-
biel auf die ganze uncndliclie Ebene ausdelmen. 

Seicn ai9 a2, a%, etc. die 
^' °J ' Puncte innerbalb T, in denen 

cp [i) unstetig ist. Wir legen 
ersllich um den Nullpunct einen 
Kreis (/) mit dem Rádius R, 
welchcr alle diese Puncte um-
giebl (Fig. 35); ausserdem um 
jeden der Puncte as, a2, av 
etc. einen kleinen Kreis (Jx), 
(A2), [A^j, etc. resp. mit den 
Hadien ríy r2, r3j> etc. Alle 
diese Kreise (A) und (I) zusam-
mengenommen bilden dann die 

Begrenzung eines Gebieles U, innerbalb dessen cp (t) stetig ist. 
Fiir jeden Punct / im Iiuiern von U ist daber (§ 24) 

*w=i/ dz, 

das Inlcgral auf die ganze Begrenzung von V ausgedebul. Das-
selbe zcrlcgt sicb in so viele Thcilc, als Begrcnzungsslíickc vor-
banden sind. Wir bezeiebnen die auf die letztcren, also auf die 
Kreise (/), (A{), (A2), (A^) etc. sainmtlicb in der positiven Be-
grenzungsricbtung (§ 17) erstreckten Integrále durch /, Av A2, Av 
etc. und haben dann 

<p(t)=I+ A{ + A2 + A, + 
Dann wird der Kreis (I) in der Bichtung der wachsendcn Win-
kel, jeder der Kreise (Ak) abcr in entgegengesetzter Bichtung 
durchlaiifen, folglich ist, wenn man jetzt alle Integratioiien in 
der Richtung der wachsenden Winkel ausťúhrt, 
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/ = -* / X - 1 Í ^ A—— í ť<p(*)<!z 
2niJ z — t k 2niJ z~t 

Selzt man dann in 7 
z z=z R (cos cp + i sin cp), also -^ - - i dep 

nnd in Au 

z — ak = rfe (cos <p + / sin cp), also ----- — / dep, 
Z (lk 

so kann man auch sehreiben 
2/ř 2it 

'=-iiJ-'*S *• *=- kf~é^ * 
řo o 

Nim liegt t immer inncrhalb der von (7) begrenzlen Kreisllácbe; 
daher ist bei 7 fur jeden Punct / 

mod z > mod / , 
foldich kann " nach stcigenden Potenzen von -- in eine con-

° z — t z 
vergirende Reihe enlwickelt Averden. Man erhalt namlich 

1 + 4 + ̂  + ̂  + -z — t i i_ Z Z1 Z' 
z 

also 
2/ř 2rt 2rt 

'<) 0 0 

oder 
7 = 0 + (T * + Q" P + Q'" fi + •. • •, 

wciin man der Krirzc wegen 

w = i TÍM 
^ 2TZ I zm ^ 

% 
selzt, das Integrál auf den Kras (7) mil dein lladius R in der 
Richtung der wachsenden Winkcl erstreckt. 

Jeder Punct t des Gebietcs U liegt ferner aus se rha lb aller 
von den Rreisen (Ak) begrenzten Kreisíláchen. Daher ist in jedem 
Integrále Ak 

mod (t — ak) > mod {z—ah), 
folglich kann z ~ °k nach steigenden Potenzen von z ~~ ak d. h. 

z — t " t — ak 

nach fallenden Potenzen von č — ak in eine convergirende Reihe 
entwickelt werden. Dann erhalt man 
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z_ ZL?* z —tffc z — ř/fc 1 
:: — č z — ak — {t~ak) t — ak z — (tk ' 

~~ t — ak 

also 
s_— "*_ _ z — ak , (~ — ^/Q2 , (r — Qk)"' , 
z — t l — ftk "*" (V — </*)* "*" (* — aky 

Lind durch Substitution iu ^fc 

^ = ér {r-^j^ ~ °») ffi W ̂  + (7 - ^ o « J í * - f f<)2 ̂  W rfro 

oder 

* — ak ' (* — Ar*)2 ( ' - * * ) 3 ' 

wcnn man der Kurze wegcn 

(v) i ,?* /> 

setzt. Durch Substitution dicser Reihen erhált man umí voll-
slandh? 

(15) 

cp(l) = (> + (/ / + (f ťl + #'" *3 +••••• + Oim) *"• + -
i __£t__ + í l ! L C"' JL L C<(P) i , 

c2 | C9. I | r2 

(i — «2)
2 ^ (ř — «2)3 ^ (ř — « 2 ) ; 

I ^2 i C2 | C2 I | r 2 

"*" í — ~a2 ^ [t — «2)2 ^ (ř — «2)3 ' ' ' ' "*" it — «2)P 

+ 
^ l-ak

 T (ť - fft)2 « - «*)3 (< - «*)p 

+ 
wobei 

(16) 

0("^L _L f i W dm , auf (7) erslreckt 
0 

= — I [z — ak) cp (z) dtp, auf (//t) erstreckl. 

= / 

+ 4 
+ j 2 

+••• 

+••• 

(pí 
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