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Absclm. VII. A. Einwcrlliigc Funclioncn. § 27. 107 

Siebenter Abschnitt. 

Ueber das unendlich gross und unondlich klein Werden 
der Functionen. 

Obgleich die Sátze, wclcbc in dicsem Abschnitte bewiesen 
werden sollcn, auch aus den im vorigcn § cntwickelten Rcihen 
hergelcitct werden kónncn, so haben wir doch aus mehreren 
(irůnden vorgczogen, sie ohne Ilůlfe der unendlichen Reihen ab-
zulciten, und werden die letzteren nur da mit heranzuziehen ha­
ben, wo es sicli wirklich um unendliche Rcihen handclt. Wir 
můssen hier aber die Functionen, welchc keine Verzwcigungs-
punctc besitzen, von den ůbrigen Lrenncn und zuerst abgeson-
dert betrachten, sowohl weil sie die Grundlagc fiir die Unter-
suchung der ůbrigen bildcn, als auch weil sie vor den ůbrigen 
einige ausgezeichnete Eigenschaften voraus haben. Wir werden 
die Functionen ohne Verzweigungspuncte, welches die cindeutigen 
Functionen im gewohnlichen Sinne des Wortes sind, nach Rie-
mann c inwcr th ige Functionen nennen. Zum Voraus muss da-
bei benierkt werden, dass alle von den einwerthigen Functionen 
zu beweisenden Sátze, die sich nur auf endliche Fláchentheile 
beziehen, zugleich auch von Functionen mit Verzweigungspunc-
puncten gelten, sobald nur in dem zu berůcksichtigenden Flá­
chentheile keine Verzweigungspuncte der Function liegen. 

A. Functionen ohne Verzweigungspuncte. Einwerthige 
Functionen. 

§ 2 7 . 
Wenn eine einwerthige Function cp (z) fůr irgend einen 

Werth z = a endlich bleibt, so náhert sich das Product (z—a) q>[z) 
fůr z = « der Null. Wir zeigen nun zuerst, dass auch das Um-
gekehrte stattfindet. Es werde angenommen, eine nicht durch 
einen Ausdruck gegebene einwerthige Function <p (z) sei in einem 
Fláchentheile T endlich und stetig, nur in einem Puncte z = a 
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dieses (Jebietes sci es ungewiss, ob y(z) endlich untl stetig sei 
oder niclit, dagegen sei 

lim (z — a) y (z) = 0. 
-a 

Schliesst man den Punct a durch einen kleinen Krcis k aus, 
so ist q)(z) in dem entslehcnden (íebiete U gewiss endlich nud 
stetig, und daher fůr jeden Punct / innerhalb U 

**—Lf$?>*-
das Integrál auf die Begrenzung von U ausgedehnl. m Dies zerlegt 
sich in zwei Theile. Setzt man in dem zweiten, auf die Peri­
pherie des kleinen Kreises k ausgcdehntcn Integrále 

z — a=r (cos y + ismy) , dz = (z— a) idy, 
so crhalt man 

2TÍ 

worin das crsle Integrál sich auf die Bcgrenzung von T allein 
bezieht. Lasst man nun aber den kleinen Kreis ins Unendliche 
abnehmen, so nahert sich der Voraussetzung nach [z — a) y (z) 
der Null; folglich verschwindet mit dem Rádius des kleinen lírei­
ses zugleich auch das zwcile Integrál, nud man erhált 

»»==/^Í (z) th 
t 

worin die Integration auf die Begrenzung von T allein auszudeh-
nen ist. Dies Integrál ist aber fůr jeden Punct im Innercn von 
T endlich und stetig (§ 24. Notě), also auch fůr t=a, und da­
her ist auch y (z) fůr z = a endlich und stetig. Dcinnach haben 
wir den Satz: Die nothwendige und h in re i chende Be-
dingung dafůr, dass eine e inwer th ige Func t ion in ei-
nem Puncte z = a endl ich und s te t ig b l c ib t , ist 

lim (z — a) y (z) = 0. 

Ilieraus folgt ferncr, dass eine e inwer th ige Funct ion nur 
dadurch uns te t ig werden kann , dass sie unend l i ch 
gross wird, denn so lange y (z) fur z —a nicht unendlich 
gross ist, ist lim (z—a) y (z) = 0, also y (z) stetig. 
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§ 28. 
Wenn eine e inwer th ige Func t ion fůr ke inen end-

liclien oder unendl ich grossen Wer th der Variablen 
nnendl ich gross wird, so ist sie eine Cons tan te . Man 
kann in diesem Falle in der Gleichung 

^=LJv-^t 
als Integrations-Curve einen Kreis um den Nullpunct nehmen und 
denselben ins Unendliclic wachsen lassen, weil ip[í) der Annahme 
jiach in allen Punctcn der Ebene endlich und dalier nach dem 
vorigen Satze auch stetig bleibt. Setzt man 

z = R (cos cp + i sin qp) , dz = z i dy>, 
so folgt 

27t 27t 

o o ~ 
Wachst nim der Rádius des Kreises ins Unendlichc, so werden in 
dem Integrále alle Werthe von z unendlich gross, und folglich 
verschwindet — • Dahcr wird q>[l) unabhángig von t, das heisst 
constant. 

Hieraus folgt unmittelbar: Wenn eine e inwer th ige Func­
tion nicht eine Constante ist, so muss sie nothwendig 
fiir i rgcnd einen endl ichen oder unend l i chen Wer th 
der Var iablen unend l ich gross werden. 

Weitcr folgt: Eine e inwer th ige Func t ion muss fůr 
i rgcnd einen Wer th der Var iab len den Werth Null 

annehmen. Denn wird cp (z) nirgend gleich Null, so wird ——-

nirgend unendlich gross, also wiire --— eine Constante, und da-
Qp\Z) 

her auch (p (z). 
Endlich: Eine e inwer th ige Funct ion muss minde-

stens cinmal jeden be l ieb igen Werth k annehmen kon-
ncn. Denn wiire y> (z) nirgend = k, so wiire <p ( z ) — k nir­
gend gleich Null, also eine Constante, und folglich auch cp [z) 
eine Constante. 

Es verdient hervorgehoben ZLÍ werden, wic dicse Satze eine 
Harmonie in der Fiinclioncnlehrc herstellen, die bei Ausschliessung 
complexer Werlho der Variablen nicht stallfindet. Berucksich-
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tigt man bloss reelle Werthe der Variablen, so wird z. B. die 
einwerlhigc Function cos z nicbt unendlich gross und nimmt nicbt 
jeden beliebigen Werth an, sondern nur die Werthe zwischen 
— 1 und + 1. Es findet hier eine gewisse Analogie mit den 
algebraiscben Gleichungen statt. Bci diesen blciben auch die 
Fundamentalsatze, dass jede algebraische Gleichung eine Wurzcl 
haben muss, und dass jede Gleichung nten Grades n Wurzeln hat, 
nicht allgemein richtig, wennman nur reelle Wurzeln berucksichtigt. 
Daher hat man in dieser Disciplin seit langer Zcit die complexcn 
Wurzeln stets mit berucksichtigt. Es zeigt sich nun der grossc 
Werth, den die Einiuhrung der complexcn Variabeln fur dic 
Functioncnlchrc hat, da auch hier gewisse allgemcine Síitze gcl-
ten, die bci Ausschlicssung complexer Werthe der Variablen nicht 
mehr allgemein richtig bleiben. 

§ 2 9 . 
Wenn das Product [z — a) cp (z) bei unendlicher Annahcrung 

des z an den Punct a nicht mehr gegen die Null convergirt, so 
wird cp (z) fůr z = a unendlich gross. Wir w ollcn nun aber an-
nchmen, dass es eine Potcnz von z — a mit činem ganzen oder 
gebrochenen Exponcnten ft gabe, fůr welehen 

li 
[z — a) cp (z) nicht unendlich gross 

werde an der Stelle z = a. Bczeichnct dann n die grosste in ft 
cnthaltene ganze Žahl, sodass 

n < fx < n + 1 
sei, so ist 

n-\-Y n-\-l — [i fi 
lim (z — a) cp [z) = lim [z — a) [z — a) cp (z) = 0, 

weil n -\- 1 — JÍ positiv ist. Alsdann ist nach § 27 
n 

{z — a) cp [z] 
(«) 

eine Function, welche fůr z = a endlich bleibt. Bezeichnct c 
den endlichen Grenzwerth dcrsclbcn fůr z=a, so ist nun 

n (n) 
[z — a) cp(z) — c 

eine Function, welche fůr z=a verschwindet, und folglich bleibt 
wieder nach § 27 
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Ú— 1 c{n) 

{z—a) <p{z)—-_z^ 

[z — a) g) (z) — r-— — c e<w 

~ — 

^ 

) 
a 

\n) 

{?l — 1) 

fůr z = tf endlicli. Bczeicbnet dann c den endlichen Grenz-
werlli dcrselbcn, so verschwindet 

n — 1 
(z — a) g? (z 

fůr z=a, und folglich bleibt 
71 — 2 c(») c{n-*) 

[Z a) W ÍZ) -. rr 

an der Stelle z=a endlicb. Fálirt man in diescr Weise fořt, 
so gclangt man endlich zu einer Function 

, eM c ^ " 1 ) c(»-V ^ / _ 
9 l ^ (7—«)" (=—ar-1 (*-«y~2 ^-^ ) 2 z ~ r / 

welche fůr z = a endlich und dahcr auch stetig * ist. Setzt 
man also 

so bedcutct i[> (z) cinc fůr z — a endlichc und stctigc Function, 
und man crhált, wcnn noch der Kurze wegen 

__/_ 4. _£_' J . _J:'"„ 4. . _£^ _ ^ 

gesctzt wird, 
cp(z) = A + 1>(z), 

vvobci 
(w) 71 

c = lim (z — a) <p [z) 

= hm [(z—a) (p {z) — — - J 
1 ,. r, si—2 c(;° r ( w - in 
= I u n [ ( z - a ) , , ( * ) _ - ^ _ iL__J 

( » - 2 ) 

u. s. w. 
(?ž) 

ist. Wenn nun die endlichc Constante c niclit den Werth Null 

hat, wenn also in dem Ausdruckc A das Glicd —-— nicht fehlt, 

d. h. wenn 
n 

lim [z — a) <p(z) weder Null noch unend l i ch 
ist, so sagt man: die Funct ion tp (z) wird fůr z=a unend­
lich gross von der wten Ordnung. Dann ist aber fůr jeden 
gebrochenen Exponenten f* diesc Bcdingung nicht erfůllt, son-
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deru lim (z — a) <p[z) wird entweder Null oder unendlich; denn 
ist, wie wir ursprunglich annahmen, (JL > n, so ist 

p> H* — n n 

lim (z — a) cp [z) = lim (z — a) (z — a) cp (z) = 0, 
ist aber ft < n, so ist 

lim (z — a) cp (z) = lim L-?\.' = COm 

Folglich kann cp (z) nicht von einer gebrochenen Ordnung un-
endlicb werden, und wir erbalten den Satz: Weim eine e in-
wer tb ige ťunc t ion i iberhaupt von einer endl ichen 
Ordnung unendl ich wird, so kann sie nur von einer 
ganzen Ordnung unendl ich werden. 

Der Ausdruck (17) fůr A bildet einen Theil der im § 20 (15) 
entwickelten Reihe Ak. Lasst man dort den Index k fořt und 

n 
berucksichtigl den hier vorliegenden Fall, dass (z — a) cp (z) sich 
eineni endlichen und von Null verschiedenen Grenzwerth nahert, 
also lim (z — a) cp [z) = 0 ist, so wird nach (16) 

C 
) i / ' W-J-l 

wenn man den Kreis um u, aul' den sich die Integrálům bezicht, 
ins Unendliche abnebmen lasst. Daher verschwinden um so mehr 

{71 + 2) (w + 3) 
c ', c , e tc , und folglich bricht die Reihe Ak bei dem 

c {7,) 

Gliede ab, und wird mil unserem Ausdrucke (17) idenliseh. 
{i — a)n 

Auf diese Uebcreinslimmuiig wird desvvegcn hingewiesen, weil 
daraus hervorgeht, dass vveiin die Funclion cp(z) nicht mehr von 
einer endlichen Ordnung unendlich wird, wenn es also keinen 
endlichen Exponenten n giebt, ťur den [z — a) cp (z) sich einem 
endlichen Grenzwerth nahert, dann an dic Stelle des Ausdrucks 
A die unendliche lleihe Ak Iritl, weil dann keiner ihrer Coeffi-
cienlcn mehr verschwindet. 

Kebren wir nun noch cinmal zu der Gleichung (18) 
cp(z) = A + il>(z) 

znríick, so zcigt diese, dass eine Funclion cp(z), wclche an einer 
Stelle z—a unendlich gross wird, sich an dieser Stelle von einer 
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dort endlich bleibenden Function ty (z) stcls mír um einen Ausdruck 
von der Form A uaterscheidet. Sie wird daber aur so unend-
lich wic dicser Ausdruck A. Ist z. B. (p{z) fíir z = a von der 
ersten Ordaung uneadlicb, so dass lim [z — a) q)(z) eadlicb nad 
voa Null vcrscbiedea ist, so kaaa man aucb sagea, cp{z) wird 

dort uaeadlicb wie —• Oder ist wlz) fíir z = a uaeadlicli voa 
z— a T v ' 

der zweitea Ordauag, so ist es eatweder aneadlicb wie —-—f- ——.--,-
D z—a ' (z—a)2 

oder aur wie ^- allein. Hat man eine andrc Function f(z), 
welche fůr z = a ebeafalls voa der ?den Ordnung unendlicb wird, 
so kaaa diese aucb aur so unendlicb werden, wic ein ahnlicber 
Ausdruck A, der sicb von dem vorigen nur in deu Werthea der 
Coefficieatca c uaterscbeidea kaaa. Ist die letztcre Function f{z) 
gegeben, so sind damit aucb die Coefíicicntcn c gegeben, und 
folglich ist (p(z) an ciner Unstetigkeitsstellc a bekannt, wenn eine 
Function f(z) gegeben ist, die an dicser Stelle ebenso únstetig 
wird, wie <p(z) es werden soli. Man kanu alsdann setzen 

<p(z)=f(z) + ty(z), 
woria ty [z] fíir z=a eadlicb und stelig bleibr. 

Aus der Glěicbung cp(z)—A + ty{z) lolgt durch Diííeren-
tiatiou 

wo 
dA c __2r" 3c"_ n. c{u) 

dz' — ~ (7-«> ~~ [z~-^f ~ (T-«)* " " Jz_a)n +í*' 
Da nua (aacb § 24) ty'{z) fůr z = a eadlicb bleibt, weil ty [z) 
bier eadlicb ist, so folgt, dass die Der iv i r te q>[z) e iaer eia-
wer th igen Funct ion q>(z) an e iner Stel le z=a, wocp(z) 
u a e a d l i c b i s t , ebeafal ls a n e a d l i c b wird, aad zwar 
voa einer um 1 boherca Ordauag wic cp{z). In allen ead-
licben Puncten, in denen cp(z) endlicb ist, bleibt dagegen (nacb 
§ 24) aucb <p [z) eadlicb, uad daber sind die ead l ichea 
Uns té t igkc i t spuac te e iaer e i a w e r t b i g e a Funct ion (p(z) 
mit deaca ih re r Dcrivir tea <p'(z) ideat iseb . 

Es wird sicb spiiter*) recbtfcrtigea lassea, dass man eia 

*) Sielie unten § 34. 
D u ř í c e , IMIMCI. coiii|il. Var. 8 
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Uncndlichwcrdcn von der wtcn Ordnung auch als cin Zusammen-
fallen von n Punctcn ansclin kann, in dcnen dic Function cp(z) 
nncndlicli von der crslen Ordnung ist. Indem wir von dieser 
Anffassung schon jetzt (iebraueh maehen, werden wir, wenn čine 
Funelion an cíner Slelle nnendlich gross von der ??ten Ordnung 
wird,.uns aucli des Ausdrueks bedienen, dass sic dort n Mal 
nnendl ich werdc. 

§ 30. 
Wir gehen nun zu der Unfersuchung uher, wic sicli eine 

Function cp(z) fur cinen unendlieh grossen Werth der Variahlen 
z vcrhalt. Diesc Bctrachtung knnncn wir auf die vorige zuriíck-
fuhrou, indeni wir z = - - setzen, wodurch <p (z) in f [u) uber-
gehn inogc, und dann f{u) an der Slellc M = 0 untersuchen. 
Nun ist zucrsf (nacli § 27) f[u) fur u = 0 endlicli und stclig, wenn 
[lim nf(ti)\ = 0 ist. Also ist 

<p{z) fur z — oo cndlicli nud s tc l ig , wenn Mim 

isl. Tcrner wird (nach § 29) /"(?/) fur u~() von der nlen Ord-
n 

nung oder n Mal nnendlich, wenn [lim u f{v) ] weder Null nocli 

nnendlich ist. Dahcr wird 

^£ l j = 0 

cp(z) fur cr = oo unendlicli von der ??ten Ordnung, wenn 

[Mm v.f 
wcder Null noch uncndlicl i 

ist. Man kann ferner nach § 29 in diesem Falle setzen: 

wo k{a) eine fur u=i) endlich hlcihendc Function, und die 
Grossen Q constantc Cocfíicicntcn bedeuten. Geht A(?/), durch 
z ausgedruckt, in ty (z) uber, so erlialt man hieraus 

<p{z) — (J z + (/' z* + (/" z* + • • • • Q{n)zH+ 1>{z), 
worin ip (z) fur z —00 endlich und stclig bleibt. In diesem 
Falle ist also cp(z) nnendlich wic eine ganze Function von z. 
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Aus der Gleichnng (19) folgt 
<p'(z) = (/ + 2 0" z + 3 0'" z2 + ••• + nO{n)zn'~1+ ty'(z). 

Um min zuerst zu untersuclien, wie sicli die Perivirte ty' (z) der 
endlich bleibendcn Fnnction ty (z) iin Unendlichen verhalt, kehren 
wir wieder zu der Variablen u zuriiek. Da 

du 1 » 

ist, und 
ty(z) = k(u) 

vvar, so ist 
ij/{z) = — u2 X (u). 

Nun ist A (ii) endlich fur u = [), also nach § 24 auch k'(u), und 
folglich wird 

ty'(z) — 0 fur z = o o . 
Wcnn also čine Fnnct ion i ni Punc to- z = co endl ich 
und e inandr ig ist, so ist ihre Der iv i r te in diesem 
P uncte gleich Null. 

Alsdann folgt aus (20), dass q/(z) fur z = oo von einer um 
Eins niedrigeren Ordming unendlich gross wird, als <p(z). Ist 
also cp(z) nur von der crsten Ordming unendlich gross, so bleibt 
cp (z) endlich fur z-=oo. 

Die ganze Fnnction in (19) bildet cinen Theil der § 20 (15) 
abgeleiteten Ilcihc 7. Diese wird namlich zu einer endlichen, 
wenn 

lim -- endlich, also lim ,' = 0 

ist. Donu liisst man in dem Integrál [§ 26 (1G)] 

o 

den Integrationskreis (/) ins Unendliche wachsen, so convergirt 
(n + 2) (w+3) 

os gegen Null; es verschwinden daher um so mehr Q , Q 
(n) n 

etc, und die Reihc I bricht bei dem Gliede Q z ab. Wenn es 
dagegen keinen endlichen Exponenten n giebt, fur den lim ^ ^ 

z 
endlich ist, so wird cp(z) unendlich, wie eine nach ganzen Po-
tenzen von z fortschreitende unendliche Tieihe. 

8* 
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§ 31-
Aus dem Vorigen crgcbcn sicli nim folgende Sátze: Wenn 

einc chiwcrt l i ige F u n c í i o n fur kcincn cndl icben Wertli 
YOU z, sond er n nur fiir z =00, und a uch hier nur von 
end l i chc r Ordnung [n Mal) uncndl ich wird, so ist sie 
čine ganze Funct ion nten Grades. Děnu man hat in die-
sem Falle 

<p(z) = Q'z + Q"z2 + Q'"z* + • • • • + QMz" + 4>{z); 
da nun abcr if>(z) eine einwertbige Function ist, welche weder 
fůr cineii cndlichcii noch fůr cineii unendlichen Werth von z 
uncndlich gross wird, so ist sie nach § 28 eine Constante. Be-
zeichnet man dieselbe mit Q, so folgt 

<p(z) = Q +Q'z + Q" z2 + Q'" z* + . . . . + Q{n)z» , 
also ist in der That cp(z) eine ganze Function raten Grades. Um-
gekehrt wird auch eine ganze Function wten Grades <p{z) Jiur fůr 
z = 00 und hier n Mal unendlich; denn es ist 

lim ^ l = £/">, 
~ J z = 00 

also cndlich und zugleich von Null verscliieden, wenn cp(z) nicht 
von niedrigcrcm Grade ist, als voní raten. 

Wird eine e inwer th ige Func t ion cp{z) nur f ů r z = oo 
uncndl ich gross , aber von unend l i ch hober Ordnung, 
so lasst sie sich nach Potenzen von z in eine fůr je­
den Werth von z converg i rende Reihe entwickeln. 
Denn die Reihe 1 convergirt fůr jeden Punct innerhalb des Krei-
ses (7) (vgl. § 26), wenn in demselbeu keine Unstetigkeitspuncte 
liegen, und dieser Kreis kanu bcliebig erweitert wcrden, wenn 
<p(z) fůr keinen endlichen Werth von z unendlich wird. Daher 
untcrscheidet sich cp [z) von einer fůr alle Werthe von z conver-
girenden Reihe nur um eine einwerthige Function ty (z), welche 
fur z = 00 nicht, und daher ůberbaupt nicht unendlich wird, und 
die folglich eine Constante ist. 

In diesem Falle ist die Reihe 1 nichts anderes als die Mac 
Lawirísdie Reihe. Denn nach § 26 (16) ist 

•Ž7T 

o 
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und daher nach § 24 (10) 
ni*)— <P1H)&). 
*• — 2 - 3 - ...TO 

Als Beispiel bietet sich liier die Exponciitialfiinction ez dar. 
Diese wird, wie wir § 23 sahen, nur fťir z = 00 unendlich 
gross. Es kann aber auch gezcigt werden, dass sie Iiicr VOR 
unendlich hober Ordnung unendlich wird, denn aus § 23 (8̂  
folgt fůr cp(z) = cz 

^ 2 . 3 . - ? i 2-3 . . . n 

Diese Grosse verschwindet íúr kcin endliches n. Daher muss 

[-£].. 
fůr jedeš endlichc n unendlich gross sein, denn halte diese Grosse 
fur irgend ein n einen endlichen Grenzwerlh, so wáre 

[lim - ^ T ] = 0 , 

und daher můsste auch 

1 = 2 ^ J í ^ T ^ 
behn unendlichen Wachsen des Integralíonskreises verschwinden, 
was, wie wir so eben gesehen haben, nicht der Fall ist. Die Ex-
ponentialfunction wird daher nur fur z — 00, hier aber von un­
endlich hober Ordnung unendlich, und folglich convergirt die Ex-
ponenlialreihe fůr jeden Werth der Variablen. 

§ 32. 
Wenn eine e inwer th ige Func t ion nur fur eine 

endliclie Anzahl von Wcr then der Var iabe ln und fůr 
j eden nu r von end l i che r Ordnung unend l i ch gross 
wird, (kurz, wenn sie nur eine endl iche Anzahl von 
Malen unendl ich wird), so is t sie eine ra t iona le Func­
tion. 

Seien a} b, c, • • • • k, l, 00 die Werthe von z, fůr welche 
rp(z) unendlich wird, a, /í, y, JÍ, A, ft die resp. Ordnungs-
zahlen des Unendlichw erdens; so kann man zuerst setzen 

(p (Z) = Q'z + Q"z2 + • • • • + &P)zP +il>{z), 
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wo ý(z) fůr z = oo nicht, also nur noch fůr z= a, b, ••- l un-
endlich wird; demnach hat man 

*w = ^ + Á + • - + rr-^ + *<*>• 
wo nun ^j (z) nur noch fůr b, c, •••/ unendlich isl. Man hat 
also wciter 

*, (*) = ^ + < A ? + • - + £^W + *, (*)• 
Fahrt man auf diese Wcise fořt, so gelangt man zu 

(A) 

^_t (z) = - ^ + ^ ^ + • • • + j^rT)I + ^(z), 
uo ^w(z) gar nicht mehr unendlich wird, also eine Conslante 
ist. Bezeichnct man diese mit Q, so erhalt man, indem man die 
ohigen Ausdrůcke zusammensetzt, 

(p(z) = O + Q' z + Q" z2 + + QWz^ 

+ rl~a+V-aý+-
I C2 | ť 2 i 

^ z — 6 "*"" (z — £)2 "*" ' 

+ 
, Cn . Cn . 

. . . + —ei-
(z — «)« 

I c2 

(A) 
- i . . _-" L __ 1" _-_ _L . . . J ^ 

^ z _ , -r (~ _ fi -ť -1- (z _ l)X 
also in der Thal eine rationale Function. 

§ 33. 
Eine e inwer th ige F u n c t i o n cp (z) ist his auf eine 

addit ivc Constante hes t i inmt , sobald fůr jeden Unsle-
t igke i t spunc t eine F u n c t i o n gegeben ist , w e lche ů b r i -
gens endlich b le ib t , aber an der be t r e f f enden Unste-
I igkei tss te l lc ebenso unendl ich wird , wie cp[z) es wer-
den soli. Scien at, a2, #3, ctc. die Unstetigkeitspuncte von 
cp (z), und denken wir uns darunter den Werth oo glcich mit 
begrifícn. Ferner seien f1(z), f2(z)> f${z)> etc# gegebenc Func-
tionen, welche ůberall endlich sind, nur resp. in den Puncten 
ai9 a2, #3, . . . . unendlich gross werden. VVenn dann <p{z) in 
a{ so unendlich werden soli wie fv{z), so kann man setzen 
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\vo I/J(Z) fůr z = a{ nicht unendlich wird. Ua nun /\(z) fůr 
z = a2 endlich ist, so muss ty (z) hicr unendlich werdcn, und 
zwar so wie 9(2:). Soli daher cp (z) in a2 so uncndlich werdcn, 
wie f2{z), so kann man setzcn 

t(z)=í2(z) +fL(z), 
\vo nun ^i(z) nicht fůr at und #2, sondcrn 1111 r noch fůr a:), 
cle. unendlich wird. Fáhrt man so fořt, so gelangt man endlich 
zu ciner Function ^ , dic gar nicht inchr uncndlich wird, also 
einc Constantc ist. Wird dicse mit C bezcichnet, so crhált man 

<p{z)=fl(z)+f2{z)+Wz) + .... + C. 

§ 3 4 . 
Man sagt, cinc Function cp [z) wird fůr cinen Wcrth von z 

uncndl ich klein oder Null von d cr nlen Or diuing, wenn 
----- fůr diesen Werth unendlich gross von der /iten Ordnung 
wird. Fůr diesen Fall ist nach § 29 und 30 

f„ ,. (z — a)n 
lur z = a lim qp (2;) 

x > weder Null noch unendlich gross. 
„ z — 00 lim —r 

z* cp (z) 
l)a nun auch dic umgekehrtcn Brůche cndliche und von Null 
verschiedene Grenzwerthe haben můssen, so hahen wir als Be-
dingungen dafůr, dass (p(z) fůr z = 00 oder fůr cinen endlichen 
Werth z~a unendlich klein oder Null von der wten Ordnung ist: 

fůr z —; ci lim — —-— t 
(z — a)* > weder Null noch unendlich gross. 

,, z =5 00 lim z" 9? (z) ' 
Diese Bedingungen entstehen aus denen des unendlich gross Wer-
dens, wenn — n an die Stelle von n tritt, und dalier kann man 
auch ein unendlich klein Werden als ein unendlich gross Wcrden 
von negativer Ordnung betrachten oder auch umgekehrt. 

Wird f{z) fůr z = a Null von der nteu Ordnung, und setzt 
man 

(z — a)* ^ v ' 
so ist nach dem Obigen Í/J(Z) eine Function, welche fůr z = a 
endlich und von Null verschiedcn ist. Ilieraus lolgt, dass man 
immer 

<p[z) = {z — a)»il>{z) 
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setzen, also aus cp(z) den Faetor (z -—a)n herausziehen kann. 
Setzt man - - a au die Stelle von n, so gilt dasselbe auch, wenn 
cp[z) fur z = a unendlieh gross von der HWM Ordnung wird. 
Dann kann man selzen 

Hierdurch rechtfertigt sich (\ic oben (% 29) angefiihrte Auf-
fassungsweise, nach weleher ein unendlieh Werden von der níen 
Ordnung als w-nialigcs unendlieh Werden von der ersten Ord­
nung betrachtel, werden kann. Dcnn i si z. B. <p[z) fůr zwei 
Dunete z = a nud z — b unendlieh klein von der erslen Ord­
nung, so isL zuersl 

<p{z) = [z —a) ty{z), 

wo ty (z) fůr z—-a endlich bleihl und líir z=b unendlieh klein 
werden ninss. Daher ist dann 

ty (z) = [z — h) ty, (z) , <p[z) = (z - a) (z - b) ty, [z), 

wo ty^z) sowohl lur z = a als aucli fur z = b endlich bleibt. 
Fallen mm die Punctc b und a zusanunen, so entsieliL 

cp (z) = {z — afty^z) , 
und daher ist dann cp{z) fiir z=^a von der 2tcn Ordnung un­
endlieh klein. Ijeini unendlieh gross WTerdcn vcrliált sich die 
Sachc ebenso. 

Wird cp [z) fiir z = oo unendlieh klein von der wten Ord­
nung, so isL 

z" cp{z) = ty (z) 
lur 2: = 00 endlich und von Null verschieden, nnd diese íilei-
chung gill auch zugleich fur das unendlieh gross Werden, wenn 
— n an Stelle von n gcsctzt wird. Daher kann man in diesein 
Falle heim unendlieh klein Werden von cp [z) 

<̂ ) = í? 
und heim unendlieh gross Werden 

cp [z) = zn ty (z) 
setzen, wo ty {z) cíne fůr z = 00 endlich und von Null verschie­
den blcibende Function bedeutet. 
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§ 3 5 . 

Ilieran kniipft sich die Untersuchung, wie oft eine ein-
werthige FunctioJi in einem Gcbiete unendlich klein oder gross 
you der ersten Ordmuig wird, wobei cin unendlicli Werden vou 
der wtcu Ordnung als ft-maligcs unendlich Werden von der erslen 
Ordnung aufgefasst wird. Diese Anzahl kann námlich nach Rie-
mann durch ein bestimmles Integrál ausgedruckt werden. Inner-
halb eincs Gcbietcs T werde die einwcrlhige Function <p (z) in 
(\m Puncten ait a2, d:]f etc. unendlich klein oder gross, und 
zwar rcsp. von den Ordnungen ni9 n2, n3, etc, dic fur cin un­
endlich klein Werden positiv, fur ein unendlich gross Werden 
negativ zu nehmcn seien. Wir bctrachten nun das Integrál 

J d log <p {z) oder j j M <jz, 

bezogen auf die ganzc Begrenzung von T. Dic Function -*—f4 

wird unendlich gross fur alle Puncte, in denen <p(z) Null, und 
fúr alle diejenigen, in denen <p {z) unendlich gross ist. Nach 
§ 24 bleibt aber <p [z) endlich in allcn Puncten, in denen tp[z) 
endlich ist, und wird nach § 29 in allcn denen unendlich, in 
denen <p(z) es ist; daher sind die Unstetigkeitspuncte von tp'[z) 

innerhalb T identisch mit denen von w(z). Demnach wird — ~ 
x v ; qp (z) 

unendlich gross fur die sámmtlichen Punctc aif a2, a3, etc, und 
nur fur diese. Nach § 19 ist nun das obige auf die Begrenzung 
von T bezogene Integrál gleich der Šumme der Integrále ausge-
dehnt auf kleine, um die Puncte a beschriebene Kreise. Sei A 
eines dieser Integrále entsprechend dem Puncte a, bei welchem 
die Ordnung des unendlich Werdens gleich n sei. Dann kann 
man nach § 34 setzen 

cp [z) = {z — ay<H){z), 

wo i\> [z) fiir z = a endlich und von Null verschieden bleibt. 
Hieraus folgt 

A =fd log <p (z) = nj^-a +flLg) dz, 

das Integrál auf einen kleinen um a beschriebenen Kreis ausgc-
dehnt. Da nun innerhalb des Integrationskreises ip (z) nicht null 
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mul i\) (z) iiiclit unendlieh gross ist, so ist y - ~ stetig und da-

licr (§ 18) 

fpf\ dz = 0. 
Ausscrdem isL (§ 20) 

I = 2 Tři J z — a 
und dalicr 

^ = litin. 

Summirt man diese Wcrtlie A fur alle Punkte a, so erhalt man 

Id log <p [z] = 2ni [nx + n2 + ^3 + . . . ) = 2niEn, 

das Integrál auf dic Begrenzung von T ausgedehnt, und liieriii 
gicbt En an, wic oft cp [z) innerbalb T unendlieh gross oder 
klein von der ersten Ordnung wird, wenn man ein unendlieh 
Werden /iter Ordnung als ?i-maligcs unendlieh Werden erster Ord-

rnung ansieht. Wir haben also den Satz: Das In t eg rá l 

J d log <p {z) 

^einer c inwer th igen Funct ion y (z), bez o gen auf die Be­
grenzung eines G eb ie t e s T, ist gleieh liti 111 a 1 d e r A n -

I zalil d e r P u n c t e , in dencn cp(z) i n n e r b a l b T unendl ieh 
vklein oder gross von der e r s t en Ordnung ist. 

Bcziebt man den Bucbstabcn n auf das unendlieh klein Wer­
den und deutet die Ordnungszahlen des unendlieh gross Werdcns 
durch — v an, da sic negativ zu nehmen sind, so erhalt man 

/ d log tp (z) = 2m {En — Ev). 

/Wenn die Function cp (z) innerbalb T endlich bleibt, so fallt aus 
der vorigen Formel das Glied —EJv fořt, und die Anzahl der 
P u n c t e , in dencn eine e inwer th ige Func t ion tp(z) Null 
von der e r s t en Ordnung is t i n n e r b a l b eines Gebie tes 

\T, in welchem <p{z) s te t ig b le ib t , ist g le ieh 

±fd log y(z), 
U a s In teg rá l auf die Begrenzung von T bezogen. 
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§ 3 6 . 
Wcnn man nim untcr den Puncten a alle cndl ichcn Puncte 

verstelit, in denen cp (z) unendlich klein oder gross ist, so kommt 
es noch darauf an, wie sicb cp(z) fur z = oo verhált. Nehmcn 
wir an, cp [z) werde fur z = oo m Mal unendlich und zwar bc-
zichc sich wieder ein positives m auf das unendlich klein, cin 
negatives m auf das unendlich gross Werden. Nimmt man dann 
als Begrenzung von T einen Kreis um den Nullpunct, weleher die 
sámmtlichcn Puncte a umgiebt, so ist zunachst nach dem Vori-
gen auf dicsen Kreis bezogen 

/ 
d log cp [z) = 2 7ti {Zn — Ev), 

Fúhrt man nun aber statt z eine neue Variable ti durch die 13e-
ziehung 

1 z = — 
u 

ein, so entspricbt jedem Puncte z cin Punct n, und dem Puncte 
z =z oo der Punct u = 0. Setzt man ferner 

z = r (cos cp + i sin cp), 
so wird 

u = — (cos (p — í sin qp). 

lieschreibt nun z eine geschlossene Linie Z um den Nullpunct, 
so beschreibt w, weil dabci cp von 0 bis 2# wáchst, ebenfalls 
eine geschlossene Linie U um den Nullpunct, aber in umgekehr-
ter Richtung. Lásst man ferner bei constantem cp den Rádius 

Vcctor r wachsen, so nimmt — ab und umgekehrt, folglich ent-

sprechen allen Puncten z ausserhalb Z Puncte u, die innerhalb 
U liegen. Fuhrt man jetzt in dem Integrále 

j d log cp [z) oder JžJ^dz 

u statt z ein, indem man die aus cp(z) dadurch hervorgehende 
Function mit f[u) bezeichnet, so erhált man 

-7 du. 
u) 

In dem Integrále nach z ist die Integrationscurve Z ein alle Puncte 
a umschliessender Kreis um den Nullpunct, also ist in dem In­
tegrále nach u die Integrationscurve auch ein Kreis um den Null-

fd\ogf(u) oáerf^ 
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punct, der aber in entgegengesetztcr lUeblung durcblaufen wird. 
Nimnit man dabcr bei beiden Integralen die Inlegration in der 
Richtung der wachsendcn Winkel, so ist 

I d logy (z)— — jdlogf(u), 

das erste. Integrál aut den Kreis Z, das zweite auf den Kreis U 
bezogen. Der Kreis Z umgicbt alle Puncte a, also wird <p(z) 
ausser l ia lb Z nur unendlicb fur z = oo, und daher f{u) in-
n erb a 11) U nur unendlicb fur u = 0. Fur z — oo war cp(z) 
unendlicb Klein von der wten Ordnung, sodass 

["liin*"^*)] =["li,i/Hl 
L - l 2 - OO L u J w = = o 

endlicb und von Null versebieden ist; demnacb ist auch f{u) fur 
« - < ! unendlicb Klein von der mten Ordnung, und setzt man 

f(u) = um4>(u), 

so bedeutet I/J(U) eine Function, welcbe in u = 0, also uberall 
innerbalb U endlicb und von Null versebieden ist. Nun folgt wieder 

worin das zweite Integrál vcrscbwindet, und das erste, in der Ricb­
Umg der wacbseuden WinKel genommen, =2mm ist. Demnacb 
erbiilt man 

/ d log cp [z) = — Id log f{u) = — Ini.m. 

Vergleicbt man dies Hesultat mit dem unter (23) gefundenen 
Werlhe dicses auf dicselbe Curve bezogenen Integrales, so er-
giebt sicb 

Zn — ŽJv = —• m. 
Ist nun cp[z) fur z = oo Null, so ist m positiv, und man erbált 

m + Zn = ZV; 
ist aber qp(z) fur z = oo unendlicb gross, so ist m negativ; 
scbreibt man — {i dafúr, so folgt 

In beiden Gleichungen giebt dann die linke Seite an, wie oft 
q>(z) in der ganzen unendlichen Ebene Null von der ersten Ord­
nung, und die rechte Seite, wie oft diese Function unend-
lich gross von der ersten Ordnung wird, und wir erhalten den 
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allgemeinen Satz: Eine e inwer th ige Funct ion wird in der 
ganzen unendliclien Ebene ebenso oft Null wie un-
endlicb gross. Daraus folgt sogleich: eine e inwer th ige 
Funct ion nimmt jeden be l ieb igen Werth k ebenso oft 
an, als sic unendl ich gross wird. Denn 9?(z) — k wird 
ebenso unendlich gross wie cp (z), daher wird cp{z) — k ebenso oft 
Null, als cp(z) unendlich gross wird, und folglich <p(z) ebenso 
oft == Je. 

Ilieraus ergiebt sich unmittelbar der Fundamentalsatz der Al­
gebra, denn eine ganze Function nien Grades wird nur fůr z=oo 
unendlich gross und zwar n Mal, folglich muss sie auch n Mal 
Null werden, und daher muss eine Gleichnng wten Grades 
immer n Wurzeln haben. 

§ 37. 
Man kanu nun den sclion im § 32 bewiesenen Satz, dass 

eine einwerthige Function, welche nur eine endliche Anzahl von 
Malen unendlich gross wjrd, eine rationale Function scin muss, 
aufs Neue und in ciner andern Form beweisen. 

Scien av a2, a3, etc. clie endlichen Wertlie von z, fůr welche 
eine einwerthige Function tp{z) unendlich klein oder gross wird, 
und mOgcn resp. nv n2, nv etc. die Ordnungszahlen des Unend-
lichvverdens bedeuten, positiv beim unendlich klein, negativ beim 
unendlich gross Werden. Dann kann man zuerst nach § 34 

nl 

<p(z) = (z—aí) 1>(z) 
setzen, wo ý(z) fůr z = ax endlich und von Null verschieden 
ist, aber fůr z = a2, av etc. unendlich wird. Alsdann ist 

t(z) = (z — a2) ^(z) , 
wo nun 

nl ?i2 

{z—ax) (z—a,) 
fur r/l und ct2 nicht, wohl aber fůr a3> etc. unendlich wird; fálirt 
man so fořt, so gelangt man zu einer Function 

liz) = ?PW = - ^ _ _ , 
v ?i, n2 ?i3 JI 

(z—a{) {z—a2) (2—fl8) n{z—a) 

welche fůr keinen endlichen Wcrth von z mehr unendlich wird. 
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Von dicscr kanu nun aber gezcigt wcrden, dass sie aucli íůr 
: = oo nicbt iiiieiitllich gross werdcn kanu. Da námlieb 

(z-a) = z y — - \ 

ist, so kanu man scbreiben 

n (z — a) = z n 11—--1 • 
HezeiclincL aber m die Anzalil, wic oft <p(z) Tur z = o© unend-
lich wird, positiv beim uncndlieb klein, negativ beim unendlieli 
gross Werden, so ist (§ 36, (24)) 

2Jn = — m, 
da bier Uii dasselbe bedeutet, was dort uiit 2J?i — 2Jv bezeieb-
net worden ist. Denuiaeb liat man 

n(z — a)n= z 

und k { z ) = - z *(z) 

Fůr z = o© aber ist 

<p[z) lim — L \ . 2 _ — | l m ^ 

" ( l — ; ) " 

und dies ist nacb § 34 endlicb und von Null verscbicden, da 
(p(z) fůr z = oo von der ??iUm Ordnung uncndlieb klein wird. 
Folglieb ist k(z) in der Tbat eine Function, welebe fůr z^=oo 
endlicb bleibt; da sie nun aueb fůr kciucn endlicbcn AVertb von 
z uncndlieb gross wird, so nuiss sie nacb § 28 čine donstantc 
sein. Hezeiebnet man diese mit d, so ist 

<p[z) = CIl(z — a)n. 
Hcbiilt man nun ax, a2, av etc, fůr die endlicbcn Wertlie von z 
bei, fůr welebe cp(z) verscbwindet, resp. von den Ordnungen nv 

n2, ?i:]9 e t c ; und bezeiebnet mit ayi a.>, a3 , etc. dic endliclien 
Wertlie, fůr welebe cp(z) uncndlieb gross wird, resp. von den 
Ordnungen vv v2, vv etc., so ist 

ní ?i0 ns 

m M — r (z~ a^ (z~a*> ~(z~rt;,) 

[z — aA (z — a0) (z — a«) 
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P cm nach ist <p[z) wirklich einc rationale Function, und zwar 
erscheint sie hier im Záhlcr und Nenncr in Factorcn aufgelóst, 
wálirend sie in § 32 in Partialbriiche und eine ganze Function 
zerlcgt vvar. 

Hieraus folgt ferner: Eine e inwer th igc Function ist 
bis auf einen cons tanten Factor bes t immt , soba ldman 
alle endl icben Wer the kcnn t , fiir welclic sie unend­
lich k lc in und unendl ich gross wird, und von jedem 
auch die Ordnungsz ahl des Unendl ichwerdens , und: 
Zwei e inwcr th ige F u n c t i o n c n , wclche in d iesen Wcr-
thcn und in den Ordnungszahl cn ubc re ins t immen , 
sind bis auf einen cons tan ten Factor e inander gleich. 
Diese Siitze bleiben auch noch richtig, wcnn die Anzahl der 
Werthe, fiir welche eine Function unendlich wird, uncudlich gross 
ist. Dcnn da bci zwei Functioncn, die in diesen Wcrthen und 
zugleich in den Ordnungszahlen ůbereinstimmen, jeder solche 
Werth fiir jede der beiden Functioncn den gleichen Factor im 
Ziihler oder im Nenncr liefert, so kann ihr Quotient nur eine 
Constante sein. 

B. Functionen mit Verzweigungspuncten. 

§ 3 8 . 
Indem wir nun zur Retrachtung von Functioncn ubergehen, 

welche Verzweigungspuncte besitzen, erinnern wir an die im Ein-
gange dieses Abschnitts gemachte Pcmerkung, deren líichtigkeil 
sich aus der Art, vvie die vorigen Untcrsuchungen gefiihrt wor-
den sind, ergiebt, dass alle von einwerthigen Functionen gelten-
(len Sátzc, die sich nur auf endlichc Fláchentheile bezielien, auch 
fiir einc beliebige Function gůltig bleiben, so lange dieselbe in 
(lem zu betrachtenden Flachentheile cinandrig ist, d. li. darin keine 
Verzweigungspuncte bcsitzt. Wir habcn dalier hier nur noch die 
Verzweigungspuncte sclbst naber zu betrachten und kniipfen an 
die in § 21 angestelltc Untersuchung an, welche Folgendes ergeben 
hal: Ist z = b ein Verzweigungspuncte ciner Function f[z), in 
Avelchem m Blatter der z - Flachc zusammenhangen (ein Win-
dungspunct (??i — l)ter Orduung (§ 13)), und selzt man 

( * -&)* = & 
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wodurch f(z) in qp (g) ůbcrgehe, so liat 9? (5) an der z*=l) ent-
sprecbenden Stelle 5 = 0 keincn Vcrzwcigungspunct. 

Man kanu nim zuerst die Betrachtung des § 27 auf ein den 
lNmct 5 = 0 umgebendcs (iebiet anwenden, da man dasselbe 
immer so klein wablcn kann, dass es keincn Verzweigungspuncl 
cnthálL Danu bleibt <p(£) an der Stelle 5 = 0 endlich und stetig, 
wenn 

[lim 5<p(5)l = 0 

ist; folglicb erbalten wir als die nothwendige und binreicbende 
Bedingung daíur, dass f{z) in dem Verzwcigungspuncte z---b 
endlich und stetig bleibc : 

lim (z — b)™f{z)\ = (). 

Ferncr ergeben dic Bctrachtimgen des § 29, dass wenn <p(£) in 
dem Puncte 5 = 0 uncndlicb gross von der nten Ordnung wird, 
man setzcn kann 

<p® = {-+i;+f+ •- +f+HQ, 
wo A (5) fnr 5 = 0 endlicb bleibt, und die Gróssen g constantc 
(loefficienten bedeuten. Demnacb liat man, wenn nim f[z] in 
dem Vcrzweigungspuncte z = b unendlicb gross wird, 

m = - 9'-i + - ^ + -*1-, + + •-*—. +m 
(z — b)™ (z — b)™ {z — b)™ (z — b)m 

wo ^(z) = A(Š) sei, und fur z-=b endlicb bleibe. Danu ist 
n 

lim [z — b)mf{z) endl icb und von Nu 11 ve r scb i eden , 

und man bezeicbnet die Ordnung des Uuendl ichwerd cns 

von í(z) duřeli den Bruch — • 
In b hangen m Blatter der z-Flaehc zusammen, daber fal-

len bicr auch m Functionswcrthe auf einander. Jeder derselben, 
der init w bezeicbnet werden moge, wird so uncndlicb, dass 

?i 

lim w {z—b)m 

endlicb und von Null verscbieden bleibt. Demnacb ist auch 
m n 

lim w [z — b) 
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weder Null noch unendlich, und daher kann man auch sagen: 
die Funct ion iv wird in b, wo m B lá t t e r zusammen-
hángen , n Mal unendl ich , wenn j eder der h ie r zusam-

menfa l lenden W e r t h e von der Ordnung - unendl ich 
wird. 

Genauer bestimmt man die Art des Unendlichwerdens von 
f{z), indem man den Ausdruck angiebt, um welchen sich f{z) 
in b voU einer dort endlich bleibenden Function unterschei-
det. Dieser Ausdruck schreitet, wie die letzte Gleichung zeigt, 

nach ganžen Potenzen von (z — b) m fořt. Man sagt also z. B. 
f[z) wird unendlich, wie — - — j , oder wie —-—^, oder wie 

(z~l,)m (z — b)™ 
* rř 

—g—L H g—2 u. s. w. 
(z — b ) m ( z — b)™> 

Betrachten wir nun noch den Werth z = oo, welcher, wie 
wir schon § 14 geselien haben, durch einen bestimrnten Punct 
reprásentirt werden und dann auch als Verzweigungspunct auf-
treten kann. Man setze 

z= — und f[z)=z <p(u); 

dann ist u = 0 ein Windungspunct (m—l)ter Ordnung fůr cp(u), 
wenn z = oo ein solcher fůr f(z) ist. Demnach kann man 
setzen 

*M = 4 + 4 + ••••+*!- + *(«) 
oder 

JL _?_ 1 
f{z) = g'z" + g"z™ + • -. • + ffi")t» +^{z)y ( 2 5 ) 

wo tp(z) = Z(w) fůr z = oo endlich bleibt. Folglich ist f(z) 
fůr z = oo endlich und stetig, wenn 

lim 
L_ fc _J 

= 0 

z=oo 
ist; und wenn in z = oo m Werthe der Function zusam-

n 
m 

wird, was der Fall ist, wenn / t ; , 
Duieg-e, Funci. compl. Var, i " * 9 

menfallen, von denen jeder von der Ordnung — unendlich gross 
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lim ' - ' endlich und von Null verschieden 

ist, so sagt man, f(z) wird in z = oo n Mal unendlich. 

§ 39. 
Wir můssen nun auch das Verhalten der derivirten Func-

tion -^ {f(z) = w gesetzt) in einem Verzweigungspuncte náher 
ins Auge fassen. Zuerst betrachten wir nur solche endliche Puncte, 
in denen w endlich bleibt. Im § 24 ist gezeigt worden, dass 
wenn w in einem Gebiete endlich und einándrig ist, also darin 
weder Unstetigkeitspuncte noch Verzweigungspuncte besitzt, ~ 
in demselben Gebiete ebenfalls endlich und stetig bleibt. Drůckt 
man nun die Derivirte durch den Grenzwerth, dem sie gleich ist, 
aus, indem man den fůr z = a stattfindenden Werth von w mit 
wa bezeichnet, so hat man 

dz z—a 
und kann demgemáss sagen: wenn z = a weder cin Unstetig-
keitspunct noch ein Verzweigungspunct von w ist, so ist 

w — wa 

lim — nicht unendlich gross. 
Man kann aber auch entscheiden, unter welcher Bedingung die-
ser Grenzwerth von Null verschieden bleibt. Dazu braucht man 
nur z als Fuiíction von w zu betrachten. Wenn námlich der 
dem Puncte z = a entsprechende Punct w = wa kein Verzwei­
gungspunct der Function z ist, so ist nach dem Obigen 

lim £Zl£— nicht unendlich gross, 

und daher der umgekehrte Bruch 
1 w — w„ 

lim — nicht Null. 
z — a 

Wir erhalten also zuerst folgenden Satz, der als Grundlage fur das 
Folgende dient: Sind z=a und w—wa zwei e inander ent­
s p r e c h e n d e endl iche Punc t e , und ist weder z = a ein 
Verzweigungspunct von to, noch w = wa ein Verzwei ­
gungspunc t von z, so ist 



Abschn. VIL B. Functionen mit Verzweigungspuncten. § 39. 131 

w — w 

lim endl ich und nicht Null. 
z—a i 

Daraus folgt, dass die Derivirte -^- in einem endlichen Puncte (in 

dem auch w endlich ist) nur dann Null oder unendlich gross wer-
den kanil, wenn darin entweder fur w, als Function von z, oder 
fur z, als Function von w betrachtet, eine Verzweigung eintritt. 

Tritt nun an die Stelle von a ein Verzweigungspunct b, in 
welchem aber w einen endlichen Werth wb hat, so setze man, 
wenn die z-Fláche sich m Mal um b windet, (nach § 21) 

i 
(*-&)* = É; 

dann hat w als Function von g betrachtet, an der Stelle % = 0 
weder einen Unstetigkeitspunct noch einen Verzweigungspunct. 
Nehmen wir nun den Fall an, dass auch £, als Function von w 
betrachtet, an der Stelle w=wb keinen Verzweigungspunct besitzt, 
so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfůllt, und 
daher ist 

W — Wj 

~ 1 

{z-by 
lim —z oder lim r weder Null noch unendlich. 

Nun ist aber 
z-b = £m, 

also z eine rcionale Function von £, und folglich nach § 15 
eine ebeiia^ verzweigte Function von w, wie §. Wenn daher g 
an der Ctelle IU — wb keinen Verzweigungspunct besitzt, so hat 
z, als Fur^ction von w betrachtet, dort ebenfalls keinen solchen, 
und daher erhalten wir folgenden Satz: Hat w in z = b einen 
W i n d u n g s p u n c t (m~— l ) t e r Ordnung , z aber , als F u n c ­
tion von w b e t r a c h t e t , in w = wb ke inen Verzwei­
gungspunc t , so ist 

W Wy 

lim j endl ich und von Null verschieden. 
(z — b)~™ 

Bezeichnet man diesen endlichen Grenzwerth mit k, so ist nun 
auch 

lim -*i- = A»; 
z—b 

es war aber 
9* 
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also ist 

.. b dw 
Jim =- = j — 

z — b dz 

dw ,. fa* .. 
Um 7 = lim 

íw~whl (z-b)~™~ 

Unter d-cr Voraussetzung des Satzes (26) wird also ~v 

in b unendl ich gross , und zwar so, dass 

m — 1 m—1 
X\m[w — wi\ - ^ und lim fc— b) m -^- weder Null nocli 

x °i dz v ' dz 
unendl ich ist. 

i 

Wenn dagegen £ oder (z — b)m in w — wb einen Verzwei-
gungspunct besitzt, und zwar einen solchen, in welchem ^ Blát-
ter der w-Fláche zusammenhángen, so treflen die Voraussetzun-
gen des Satzes (26) in der Weise zu, dass £ als Function von 
zo in wb einen Windungspunct (ft —l)ter Ordnung, w aber als 
Function von g in £ = 0 keinen Verzweigiuigspunct liat, und 
folglicli ist dann 

t 
lim — 1 

(w—wby 
und also auch der umgekehrte Bruch 

i 
(to — wb) f* 

lim j — endlich und nicht Null. 
(z — b)m 

Da nun wieder z und g gleichverzweigte Functioncn von w sind, 
so schliessen wir: Hat to an der Stel le z = b einen Win­
dungspunc t (m — l ) t c r Ordnung , und z als Funct ion 
von to b e t r a c h t e t an der cn t sp rechenden Stel le w = 
iOb e inen Windungspunct (ft — l ) te r Ordnung , so ist 

, . (w— W i ) ^ 

lim ^ L. endl ich und von Null verschieden. 
(z — b)™ 

Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit /?, so folgt 

i-b 

und da 

,. (w — wh)f* 
lim \ b)

 = frm9 
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lim 
z — b 

dw 
ďz~ 

ist, 
div (A. —m ju — m 

— = lim. hm[w—wb) v* = lim Ul[z — b) dz 

dw Demnach ist unter der Voraussetzung des Satzcs (28) — Null^ 
oder unendl icb g ross , je nachdem f*> oder < m ist, 
und z,WifflPjs;o>; dass 

-dw ~dw weder Null nocb lim [w — wb) /« — und lim [z — b) 
unendl icb ist. 

Wir haben nun noch den Wcrth z=oo zu betrachten, in-
dem wir die Voraussetzung beibehalten, dass er einen Verzwei-
gungspunct reprásentirt, in welchem al)er w endlich ist. Sei 

1 

(29) 

und w der fur z = oo oder u = 0 stattfindende Wertb von w. 
Nehmen wir an, z = oo sei von iv ein Windungspunct [m — l)ter 
Ordnung, w = iv aber.von z ein Windungspunct (ft— l)ter Ord-
nung, so erhalten wir nach (28), weil z und u gleichverzweigte 
Functionen von iv sind, und auch die Verzweigung von iv sich 
nichtándert, ob man w als Function von z oder von u betrachtet, 

lim (w — w') p oder lim z [w — w) (30) 

Z ~ 0 0 um - » M = 0 
endlich und nicht Null, 

und wenn dieser Grenzwer th mit h bezeichnet wird (nach (29)) 

dw 
du 

Nun ist aber 

/u — n [ji — m 
l-=.\m\hm[w—w) t* =: lim h^u m . 

dw 
dz 

l dw 
z2 du 

also 

oder 

dw y h™(w — w) h 
ďž z2 

dw y (w — w') V 
dz~ h™ 

— lim 
u. —n 

i / 1 

h u m 

= — lim H±m 
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ÍDemnach ist h ie r ~ Null und zwar so, dass die Aus-
1 dz 

drucke 
o / /\" '. dw 1 dw —-—dw 

z2(w — w) P -j-, 1- -J- , Z m --
v J dz P\m dz dz 

(w—w ) M 

endlichfc und von Null ve rsch iedene Grenzwer the 
haben. 

Endlich wenden wir uns zur Betrachtung des Falles, dass 
w selbst in einem Verzweigungspuncte unendlich gross wird, und 
nehmen letzteren zuerst endlich — b an. Hángen nun in z = J 
m Blátter und in w = oo [i Blátter zusammen, so kónnen wir 
sofort aus (30) erkennen, welcher Ausdruck endlich und von Null 
verschieden bleibt. Denn setzen wir dort z — b an die Stelle 
von w — w, ferner w an die Stelle von z und vertauschen m 
mit [i mit einander, so ergiebt sich, dass 

A A. 

lim wv {z—b)m = h 

endlich und von Null verschieden bleibt. Da nun hieraus aber 

fL 
lim w (z — b)m = ht1 

folgt, so dass auch dieser Grenzwerth weder Null noch unendlich 
gross ist, so ergiebt sich (nach § 38), dass w in diesem Falle 
unendlich gross von der Ordnung —ist; und zugleich gilt auchdas 
Umgekehrte. Indem wir ferner in dem zweiten der Ausdrucke (31) 
dieselben Vertauschungen vornehmen, wie oben, sehen wir, dass 

i dz_ 
m\^ dw 

{z — b) ™ 

und also auch der reciproké Werth 

endlich und nicht Null ist, und dass also -p unendlich gross ist 

von der Ordnung m"^^. Bas Resultat ist daher: Wird w in 

einem Windungspunc te (m — l ) t e r Ordnung z == b un­

endlich gross von der Ordnung —, so ist iv = oo se lbs t 

zugleich ein Windungspunct fa—l)ter Ordnung , und 
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umgekehr t ; und -^ wird von der O r d n u n g m~rV' U f t . 
& dz ° m 

endlich gross. 
Wird zweitens w fůr z = oo unendlich gross, und ist die-

ser Punct ein Windungspunct (m — l)ter Ordnung, wáhrend 
w = oo ein Windungspunct (ft —l)ter Ordnung ist, so setze 
man z = —; dann ist nach dem vorigen Satze fůr u = 0 

u 
tt 

lim w. um 

und daher fůr z = 00 
lim — 

<̂  
endlich und von Null verschieden, und folglich w unendlich gross 

von der Ordnung —. Ferner bleibt fůr u = 0 

lim w — , 
du 

und fůr 2 = 00 
1 dw lim -_E du 

z ™ 

endlich und von Null verschieden. Da nun 
dw 2 dw 

du dz 
ist, so ist 

lim z 
m—ju, 

m dw 
dz 

fůr z = 00 endlich und nicht Null, und daher ~ entweder Null 
dz 

oder unendlich gross, je nachdem m > oder < (i isl. 
Hat man z. B. die Gleichung 

[w~w)\z—ř)6 = l , 
iso st 

w—w = r und z — & = — 
* (z — Ů)"3" (w— w ) 

also ist #̂ fůr z = b unendlich gross von der Ordnung -|. Zu-
gleich hángen an der Stelle z = b drei Blátter der ^-Fláche, 
und an der entsprechenden Stelle w = cx> fůnf Blátter der w 
Fláche zusammen, Ferner ist 
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dw 5 1 

also fúr z = & unendlich gross von der Ordnung §• 
Bei den Gleichungen 

3. 5 

w = z* und w = z5 

sind die Stellen z = oo und w = cx> entsprechend. Man er-
hált rešp. 

dw o 1 , cřw K % 
&=*--f u n d & = i * ' 

z3 ' 
daher ist -r- fůr 2: = 00 im ersten Falle Null, und im zweiten 

dz ' 
unendlich gross. 

§ 40. 
Wir konncn nun auch angeben, in welcher Weise sich die 

Fláche der z auf der Fláche der w in der Náhe eines Verzwei-
gungspunctes abbildet, und damit die in §J7 erwáhnten Ausnah-
mefálle erledigen. 

Nehmen wir an, z = b sei ein Windungspunct (m — l)ter, 
und w = wb ein Windungspunct ((i — l)ter Ordnung, so 
hat (28) 

lim (w— Wb)!1 

_2_ 
(z — b)™ 

einen bestimmten endlichen und von Null verschiedenen Grenz-
werth. Nahert man sich also von verschiedenen Seilen her den 
Puncten z = b und wz=ivb, so ist es dieser Ausdruck, und 
nicht mehr, wie in § 7, der Ausdruck lim w~lVb > welcher ei-

** z —o 
nen von der Richtung der Annaherung unabhángigen endlichen 
Werth hat. Sind demnach z und z" zv\ei an b in verschiede-
ner Richtung unendlich nahé liegende Puncte, w und w" die 
ihnen entsprechenden Puncte der ^-Fláche, so ist 

j _ j _ 
[w —wb) f4, (w" — wb)f* 

(z'-b)m (z"-b)m 

oder 1 1 

\w — wbJ \z —b) 
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Setzt man nun 
w — Wb= Q (cos ty' + i sin ty') 
iv"— Wb — 9" (cos ty" + i sin ty") 
z — b = r (cos 9 ' + i sin <p') 
z" — b — r" (cos 9" + 1 sin qp"), 

so folgt 

<p'~- <p"\ 
m ) + i sin 

und hieraus 

oder 

Es íindet also in der Náhe des Verzweigungspunctes nicht melu* 
Aehnlichkeit in den unendlich kleinen Theilen statt. 

In děni in § 7 angefůhrten Beispiele 
w = z2 

ist m = 1 und ft = 2, folglich wird fůr den Verzweigungspunct 
w = 0, (entsprechend z = 0) ^ = 0 , da fi > m ist; zu-
gleich ist 

was sich auch schon § 7 in einem bestimmten Falle ergeben 
hatte. Eine unmittelbare Folge hiervon ist u. a. der von Sie-
beck*) auf andere Weise bewiesenc Satz: Der AVinkel, un te r 
we lehem sich zw*ei confocale Parabe ln schne iden , ist 
halb so gross , als der Winkel , den ihre Axen mit ein-
ander bil den. Man ůberzeugt sich námlich nach dem § 7 
angegebenen Verfahren oder auch auf andere Weise Icicht, dass 
jeder nicht durch den Nullpunct gehenden Geraden in z eine 
Parabel in w entspricht, deren Brennpunct im Nullpuncte liegt, 
und deren Axe einer Geraden in z entspricht, die ebenfalls durch 

*) Siebeck: Ueber die graphische Darstellung imaginárer Functio­
nen. Crelle^ Journ. Bd. 55. pag. 239. 
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den Nullpunct geht und der frůhsren Geraden parallel ist. Der 
Winkel, welchen zwei nicht durch den Nullpunct gehende Gerade 
in z mit einander bilden, ist nun ebenso gross, wie der Winkel, 
unter dem sich die entsprechenden Parabeln in w schneiden; un-
ter demselben Winkel schneiden sich aueh die durch den Null­
punct gehenden parallelen Geraden in z, welchen die Axen der 
Parabeln in w entsprechen. Da aber der Nullpunct Verzwei-
gungspunct von z ist, und zwar m = 1 und (i = 2, so bilden 
die Axen der Parabeln den doppelten 7/inkel mit einander. 

Ausserdem erhellt aus der obigen allgemeinen Betrachtung, 
dass die Puncte der w-Fláche, welche Siebeck B r e n n p u n c t e 

nennt, und die daclurch characterisirt sind, dass in ihnen ~ = 0 
ist, zugleich Verzweigungspuncte sein werden, und zwar solche, 
fúr welche {i > m ist. 

§ 4 1 . 
Wenn eine Funct ion w fůr jeden Wcrth von z 

n Wer the bes i t z t und nur eine endl iche Anzahl von 
Malen unendl ich wird, so ist sie eine a l g e b r a i s c h e 
Funct ion. 

Man bezcichne mit ivlf w2, . . . . wn die n Werthe von w, 
welche einem bestimmten Werthe von z entsprechen. Bildet man 
nun das Product • 

S = (tf — w^ (a — w2) • • • * (6 — ivn), 
worin ti eine beliebige von z unabhángige Grosse bedeutet, so 
ist S symmetrisch in Bezug auf wlf w2, . . . wn. Lásst man z 
irgend eine scheinbar geschlossene (§ 12) Linie beschreiben, so 
werden zwar einige oder alle der Werthe wl9 w2, . . . wn sich 
geándert haben, aber in den n unmittelbar uber einander lie-
genden Puncten der ^-Fláche wird w wieder die namlichen 
Werthe nur in anderer Anordnung besitzen, folglich hat sich S, 
als Function von z betrachtet, dabei nicht geándert. S ist also 
in allen Puncten einándrig, und daher eine einwerthige Function 
von z. Ausserdem wird S nur da unendlich gross, wo einer 
oder mehrere der Werthe wt, w2, . . . wn unendlich gross wer­
den. Jeder der letzteren wird der Annahme nach nur eine end­
liche Anzahl von Malen unendlich, also findet dasselbe auch bei 
S statt. Demnach ist S eine einwerthige Function, welche nur 
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čine endliche Anzahl von Malen unendlich wird, und daher nach 
§ 32 eine ra t iona le Function von z. Ist nun z = a ein Un-
stetigkeitspunct von w, der nicht zugleich ein Verzweigungspunct 
ist, und ist in diesem Wk unendlich gross, und zwar a Mal, 
so ist 

cc cc 

Wk {z — a) und also auch (tf — wu) (z — a) 
in a endlich (§ 29). Ist ferner z = b zugleich Unstetigkeits-
punct und Verzweigungspunct, und hángcn in demselben ft Blát-
ter zusammen, so faljen in ihm auch [i Werthe von w ŝ uf ein-
ander. Bezeichnet man diese mit wt, iv2, . . . w^, und mit /? 
die Anzahl der Male, wie oft w in b unendlich gross wird, so 
sind nach § 38 die Grossen 

L a i 
w1 {z — bf, w2 {z — bY\ ivfl {z — bf 

und folglich auch 
1 1 1 

(* _ Wl) {Z _ b)f*f .(„ _ wj ( z _ b)^ ((? _ w^ (Z_b)t> 
endlich. Demnach bleibt auch ihr Product 

[0 — wů (<? — w2) {p — w^ [z — bf • 
in b endlich. Nun seien 

9 

cti* a2, — ai 
die Unstetigkeitspuncte, die nicht Verzweigungspuncte sind, 

h> h> bv 
die Unstetigkeitspuncte, die zugleich Verzweigungspuncte sind, 
und man bezeichne die zugehorigen Ordnungszahlen a und /? mit 
entsprechenden Indices. Multiplicirt man dann S mit dem 
Ausdruck 

Z=(z~a1fi(z - a2p- • • • (z — ax)°* 
{z-hf{z-hf2---(z-t>rfV > 

so bleibt das Product 
S • Z = {<$ — wx) (6 — w2) (tf — wn) {z — a^1 (z — a2f2 

• • • • {z - aif* (z - bfyz - b2f. • • (z - bvf 
fůr alle Werthe a und b, also uberhaupt fůr alle endlichen 
Werthe von z endlich. Demnach ist SZ eine einwerthige Func­
tion, welche nur fůr z = oo und auch hier nur von einer end­
lichen Ordnung unendlich gross wird; folglich ist (nach § 31) 
SZ eine ganze Function von z. Nun wird in SZ^ zuqrst jeder 
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Factor von Z fur z = oo unendlich gross; bezeichnet ferner h 
die Anzahl der Male, wic oft w fůr z = oo unendlich gross wird, 
so ist die Anzahl der Male, wie oft SZ fůr z = 00 unendlich 
gross ist, gleich 

h + Za + 27/J = fli, 
und dies ist geradc dic Anzahl der Male, wie oft w ůberhaupt 
unendlich gross vvird. Bezeichnet man diese Zahl mit m, so ist 
SZ eine ganze Function vom mten Grade von z. Nimmt man 
nun auf die Grosse 6 Růcksicht, so ist SZ auch eine ganze Func­
tion vín ú vom nten Grade. Denkt man sich also SZ nach Po-
tenzen von (5 geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze 
Function von 6 vom nten Grade ist, deren Coefíicienten ganze 
Functionen von z sind, die bis auf den wtcn Grád steigcn, was 
Riemann durch das Zeichen 

n m 

F (ú, z) 
auszudrůcken pflegt. Diese Grosse verschvvindet, wenn 6 einen 
der Werthe wv, w2, ••• wn erhalt, und dahcr sind dies die n 
Wurzcln der Gleichung 

n m 

F {w, z) = 0. 
Folgl ich ist e ine w-werthige Func t ion , die m Mal un­
endl ich wird, dic Wurzel einer a lgebra i schcn Glei­
chung zwischcn w und z, die in Bezug auf iv vom níen, 
und deren Coefficienten in Bezug auf z vom mten 
Grade sind. 

Achter Abschnitt. 
Integrále. 

A. Integrále uber geschlossene Linien ausgedehnt. 

§42. 
Wir schreiten jetzt zu einer Vervollstándigung der im Ab-

schnitte IV. gegebenen Satze. Nach den im vorigen Abschnitte 
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