Elemente der Theorie der Functionen einer Complexen verdnderlichen
Grosse

Siebente Abschnitt: Uber das unendlich gross und unendlich klein Werden der
Functionen

In: Heinrich Jacob Karl Durége (author): Elemente der Theorie der Functionen einer Complexen
verdnderlichen Grdsse. Mit besonderer beriicksichtigung "Der schopfungen Riemann’s".
(German). Leipzig: B. G. Teubner, 1864. pp. 107--140.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400427

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/400427
http://project.dml.cz

Abschn. VI A. Einwerthige Functionen. § 27. 107

Siebenter Abschnitt.

Ueber das unendlich gross und uncndlich klein Werden
der Functionen.

Obgleich die Sitze, welche in diesem Abschnilte bewiesen
werden sollen, auch aus den im vorigen § ecntwickelten Reihen
hergeleitet werden konnen, so haben wir doch aus mehreren
Granden vorgezogen, sie ohne Iliilfe der unendlichen Reihen ah-
zuleiten, und werden die letzteren nur da mit heranzuziehen ha-
ben, wo es sich wirklich um unendliche Reiben handelt.  Wir
miisserr hier aber die Functionen, welche keine Verzweigungs-
puncte besitzen, von den tbrigen trennen und zuerst abgeson-
dert betrachten, sowohl weil sic dic Grundlage fur die Unter-
suchung der ubrigen bilden, als auch weil sie vor den ubrigen
einige ausgezeichnete Eigenschaftenr voraus haben. Wir werden
die Functionen ohne Verzweigungspuncte, welches die cindeutigen
Functionen im gewohnlichen Sinne des Wortes sind, nach Rie-
mann cinwerthige Functionen nennen. Zum Voraus muss da-
bei bemerkt werden, dass alle von den einwerthigen Functionen
zu bheweisenden Sitze, die sich nur auf endliche Flachentheile
heziehen, zugleich auch von Functionen mit Verzweigungspunc-
puncten gelten, sobald nur in dem zu beriicksichtigenden Fla-
chentheile keine Verzweigungspuncte der Function liegen.

A. Functionen ohne Verzweigungspuncte. Einwerthige
Functionen.

§ 21.

Wenn eine einwerthige Function ¢ (z) fir irgend einen
Werth z=¢ endlich bleibt, so nahert sich das Product (z—a) ¢ (2)
fir z=« der Null. Wir zeigen nun zuerst, dass auch das Um-
gekehrte stattfindet. Es werde angenommen, eine nicht durch
einen Ausdruck gegebene einwerthige Function ¢ (z) sei in einem
Flichentheile 7' endlich und stetig, nur in einem Puncte z = a
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dieses Gebicles sei es ungewiss, ob ¢@(z) endlich und stelig sei
oder nicht, dagegen sci

l:lim (z—a) @ (z):’ —0.

i=a
Schliesst man den Punct @ durch cinen kleinen Kreis £ aus,
so ist @ (z) in dem entstehenden Gebicle ¢ gewiss endlich und
stetig, und daher fiiv jeden Punct ¢ innerhalb U
1 (9@
Pll) = ’zn';J it 35
das Integral aufl dic Bcgrcniung von U ausgedehnl.  Dies zerlegl
sich in zwei Theile. Setzt man in dem zweiten, aul die Peri-
pherie des kleinen Kreises % ausgedehnten Integrale
z—a=r (cosq + ising) , de=(z—a)idp,
so erhilt man
10 L (fe—ao
! [owda 1 (fE—d9()
p=g, [20 L (Emneo,
0

2mi z—t

worin das erste Integral sich auf die Begrenzung von 7' allcin
bezieht. Lisst man nun aber den kleinen Kreis ins Unendliche
abnelimen, so nihert sich der Vorausselzung nach (z — a) ¢ (2)
der Null; folglich verschwindet mit dem Radius des kleinen Krei-
ses zugleich auch das zweite Integral, und man erhalt

worin die Integration auf dic Begrenzung von 7" allein auszudeh-
nen ist. Dies Integral ist aber fir jeden Punct im Innercn von
T endlich und stetig (§ 24. Note), also auch fir =a, und da-
her ist auch ¢ (z) lir z=a endlich und stetig. Demnach haben
wir den Satz: Die¢ nothwendige und hinrveichende Be-
dingung dafiir, dass eine einwerthige Function in ei-
nem Puncte z=« cndlich und stetig bleibt, ist

[lim (z—a) o (z):l =0.

=«
Hieraus folgt ferner, dass eine einwerthige Function nur
dadurch unstetig werden kann, dass sie unendlich
gross wird, denn so lange ¢ (z) fir z==a nicht unendlich
gross ist, ist lim (z—a) @ (2) = 0, also @ (2) stelig.
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§ 28.

Wenn cine einwerthige Function fur keinen end-
lichen oder unendlich grossen Werth der Variablen
unendlich gross wird, so ist sie einc Constante. Man
kann in diesem Falle in der Gleichung

A 1 ‘g(z) dx
(p(t):a_..jq)(—).

27 z—1

als Integrations-Curve einen Kreis um den Nullpunct nehmen und
denselben ins Unendliche wachsen lassen, weil ¢ (¢) der Annahme
nach in allen Puncten der Ebene endlich und daher nach dem
vorigen Salze anch stetig bleibt. Setzt man

=R (cos @ 4 ising) , dz=zidp,

so folgt
27 2n

1 z@(z 1 (2)
9= 4y '/ 2 dp =, f v dy.
0 0 =
Wiichst nun der Radius des Kreises ins Unendliche, so werden in
dem Integrale alle Werthe von z unendlich gross, und folglich

verschwindet ,i Daher wird ¢ (¢) unabhingig von ¢, das heisst
constant.

Hieraus folgt unmittelbar: Wenn eine einwerthige Fune-
tion nicht eine Constante ist, so muss siec nothwendig
fitr irgend einen endlichen oder unendlichen Werth
der Variablen unendlich gross werden.

Weiter folgt: Eine einwerthige Function muss [ar
irgend cinen Werth der Varviablen den Werth Null
annchmen. Denn wird ¢ (z) nirgend gleich Null, so wird ﬁ
nirgend unendlich gross, also wiire 71’%;) cine Constante, und da-
her auch ¢ (2).

Endlich: Eine einwerthige Function muss minde-
stens cinmal jeden beliebigen Werth £ annehmen kon-
nen. Denn wire ¢ (z) nirgend = %, so wire ¢ (2) — & nir-
gend gleich Null, also eine Constante, und folglich auch g (z)
cine Constante.

Es verdient hervorgehoben zu werden, wie diese Sitze eine
Harmonie in der Functionenlehre herstellen, die bei Ausschliessung
complexer Werthe der Variablen nicht stattfindet.  Beriicksich-



110 Abschn. VII. A. Einwerthige Functionen. § 29.

tigt man Dbloss reelle Werthe der Variablen, so wird z. B. die
cinwerthige Function cos z nicht unendlich gross und nimmt nicht
jeden beliebigen Werth an, sondern' nur die Werthe zwischen
— 1 und + 1. Es findet hicr eine gewisse Analogic mit den
algebraischen Gleichungen statt. Bei diesen bleiben auch die
Fundamentalsitze, dass jede algebraische Gleichung cine Wurzel
haben muss, und dass jede Gleichung nten Grades n Wurzeln hat,
nicht allgemein richtig, wenn man nur reclle Wurzeln beriicksichtigt.
Daher hat man in dieser Disciplin scit langer Zeit die complexen
Wurzeln stets mit beriicksichtigt. Es zeigt sich nun der grosse
Werth, den die Einfilhrung der complexen Variabeln fir die
Functionenlehre hat, da auch hier gewisse allgemeine Sitze gel-
ten, dic bei Ausschliessung complexer Werthe der Variablen nicht
mehr allgemein richtig bleiben.

§ 29. .

Wenn das Product (z — @) ¢ (z) bei unendlicher Annitherung
des z au den Punct @ nicht mehr gegen dic Null convergirt, so
wird @ (2) fiir z =« unendlich gross. Wir wollen nun aber an-
nchmen, dass es cine Potenz von z—a mit cinem ganzen oder
gebrochenen Exponenten w gibe, fiir welchen

(z—a) ”tp (2) nicht unendlich gross

werde an der Stelle z=a. Bezeichnet dann n die grosste in u
enthaltene ganze Zahl, sodass

n < w<n+4+1
sei, so ist

tim (r—a) T (@) = lim t— )" T T — ) ¥ (5) = 0,

weil 7 + 1 — p positiv ist.  Alsdann ist nach § 27
n
(z—a) 9(2)
. N . . . . . (n)
cine Function, welche fiir z=a endlich bleibt. Bezeichnet ¢
den endlichen Grenzwerth derselben fir z=a, so ist nun
n (n)
(z—a) p(z)—ec
cine Function, welche fiir z=a verschwindet, und folglich bleibt
wieder nach § 27
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i—1 D)
f—a" gl —

z—a

n—1
fiir z==a endlich. Bezeichnet dann c( )den endlichen Grenz-
werth derselben, so verschwindet
n—1 ™ (n—1)
—a)' gl - —e
fir z=a, und folglich bleibt
n—2 o™ =1

(z—a) P (2) Te=ar T i=a

z—a

an der Stelle z=ea cndlich. Fahrt man in dieser Weise fort,
so gelangt man endlich zu einer Function

o) c(n——l) cn—2) o’ p

¥ (2)

Y e e T T
welche fir z=e« cndlich und daher auch stetig “ist. Setat
man also
S SN T L I,
z—a (z—a)? (z—a)? (z—a)"
so bedeutet 1 (z) eine fir z ==« cndliche und stetige Function,
und man ecrhilt, wenn noch der Kiirze wegen

¢ " & o
—a + G—ap + = + e 4 (::»”)" = A
geselzt wird,
() =4+ Y ()
wobei
(") . n
¢ =lim (z—a) ()
—1 " —1 ()
c(" )_—_- lim [(z——a)n ® (z) — _—0;7]
(n—2) A n—2 (n) (n—1)
i [y = P 4]
u. s. Ww.

ist.  Wenn nun die endliche Constante c(n)nicllt den Werth Null

e

hat, wenn also in dem Ausdrucke 4 das Glied nicht fehlt,

n
~—a

d. h. wenn
n
lim (z—a) @ (z) weder Null noch unendlich
ist, so sagt man: die Function ¢ (2) wird fiir z=a unend-
lich gross von der nten Ordnung. Dann ist aber fiir jeden
gebrochenen Exponenten g diese Bedingung nicht erfiillt, son-
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. w . s
dern lim (z —a) @ (z) wird entweder Null oder unendlich; denn
ist, wie wir urspriinglich annahmen, p > 2, so ist
. 2 . p—n n
lim (z —a) ¢ (z) = lim (z—a) (z—a) () =0,
ist aber u < n, so ist
i . w . —a) @z
lim (z—a) ¢(z) =lim E=a’el) _
(z ——(t)"“‘u
IFolglich kann ¢ (z) nicht von einer gebrochenen Ordnung un-
endlich werden, und wir erbalten den Satz: Wenn eine ecin-
werthige IFunction dberhaupt von einer cndlichen
Ordnung unendlich wird, so kann sie nur von einer
ganzen Ordnung unendlich werden.
Der Ausdruck (17) fur 4 bildet einen Theil der im § 26 (15)
entwickelten Reihe 4,. Liasst man dort den Index 4 fort und

. . 7l .
beriicksichtigt den hier vorliegenden Fall, dass {(z —a) @ (z) sich
einem endlichen und von Null verschiedenen Grenzwerth nihert,

. n41 . .
also lim (z —a) @ (z) = 0 ist, so wird nach (16)

k) T
¢ =g E—a o) dp=0,
0
wenn man den Kreis um «, aul den sich die Integration hezicht,
ins Unendliche abnehmen lisst. Daher verschwinden nm so mehr

(n42)  (2+3)
c 4

, , cte., und folglich bricht die Reihe 4, bei dem

()
T C . . . .
Gliede Z“N\d'; ab, und wird mit unserem Ausdrucke (17) identiseh.
t—ua)
Auf diese Uebereinstimmung wird deswegen hingewiesen, weil
daraus hervorgeht, dass wenn die Funclion ¢(z) nicht mehr von
ciner endlichen Ordnung unendlich wird, wenn es also keinen

n
endlichen Exponenten n giebt, fir den (z—a) ¢ (2) sich cinem

endlichen Grenzwerth nihert, dann an die Stelle des Ausdrucks
A die unendliche Reihe A, (ritt, weil dann keiner ihrer Coeffi-
cienten mehr verschwindet.
Kehren wir nun noch einmal zu der Gleichung (18)
) =4+ ¥(z)
zuriick, so zeigt diese, dass cine Function ¢(z), welche an ciner
Stelle z==¢ wnendlich gross wird, sich an dieser Stelle von einer
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dort endlich bleibenden Function 4 (2) stets nur um einen Ausdruck
von der Form A4 unterscheidet. Sie wird daher nur so unend-
lich wie dicser Ausdruck 4. Ist z. B. @(z) fir z=a von der
ersten Ordnung unendlich, so dass lim (z—a) @(2) endlich und
von Null verschicden ist, so kann man anch sagen, ¢(z) wird

. . l/" . . .
dort unendlich wic® =—- Oder ist ¢(z) fir z==a unendlich von

. . . . C c
der zweiten Ordnung, so ist es entweder unendlich wie —t E—"

’"

. C . . nl . g
oder nur wie ay allein. IMat man eine andre Function /(z),

welche fur z=a ebenfalls von der nten Ordnung unendlich wird,
so kann diese auch nur so unendlich werden, wie ein dhnlicher
Ausdruck A, der sich von dem vorigen nur in den Werthen der
Coefficienten ¢ unterscheiden kann. Ist die letztere Function /(2)
gegeben, so sind damit auch die Coefficicuten ¢ gegeben, und
folglich ist ¢ (z) an ciner Unstetigkeitsstelle @ hekannt, wenn cine
Function /'(z) gegeben ist, die an dieser Stelle chenso unstelig
wird, wie @(z) es werden soll. Man kann alsdann setzen
9(2) =1(2) + ¥ (2),

worin 9 (z) fir z=a endlich und stetig bleibt.

Aus der Gleichung @ (2) = 4 + ¥ (z) folgt durch Differen-
tiation

’ \ dA ’
@ (2) = - + v (2,
A\Y()
a4 _;c' 20" i’.(':"‘ L o e
dz (z—a) (z—a)? (z—a)? (z—a)" ! '

Da nun (nach § 24) ¢ (z) fiw z=a endlich bleibt, weil ¥(z)
liier endlich ist, so folgt, dass dic Derivirte ¢'(z) ciner ein-
werthigen Function ¢(z) an ciner Stelle z=a, wo ¢(2)
unendlich ist, ebenfalls unendlich wird, und zwar
von einer um 1 hoheren Ordnung wie @(z). In allen end-
lichen Puncten, in denen ¢(z) endlich ist, bleibt dagegen (nach
§ 24) auch ¢ (2) cndlich, und daher sind die endlichen
Unstetighkeitspuncte einer einwerthigen Function ¢(z)
mit denen ihrer Derivirten ¢'(z) identisch.

Es wird sich spiter®) rechtfertigen lassen, dass man cin

#) Siehe unten § 34,

Durvége, Funel, compl, Var, 8
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Unendlichwerden von der aten Ordnung auch als ein Zusammen-
fallen von n Puncten ansehn kaon, in denen die Function ¢(z2)
unendlich von der ersten Ordnung ist.  Indem wir von dieser
Auffassung schon jetzt Gebranch machen, werden wir, wenn cine
Function an einer Stelle unendlich gross von der aten Ordnung
wird, .uns auch des Ausdracks hedienen, dass sie dort 7 Mal
unendlich werde. '

§ 30.

Wir gchen nun zu der Untersuchung iiber, wie sich eine
Function ¢(z) fie einen unendlich grossen Werth der Variablen
z verhilt.  Diese Betrachtung kinnen wir aul die vorige zuriick-

fiihven, indem wir z = - selzen, wodurch @ (z) in /(u) iiber-
gehm moge, und dann /() an der Stelle =0 untersuchen.

Nnn ist zuerst (nach § 27) 7'(2) fitr 4=0 endlich und stetig, wenn

[lim 2 /()] = () ist. Also isl
U="=0 :

@ () Mir z==oc0 endlich und stelig, wenn [lim 2@] =0

2
ist.  Ferner wird (nach § 29) /(«) fiir «==0 von der nten Ord-
n
mmg oder » Mal wnendlich, wenn [lim « /()]  weder Nall noch
"N==0
mendlich ist.  Daher wird

@(z) liir z==o00 unendlich von der nten Ordnung, wenn

I:l im q):,(,:)]

weder Null noch unendlich

=00

—
2

t. Man kann ferner nach § 29 in diesem Falle setzen:

) o o0 " O
e R L
u

wo A (u) eine fir =0 endlich bleibende Function, und die
Grossen () constante Cocfficienten bedeuten.  Geht 4 (x), durch
= ausgedriickt, in 9 (2) iber, so erhilt man hieraus
, v (n) n .
)=V z+ "2+ "2+ 0 "2+ Y(2)
worin ¥ (2) fir z==oo endlich und stetig bleibt. In diesem
Falle ist also ¢ (z) unendlich wie cine ganze Fanclion von z.
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Aus der Gleichung (19) folgt

) =0 +20"24+30"2* 4+ - +20 1+ Y (2).  (20)
Um nun zuerst zu untersuchen, wie sich die Derivirte 9'(2) der
endlich bleibenden Function 9 (z) im Unendlichien verhilt, kehren
wir wieder zu der Variablen « zurick. Da

de _ 1 g

(n) n-
z

ist und

¥ (2) =4 (n)

P (z) = — u® ¥ (u).
Nun ist 4{x) endlich fiir u==0, also nach § 24 auch 4'(x), und
folglich wird

war, so ist

Y (2) = 0 fiir z=o00.
Wenn also cine Function im Puncte z=oco endlich
und ecinindrig ist, so ist ihre Derivirte in diesem
Puncte gleich Null.

Alsdann folgt aus (20), dass @'(z) [iir z==co von einer um
Eins niedrigeren Ordnung wnendlich gross wird, als ¢ (z). st
also @ (2) nur von der ersten Ordoung unendlich gross, so bleibt
@' (z) endlich fiir z=oco. _

Die ganze Function in (19) bildet einen Theil der § 26 (15)
abgeleiteten Reihe 7. Diese wird nimlich zu eciner endlichen,
wenn

lim qiiz) endlich, also lim ‘f”‘(j}l = ()

z

ist.  Denn lisst man in dem Integral [§ 26 (16)]

2n
(n+1) 1 [9(=)
0 T / “ar1 99
G
den Integrationskreis (7) ins Unendliche wachsen, so convergirt

(n42) (n43)
, 0 ,

. (n) n
ete., und die Reihe 7 bricht bei dem Gliede 9~z ab. Wenn es

dagegen keinen endlichen Exponenten n giebt, fir den lim q)—(})

es gegen Null; es verschwinden daher um so mehr ¢

endlich ist, so wird @(z) unendlich, wie eine nach ganzen Po-
tenzen von z fortschreitende unendliche Reihe.

8
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§ 31.

Aus dem Vorigen ergeben sich nun folgende Sitze: Wenn
eine cinwerthige Function fitr keinen endlichen Werth
von z, sondern nur fitr z==o00, und auch hier nur von
endlicher Ordnung (n Mal) unendlich wird, so ist sie
eine ganze Function nten Grades. Deun man hat in die-
sem Lalle

pR)=0z+ 0"22+ 072 4+ .- + 0V 2" + P(2);
da nun aber ¥(2) eine einwerthige Function ist, welche weder
fir ecinen endlichen noch fir ecinen unendlichen Werth von z
unendlich gross wird, so ist sie nach § 28 eine Constante. Be-
zeichnel man dieselbe mit 0, so folgt

@) =040z + 0" 22+ 0725 4 oo W27,
also ist in der That @(z) eine ganze I'unclion nten Grades. Um-
gekehrt wird auch eine ganze Function nten Grades g (z) nur fir
2 = oo und hier n Mal unendlich; denn es ist

[lim (p(f)] = (),
& =00

also endlich und zugleich von Null verschieden, wenn ¢ (z) nicht
von niedrigerem Grade ist, als vom nten.

Wird eine einwerthige Function ¢ (z) nur fir z=o0
unendlich gross, aber von unendlich hoher Ordnung,
so lisst sie sich nach Potenzen von z in cine fir je-
den Werth von z convergirende Reihe entwickeln.
Denn die Reibe 7 convergirt fiir jeden Punct innerhalb des Krei-
ses (1) (vgl. § 26), weun in demselben keine Unstetigkeitspuncte
liegen, und dieser Kreis kann beliebig erweitert werden, wenn
@ (z) fir keinen endlichen Werth von z unendlich wird. Daher
unterscheidet sich ¢ (2) von einer fir alle Werthe von z conver-
girenden Reihe nur um eine einwerthige Function (z), welche
fir z=o00 nicht, und daher tiberhaupt nicht unendlich wird, und
die folglich eine Constante ist.

In diesem Falle ist die Reihe 7 nichts anderes als die Mac
Laurin’sche Reihe. Denn nach § 26 (16) ist

27

\ 1 ‘tp(z) 1 :p(-)rl:
() — A\ —_ LA e
v 27 ,/ an dp 27:2"/:""‘1
0
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und daher nach § 24 (10)

(>

O — PW )
b 3. 5uen

Als Beispiel bietet sich hier die Exponentialfunction e* dar.
Diese wird, wie wir § 23 salien, nur fir z = co unendlich
gross. Ls kann aber auch gezeigl werden, dass sie hier von
unendlich holier Ordnung unendlich wird, denn aus § 23 (8)
folgl fiv @(2) =¢*

2:3.0em 2edeeen

00— om0 __ 1

Diese Grosse verschwindet fir kein endliches n.  Daher muss

z
. e
[lnu »_7]
b 2=00

fir jedes endliche n unendlich gross sein, denn hitle diese Grosse
far irgend ein n cinen endlichen Grenzwerth, so wire

und daber misste auch
7
(n41) 1 et
O =55 ) 9
0

beim unendlichen Wachsen des Integrationskreises verschwinden,
was, wie wir so eben gesehen haben, nicht der Fall ist. Die Ex-
pouentialfunction wird daher nur fir z = oo, hier aber von un-
endlich hoher Ordnung unendlich, und folglich convergirt die Ex-
ponentialreihe fur jeden Werth der Variablen.

§ 32.

Wenn eine cinwerthige Function nur fiir eine
endliche Anzahl von Werthen der Variabeln und fiir
jeden nur von endlicher Ordnung unendlich gross
wird, (kurz, wenn sie nur e¢ine endliche Anzahl von
Malen unendlich wird), so ist sie eine rationale Func-
tion.

Seien @, b, ¢, -+ -+ k, 1, oo die Werthe von z, fir welche
9 (2) unendlich wird, «, 8, y, ---- %, 4, g die resp. Ordnungs-
zahlen des Unendlichwerdens; so kann man zuersl setzen

P@) =0z + 0224 - + Ozt 4 (),
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wo 9 (2) fir z = oo nicht, also nur noch fir z=@a, 0, --- / vb-
endlich wird; demnach hat man
’ ” (o)
4 ¢
¢(Z):z;+(£i7)2+" +("——!l)“+ p]()

a

wo nun P, (z) nur noch fir b, ¢, ---7 unendlich ist. Man hat
also weiter
’ B

P, (2) = ol ,’ + Z‘—_’*b)"g + - 4 (?7—(1)15{? + ¥, (2).
Fihrt man auf diesc Weise fort, so gelangt man zu
cn cn” c"(l)
Yu—1(2) = o + G—iP + -+ =t + ¥.(2),

wo 9,(2) gar nicht mehr unendlich wird, also cine Constante
isl. Bezeichnet man diese mit (), so erhilt man, indem man die
obigen Ausdriicke zusammensetzl,

pR) =0+ 0z4 0"22 4 ... 4 Qe

” (@)

..... ‘.

+ +<~_a Fo
e cg(ﬂ)

+ ;_ + ]‘)2 + + ("—-l})ﬂ
-+ . . .
, ()

Cn" Cn
tite—pt oty

also in der That eine rationale Function.

§ 33.

Eine cinwerthige Functlion ¢ (2) ist bis auf eine
additive Constante bestimmmt, sobald fir jeden Unste-
ligkeitspunct eine Function gegeben ist, welche ubri-
gens eudlich bleibt, aber an der betreffenden Unste-
tigkeitsstelle ebenso unendlich wird, wie @(z) es wer-
den soll.  Scien a,, a,, a,, ctc. die Unstetigkeitspuncte von
@ (2), und denken wir uns darunter den Werth oo gleich mit
begriffen.  Ferner seien /) (2), /,(2), /5(z), etc. gegebene Func-
tionen, welche iberall endlich sind, nur resp. in den Puncten
a,, a,, @y, ....unendlich gross werden. Wenn dann ¢ (z) in
@, so unendlich werden soll wie f|(z), so kann man setzen

9(2) =71(2) +¥ (2),
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wo ¥ (2) fir z =, nicht unendlich wird. Da nun /(z) fir
z =a, endlich ist, so muss ¥ {z) hier unendlich werden, und
zwar so wic @ (z). Soll daher @(z) in a, so uncndlich werden,
wie 7,(2), so kann man setzen
b =/,() + ¥ (2),

wo nun ¥, (2) nicht fir ¢, und @,, sondern nur noch fin «,,
cte. unendlich wird. Fahrt man so fort, so gelaugt man endlich
zu ciner Function ¥, die gar nicht mchr uncndlich wird, also
eine Constante ist. Wird diese mit C bezeichnet, so erhill man

() =72 + /) +76E+....+C

§ 34.
Man sagt, ecine Function ¢ (z) wird fir einen Werth von =
unendlich klein oder Null von der nten Ordnung, wenn

1 .
- fiir diesen Werth unendlich gross von der nten Ordnung

9 (2)
wird. Fir diesen Fall ist nach § 29 und 30
fir z=ua lim (Z—_(;;)" ’
(pl weder Null noch unendlich gross.

yy < =00 llln m

Da nun auch dic umgekehrten Briiche cndliche und von Null
verschiedene Grenzwerthe haben missen, so haben wir als Be-
dingungen dafiir, dass @ (z) fiir z == co oder fiir cinen cndlichen
Werth z==« unendlich klein oder Null von der nten Ordnung ist:

P (z) »
z—a)* » weder Null noch unendlich gross.
» z=o00 limz" ¢(z) |
Diese Bedingungen cntstehen aus denen des unendlich gross Wer-
dens, wenn — 7 an die Stelle von n tritt, und daher kann man
auch ein unendlich klein Werden als ein unendlich gross Werden
von negativer Ordnung betrachten oder auch umgekehrt.

Wird /(z) fiw z = @ Null von der nten Ordnung, und sctzt

man

fir z=ua lim

9(2) e w(z>

(z—a)
so ist nach dem Obigen % (z) eine Function, welche fir z =«
endlich und von Null verschieden ist. Ilieraus folgt, dass man
immer
Pz)=(z—a) ¥ (2
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selzen, also aus @(z) den Faclor (z--a)* herausziehen kaun.
Setzt man -- n an die Stelle von n, so gilt dasselbe auch, wenn
@ (z) fir z=a unendlich gross von der zlen Ordnung wird.
Dann kann man sclzen

q}(Z) — (:VJ‘(TZ),, .

Hicrdurch vechtfertigt sich die oben (§ 29) angefiibrte Anf-
fassungsweise, nach welcher ein nnendlich Werden von der nten
Ordnung als n-maliges unendlich Werden von der ersten Ord-
nung  bhetrachtet werden kann.  Denn ist z. B. @(2) fiw zwei
Puncte 2 =« und z == uncndlich klein von der ersten Ord-
nung, so ist zuerst

p(2)=(z—a) ¥(2),

wo 9 (2) fir 2 =« endlich bleibt und fiv 2 =6 unendlich klein
werden muss.  Daher ist dann

Ple)=(z—=0b1¢ () , @)= -0a@—09),
wo 9, (z) sowohl fir ==« als auch fiwr z =0 endlich bleibt.
Fallen nun diec Puncte » und @ zusammen, so entsteht
P (2) = (z — a)*¢(2),
und daher ist dann @(z) fir z==a von der 2ten Ordnung un-
endlich klein.  Beim unendlich gross Werden verhilt sich die
Sache cbhenso.

Wird ¢ (2) fir z = oo unendlich klein von der nten Ord-
nung, so ist

2 9(z) =19(2)
fiir z =00 endlich und von Null verschieden, nund diese Glei-
chung gilt auch zugleich firr das unendlich gross Werden, wenn
— n an Stelle von n gesetzt wird. Daher kann man in diesem
FFalle beim unendlich klein Werden von ¢ (z)

P(z) = ﬂ(—)

und beim unendlich gross Werden
9z)=2"9(2)

setzen, wo 9 (z) eine fir z =oo endlich und von Null verschie-
den bleibende Function bedcutet.
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Hieran kniipft sich die Untersuchung, wie oft eine ein-
werthige Function in cinem Gebiete unendlich klein oder gross
von der ersten Ovdnung wird, wobei cin unendlich Werden von
der nten Ordnung als n-maliges unendlich Werden von der ersten
Ordnung aufgefasst wird. Diese Anzahl kann ndmlich nach Rie-
mann durch ein hestimmles Integral ausgedriickt werden. Inner-
halb eines Gebictes 7' werde die cinwerthige Function @ (z) in
den Puncten @, «,, «,, ectc. unendlich klein oder gross, und
zwar resp. von den Ordnungen ny, n,, ny, cle., die fiir ¢in un-
endlich klein Werden positiv, fiir ¢in unendlich gross Werden
negativ zu nelmen seien.  Wir betrachten nun das Integral

?

9 (2)
()dz,

/d log @ (2) 0(]01‘
9 (z)
P (z)
wird unendlich gross fir alle Puncle, in denen ¢ (z) Null, und
fir alle diejenigen, in denen ¢’(z) unendlich gross ist. Nach
§ 24 bleibt aber ¢'(z) endlich in allen Puncten, in denen @(z)
endlich ist, und wird nach § 29 in allen dencn unendlich, in
denen @ (z) es ist; daher sind die Unstetigkeitspuncte von ¢’ (2)
innerhalb 7' identisch mit denen von ¢(z). Demnach wird z—gg
unendlich gross fir die simmtlichen Puncte a,, a,, a4, elc., und
nur fir diese. Nach § 19 ist nun das obige auf die Begrenzung
von T bezogenc Integral gleich der Summe der Integrale ausge-
dehnt auf kleine, um dic Puncte @ beschrichene Kreise. Sei 4
eines dieser Integrale entsprechend dem Puncte @, bei welchem
dic Ordnung des unendlich Werdens gleich n sci. Dann kann

man nach § 34 setzen

9 (&) = (z—av(),
wo P (z) fir z = « endlich und von Null verschieden bleibt.
Iieraus folgt

4 = dlogqo(z):nf f:;;g)d

das Integral auf einen kleinen um o beschriebenen Kreis ausge-
dehnt. Da nun innerhalb des Integrationskreises v (z) nicht null

bezogen aul die ganze Begrenzung von 7. Die I
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und 9’ (2) nicht unendlich gross ist, so ist v ) stetig und  da-

P (2)
her (§ 18)
/:2—”—% dz = 0.

Ausserdem ist (§ 20)

‘a
az .
—— = 2w
J z—a
und daher
A = 2min.

Summirt man diesc Werthe 4 (ir alle Punkte «, so erhilt man

/d log @ (z) = 2mi (ny + ny + 0y + ...) = 2mi Zn,

das Integral auf dic Begrenzung von 7' ausgedelnt, und hicrin
gicht Xn an, wic oft @ (z) innerhalb T unendlich gross oder
klein von der ersten Ordnung wird, wenn man cin unendlich
Werden nter Ordnung als n-maliges unendlich Werden erster Ord-
nung ansicht. Wir haben also den Satz: Das Integral

j:l log @ (2)

ciner cinwerthigen Function ¢ (z), bezogen auf die Be-
grenzung cines Gebictes 7, ist gleich 27w mal der An-
zahl der Puncte, in denen ¢(2) innerhalh T unendlich
klein oder gross von der ersten Ordnung ist.

Bezieht man den Buchstaben 2 auf das unendlich klein Wer-

den und deutet die Ordnungszahlen des unendlich gross Werdens
durch — » an, da sic negativ zu nehmen sind, so erhilt man

J(l log ¢ (2) = 2mi (Zn — Zv).

Wenn die Function ¢ (z) innerhalb T endlich bleibt, so fallt aus
der vorigen Formel das Glied — Xv fort, und die Anzahl der
Puncte, in dencn eine cinwerthige Function ¢(z) Null
von der ersten Ordnung ist innerhalb eines Gebietes
T, in welchem ¢(2) stetig bleibt, ist gleich

1
rmfd log @ (2),

das Integral auf die Begrenzung von 7 bezogen.
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§ 36.

Wenn man nun unter den Puncten ¢ alle endlichen Puncte
versteht, in denen @ (z) unendlich klein oder gross ist, so kommt
cs noch darauf - an, wie sich @ (2) fir 2 = oo verhilt. Nehmen
wir an, @ (z) werde fir z = oo m Mal uncndlich und zwar be-
ziche sich wieder ecin positives 7z auf das unendlich klein, cin
negatives 7 auf das unendlich gross Werden. Nimml man dann
als Begrenzung von 7' einen Kreis um den Nullpunct, welcher die
simmtlichen Puncte ¢ umgiebt, so ist zunichst nach dem Vori-
gen aufl diesen Kreis bezogen

)
/dlog @ (2) = 2mi (Zn — Zv),
L)
Fabrt man nun aber stalt z eine neue Variable » durch die Be-
zichung
r—1
(3
cin, so entspricht jedem Puncle z cin Punct %, und dem Puncte
z =o00 der Punct » =10. Setzt man ferner
z =17 (cos ¢ + ¢sin @),
so wird

u=21 (cos @ — 7 sin g).
r
Beschreibt nun z eine geschlossene Linie Z um den Nullpunct,
so beschreibl «, weil dabei @ von 0 bis 27 wichst, ebenfalls

eine geschlossence Linic /' um den Nullpunct, aber in umgekehr-
ter Richtung. Lisst man ferner bei constantem ¢ den Radius

. 1 .
Vector » wachsen, so nimmt - ab und umgekehrt, folglich ent-

sprechen allen Punclen z ausserhalb Z Puncte w, die innerhalb
U liegen. Fihrt man jetzt in dem Integrale

A0
'/‘d log @(z) oder L/‘P ® dz

u slalt z ein, indem man die aus ¢(z) dadurch hervorgehende
Function mit /() bezeichnet, so erhilt man

)
fd log /'(w) oder ff'(u) du.

In dem Integrale nach z ist die Integrationscurve Z ein alle Puncte
a umschliessender Kreis um den Nullpunct, also ist in dem In-
tegrale nach « die Integrationscurve auch ein Kreis um den Null-
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punct, der aber in entgegengeselzter Richtung durchlanfen wird.
Nimmt man daher bei beiden Integralen die lutegration in der
Richtung der wachsenden Winkel, so ist

o]

t/;ilog p(2) = —'/'dlugf(u),

das erste. Integral aul den Kreis 7, das zweite aul den Kreis 77
bezogen.  Der Kreis Z umgiebt alle Puncte «, also wird ¢ (2)
ausserhalb Z nur unendlich fir z =o0, und daher /(u) in-
nerhalb U vur wnendlich fiv v =10. Fir z =00 war ¢(2)

unendlich klein von der mten Ordnung, sodass

[lim ™ (p(z)] [hm ")]
"‘“00 =0

endlich und von Null verschieden ist; demnach ist auch /() fir

1 == 0 nnendlich klein von der mten Ordnung, und setzt man
/() =u" 9 (u),

so bedeutet @ (u) cine Function, welche in w ==, also iiberall

innerhalh U endlich und von Null verschicden ist. Nun folgt wieder

/ d log /() =m /7’"+ / ’LI!)

worin das zweite Integral verschwindet, und das usl.e, in der Rich-

tung der wachseuden Winkel genommen, = 2x¢ m isl. Demnach
erhilt man
/dlogtp __—/dl(w ) = — 2mi.m.

Vergleicht man dies Resultat it dem unter (23) gelundenen
Werthe dieses auf dieselbe Curve bezogenen Integrales, so er-
giebt sich
(24) 2 — v = —m.
Ist nun @ (z) fir z = oo Null, so ist 7 posiliv, und man erhalt
m 4+ 2Zn = Zv;
ist aber @ (z) fir 2 = oo unendlich gross, so ist m negativ;
schreibt man — w dafiir, so folgt
2n=u 4 2.
In beiden Gleichungen gieht dann die linke Seite an, wie oft
@ (2) in der ganzen unendlichen Ebene Null von der ersten Ord-
nung, und die rechte Seite, wie oft diese Function unend-
lich gross von der ersten Ordnung wird, und wir erhalten den
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allgemeinen Satz: Eine einwerthige Function wird in der
ganzen unendlichen Ebene ebenso oft Null wie un-
endlich gross. Daraus [folgt sogleich: eine cinwerthige
Function nimmt jeden beliebigen Werth 4 ebenso oft
an, als sie unendlich gross wird. Denn @(z) — & wird
cbenso unendlich gross wie @ (z), daher wird ¢(z) — /4 ebenso oft
Null, als @(z) unendlich gross wird, und folglich @(z) chenso
oft = £.

Hieraus ergicbt sich unmittelbar der Fundamentalsatz der Al-
gebra, deun eine ganze Function nten Grades wird nur fir z—=o0
unendlich gross und zwar n Mal, folglich muss sie auch n Mal
Null werden, und daher muss cine Gleichung nten Grades
immer n Wurzeln haben.

§ 37.

Man kann nun den schon im § 32 bewiesenen Satz, dass
cine cinwerthige Function, welche nur eine endliche Anzahl von
Malen unendlich gross wjrd, ecine rationale Iunclion sein muss,
auf’s Neue und in ciner andern Form heweisen.

Scien a,, a,, a,, etc. die endlichen Werthe von z, fir welche
cine cinwerthige Function ¢ (2) unendlich klein oder gross wird,
und mogen resp. 7y, n,, 7y, cte. die Ordnungszahlen des Unend-
lichwerdens bedecuten, positiv heim unendlich klein, negativ beim
unendlich gross Werden. Dann kann man zuerst nach § 34

7y
9 (2) = (z—a,) ¥ (2)
setzen, wo % (z) fir z = ¢, endlich und von Null verschieden
ist, aber fir z = a,, @,, etc. unendlich wird. Alsdann ist

V() = (z—a;) "%y(2),

WO nun

p(z)
Z) =
¥i(2) " .
G—w) (z—a,)
fiw @ und @, nicht, wolhl aber fir @;, etc. unendlich wird; fihrt
man so fort, so gelangt man zu einer Function

2 (z) 9(z) — 9(2)

= 7 ny ng - n ’
(z—a)) (z—ay) (z—ag) ..... II(z—a)

welche far keinen endlichen Werth von z mehr unendlich wird.
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Von dieser kann nun aber gezeigt werden, dass sie auch Tir
z = oo nicht unendlich gross werden kann, Da unimlich

i (z—a)" = 2 <1 —-";>"-

Bezeichnet aber m die Anzahl, wie oft @(z) fir z = oo unend-
lich wird, positiv beim unendlich klein, negativ beim unendlich
gross Werden, so ist (§ 36, (24))

: 2n=— — m,
da hier Zn dasselbe hedeutet, was dort mit Zn — Zv bezeich-
net worden ist.  Demmach hat man

He—a)" = 7" n<1 _ ?_)"

und N ="o(z)
Ae) = H<1 _ /:)n
Fir z = oo aber ist
m ( )
.2 @z . m
lim P ;:L‘)" =limz ¢2),

und dies ist nach § 34 endlich und von Null verschieden, da
@(z) fir z =00 von der mten Ordnung unendlich klein wird.
Folglich ist 4(z) in der That ecine Function, welche fin z =

endlich bleibt; da sie nun auch fir keinen endlichen Werth von
z wnendlich gross wird, so wuss sie nach § 28 cine Constante

sein.  Bezeichnet man diese mit €, so ist

oz) =CII(z ——a)n.
Behilt man nan @, a,, a,, cte, fir dic endlichen Werthe von z
bei, fir welehe @(z) verschwindel, resp. von den Orvdnungen 7,
ny, My, ete.; und bezcichuet mit e, «,, a,, clc. die cudlichen
Werthe, fior welche @(z) unendlich gross wird, resp. von den
Ordningen v, v,, v, ctc., so ist

o =) e—a) (z—ay)
f—a) e —a) (F—a)

@)=
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Demnach ist @ (z) wirklich eine rationale Function, und zwar
erscheint sie hier im Zihler und Nenner in Factoren aufgelost,
wihrend sic in § 32 in Partialbriiche und eine ganze Function
zerlegt war.

Hicraus folgl ferner: Eine cinwerthige Function ist
bis auf einen constanten Factor bestimmt, sobald man
alle endlichen Werthe kennt, fiir welche siec unend-
lich klein und unendlich gross wird, und von jedem
auch die Ordnungszahl des Unendlichwerdens, und:
Zwei einwerthige Functionen, welche in diesen Wer-
then und in den Ordnungszahlen tbereinstimmen,
sind his auf eincen constanten Factor einander gleich.
Diese Siitze bleiben auch noch richtig, wemn die Anzahl der
Werthe, fir welche eine Function unendlich wird, unendlich gross
ist. Denn da bei zwei Functionen, die in diesen Werthen und
zugleich in den Ordnungszahlen tbereinstimmen, jeder solche
Werth finr jede der beiden Funclionen den gleichen Factor im
Zihler oder im Nenner liefert, so kann ihr Quolient nur eine
Constante sein.

B. Functionen mit Verzweigungspuncten.

§ 38.

Indem wir nun zur Betrachtung vou Functionen tuibergehen,
welche Verzweigungspuncte besitzen, erinnern wir an die im Ein-
gange dieses Abschnilts gemachte Bemerkung, deren Richtigkeit
sich aus der Art, wie die vorigen Untersuchungen gefithrt wor-
den sind, ergiebt, dass alle von cinwerthigen Functionen gelten-
den Sitze, die sich nur auf endliche Flichentheile bezichen, auch
fiir eine Delichige Function giiltig blciben, so lange dieselbe in
dem zu betrachtenden Flichentheile einindrig ist, d. h. darin keine
Verzweigungspuncte besitzt.  Wir haben daher hier nur noch die
Verzweigungspuncte selbst niher zu betrachten und kniipfen an
dic in § 21 angestellte Untersuchung an, welche Folgendes ergeben
hat: Ist z =10 cin Verzweigungspunct * ciner Function /(z), in
welchem s Blitter der z - Fliche zusammenhingen (ein Win-
dungspunct (z—1)ter Ordnung (§ 13)), und selzt man

1

(Z —_ Z));7 = §,
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wodurch /'(z) in @(§) ubergehe, so hat ¢ (§) an der z==b ent-
sprechenden Stelle § =0 keinen Verzweigungspunct.

Man kann nun zuerst die Betrachtung des § 27 auf ein den
Punct § = 0 umgcebendes Gebiet anwenden, da man dasselbe
immer so klein wiblen kaun, dass es keinen Verzweigungspunct
enthilt,  Daun bleibt ¢ (§) an der Stelle { = 0 endlich und stetig,
wenn

[lim §(p(§)] —0
£=0
ist; folglich erhalten wir als die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiiv, dass /(z) in dem Verzweigungspuncte z == 4
endlich und stetig bleibe :

1
[lim (z—0)» f(z)] = .
=0

Ferner ergeben die Betrachtungen des § 29, dass wenn ¢ (§) in
dem Puncte § == 0 unendlich gross von der nten Ordnung wird,
man setzen kann

g 9 9 g

P =% +tat+a t o+ G +10,

wo A(f) fir § =0 endlich Dleibt, und die Grossen ¢ constante
Coefficienten bedeuten.  Demmnach hat man, wenn nun /(z) in
dem Verzweigungspunclte z == b unendlich gross wird,

’ ’” ,17

/‘(z) — g “i + g - + _”__é + ..... + - 7 + 1/;(2)’
(z—0)m (z—0) m (z— b)ym (=—0)m
wo P (z) = 4(§) sci, und fir z =1>0 endlich bleibe.  Dann ist

g™

n

lim (z — 0)”/(2) endlich und von Null verschieden,
und man bezeichmet die Ordnung des Unendlichwerdens
von /(z) durch den Bruch %

In & hingen m Blitter der z-Fliche zusammen, daher fal-

len hier auch 2 Functionswerthe auf einander. Jeder derselben,
der mit 20 bezeichnet werden moge, wird so unendlich, dass

lim w (z—0)™

endlich uud von Null verschieden bleibt.  Demnach ist auch

m n
lim w (z— D)
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weder Null noch uncndlich, und daber kann man auch sagen:
die Function w wird in &, wo m Blatler zusammen-
hingen, n Mal unendlich, wenn jeder der hier zusam-

menfallenden Werthe von der Ordnung ’% unendlich
wird. '

Genauer bestimmt man die Art des Unendlichwerdens von
/(2), indem man den Ausdruck angiebt, um welchen sich f(z)

in » von einer dort endlich bleibenden Function unterschei-
det. Dieser Ausdruck schreitet, wie die letzte Gleichung zeigt,

1
nach ganzen Potenzen von (z—20) ™ fort. Man sagt also z. B.
/(z) wird unendlich, wie g 1> oder wie —9__ oder wie
(z—b)m (z—b);
g ;. + g 5 W s. w.

—b)m  (z—b)m

Betrachten wir nun noch den Werth z = oo, welcher, wie
wir schon § 14 gesehen haben, durch einen bestimmten Punct
reprasentirt werden und dann auch als Verzweigungspunct auf-
treten kann. Man selze

2= — ud [(z) = pu);
dann ist ¥ = 0 cin Windungspunct (m— 1)ter Ordnung fir ¢ (u),

wenn z == oo ein solcher fur f(z) ist. Demnach kann man
setzen
, " -
o) =% + 5 4+ + 5+ A
oder

1 2 n
[ =gz + ¢'z7 + -+ + gz +1[)(z), (25)
wo ¥(z) = A(u) fir z = oo endlich bleibt. Folglich ist f(z)
fir z =00 endlich und stetig, wenn

lim [ﬁ?J =0
km PR

ist; und wenn in z = oo m Werthe der Function zusam-

. n .
menfallen, von denen jeder von der Orduung - unendlich gross
wird, was der Fall ist, wenn s e

Durcige, Funet, compl, Var,

9
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lim [@] endlich und von Null verschieden
2" 2=00

ist, so sagt man, /(z) wird in 2z = oo n Mal unendlich.

. § 39.
Wir miissen nun auch das Verhalten der derivirten Func-

tion Z—:’ (f(z2) = w gesetzt) in einem Verzweigungspuncle niiher

ins Auge fassen. Zuerst betrachten wir nur solche endliche Puncte,
in denen w endlich bleibt. Im § 24 ist gezeigt worden, dass
wenn w in einem Gebiete endlich und einindrig ist, also darin

dw
’ dz
in demselben Gebiete ebenfalls endlich und stetig bleibt. Driickt
man nun die Derivirte durch den Grenzwerth, dem sie gleich ist,
aus, indem man den fir 2z = a stattfindenden Werth von w mit
0, bezeichnet, so hat man

0 fip — e
dz z2—a ’

weder Unstetigkeitspuncte noch Verzweigungspuncte besitzt

und kann demgemiss sagen: wenn z — @ weder cin Unstetig-
keitspunct noch ein Verzweigungspunct von = ist, so ist
lim ~—

zZ—a
Man kann aber auch entscheiden, unter welcher Bedingung die-
ser Grenzwerth von Null verschieden bleibt. Dazu brancht man
nur z als Function von w zu betrachten. Wenn némlich der
dem Puncte z = a entsprechende Punct w = w, kein Verzwei-
gungspunct der Function z ist, so ist nach dem Obigen

nicht unendlich gross.

zZ—a

lim nicht unendlich gross,

und daher der umgekehrte Bruch

! w—Ww,

lim nicht Null.

Z—a
Wir erhalten also zuerst folgenden Satz, der als Grundlage firr das
Folgende dient: Sind z=a und w=w, zwei einander ent-
sprechende endliche Puncte, und ist weder 2z =@ ein
Verzweigungspunct von w, noch w=w, ein Verzwei-
gungspunct von 2, so ist
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. w—
lim
T

endlich und nicht Null

Daraus folgt, dass die Derivirte %’— in einem endlichen Puncte (in

dem auch w endlich ist) nur dann Null oder unendlich gross wer-
den kann, wenn darin entweder fir w, als Function von z, oder
fir z, als Function von 2 betrachtet, eine Verzweigung eintritt.

Tritt nun an die Stelle von @ ein Verzweigungspunct b, in
welchem aber w einen endlichen Werth w; hat, so setze man,
wenn die z-Fliche sich 7z Mal um & windet, (nach § 21)

1
(2= =¢;

dann hat = als Function von § betrachtet, an der Stelle £ = 0
weder einen Unstetigkeitspunct noch einen Verzweigungspunct.
Nehmen wir nun den Fall an, dass auch £, als Function von w
betrachtet, an der Stellew=—1w, keinen Verzweigungspunct besitzt,
so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfillt, und
daher ist

w— w—w

gw" oder lim bl_
(z—b)m

lim weder Null noch unendlich.
Nun ist aber
z—b=¢nm,

also z eine rclionale Function von §, und folglich nach § 15
eine ebeiss verzweigte Function von 2, wie & Wenn daher ¢
an der Ctelle w = wy, keinen Verzweigungspunct besitzt, so hat
z, als Function von w betrachtet, dort ebenfalls keinen solchen,
und dakier erhalten wir folgenden Satz: Hat w in z =10 einen
Windungspunct (m—1)ter Ordnung, z aber, als Func-
tion von w betrachtet, in w = w;, keinen Verzwei-
gungspunct, so ist

w—wb .

lim ; endlich und von Null verschieden.
(z—20)m

Bezeichnet man diesen endlichen Grenzwerth mit 4, so ist nun.

auch
(w—w \m
lim ——")— = k™;
. z—b
es war aber
g

(26)
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w—w (lw
lim ===z
also ist
dw . km . k
— = lim ——— = lim ———
dz m— 1 m—1
(00— w,,) (z—10) “m

Unter der Voraussetzung des Satzes (26) wird also Z’f

in o uncndlich gross, und zwar so, dass
(27) m—1 m—1 ’

lim (20 — w) Z—’_‘—) und lim (z—5) = ‘(Z—l’:— weder Null noch

unendlich ist.
1
Wenn dagegen ¢ oder (z—0)” in w = wy, einen Verzwei-
gungspunct besitzt, und zwar einen solchen, in welchem u Blat-
ier der w-Fliche zusammenhingen, so treffen die Vorausselzun-
gen des Satzes (26) in der Weise zu, dass ¢ als Function von
w in w, cinen Windungspunct (w — 1)ter Ordnung, 2 aber als
Function von § in §= 0 keinen Verzweigungspunct hat, und
folglich ist dann
lim —&
(w— 1w}
und also auch der umgekehrte Bruch
1
(w—wb)zT
L
(z—b)m
Da nun wieder z und ¢ gleichverzweigte Functionen von 2 sind,
so schliessen wir: 1lat w an der Stelle z=26 einen Win-
dungspunct (m—1)ter Ordnung, und z als Function
(28) qvon w betrachtet an der cntsprechenden Stelle w ="
wp cinen Windungspunct (wu—1)ter Ordnung, so ist
1

lim (i”_—:l”ﬁlf

lim endlich und nicht Null.

endlich und von Null verschieden.

z—b)m
Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit 7, so folgt
m
fim (=" __ jm

z—

und da
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w—w,  dw
lim — Iz
ist,
dw . i . g
2 = lim. mw—uw;) #  =lim i (z—0b) = .

Demnach ist unter der Voraussetzung des Satzes (28) ZTwNull
oder unendlich gross, je nachdem u> oder <m ist,]
und zwarisoy dass (29)
hoee m—p m—p

lim (w—aw,) » %% und lim (z—2) = o

dz

weder Null noch
unendlich ist.

Wir haben nun noch den Werth z=o00 zu betrachten, in-
dem wir die Voraussetzung beibehalten, dass er einen Verzwei-
gungspunct reprasentirt, in welchem aber w endlich ist. Sei

2= — . -

und " der fir 2 =00 oder u = 0 stattfindende Werth von w.
Nehmen wir an, z = oo sei von w ein Windungspunct (m—1)ter
Ordnung, w = @’ aber von z c¢in Windungspunct (u — 1)ter Ord-
nung, so erhalten wir nach (28), weil z und u gleichverzweigte
Functionen von v sind, und auch die Verzweigung von w sich
nicht andert, ob man w als Function von z oder von u betrachtet,

= L L-
lim {(w"—wl)#:l oder [lim 2" (w — w')'“J (30)
- K u=0 =00

u
endlich und nicht Null,

und wenn dieser Grenzwerth mit % bezeichnet wird (nach (29))

P p—m ©
;F:lim h(w—w') & = lim Aty ™
1A
Nun ist aber
o __ _1dv
dz ~ 2% du
also
p=m Y
. — . K
a0 — _ im hem (oo — f——) K — _lim % "
4 z VA
oder
ptm u
. —w . R
do lim w=w) & _ _ lim




(31) J
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Demnach ist hier l%”’ Null und zwar so, dass die Aus-

dricke

do 1 _de e

dz’ ,Iﬁ?'idz ’ dz
(w—w') &

endliche und von Null verschiedene Grenzwerthe

haben.

m—pu

2(w—w') »

Endlich wenden wir uns zur Betrachtung des Falles, dass
w selbst in einem Verzweigungspuncte unendlich gross wird, und
nehmen letzteren zuerst endlich =% an. Hingen nun in z=1%
m Blitter und in w = oo w Blitter zusammen, so konnen wir
sofort aus (30) erkennen, welcher Ausdruck endlich und von Null
verschieden bleibt. Denn setzen wir dort z—2?% an die Stelle
von w — ', ferner w an die Stelle von z und vertauschen m

mit g mit einander, so ergiebt sich, dass
1 1

lim wk (z—b)" = h

endlich und von Null verschieden bleibt. Da nun hieraus aber

Ll
lim w (2 —b)» = h*
folgt, so dass auch dieser Grenzwerth weder Null noch unendlich
gross ist, so ergiebt sich (nach § 38), dass w in diesem Falle

unendlich gross von der Ordnung %ist; und zugleich gilt auch das

Umgekehrte. Indem wir ferner in dem zweiten der Ausdriicke (31)
dieselben Vertauschungen vornehmen, wie oben, sehen wir, dass

1 dz
nin_ dw
(z—0b) =
und also auch der reciproke Werth
mtu
o d
(z—0b) = E;
endlich und nicht Null ist, und dass also g;_o_ unendlich gross ist

von der Ordnung ﬁ% Das Resultat ist daher: Wird w in
einem Windungspuncte (m—1)ter Ordnung z =20 un-
endlich gross von der Ordnung % so istw = oo selbst

zugleich ein Windungspunct (u—1)ter Ordnung, und
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umgekehrt; und Z—’: wird von der Ordnung = :P« un-

endlich gross.

Wird zweitens w fiir 2 = oo unendlich gross, und ist die-
ser Punct ecin Windungspunct (7 — 1)ter Ordnung, wihrend
w = oo ein Windungspunct (w—1)ter Ordnung ist, so setze

1 . . .
man z = - dann ist nach dem vorigen Satze fir v — 0
Ll
lim w.um™
und daher fir z =co
lim 2
2
zm

endlich und von Null verschieden, und folglich  unendlich gross

von der Ordnung % Ferner bleibt fir » =0

m-=
. dw
1 m
im u G’
und fiir 2 = o0
1 dw

TE du
z m

endlich und von Null verschieden. Da nun

do __ __ pd0

du dz
ist, so ist R
m—p

. m  dw

lim z —

Z
fir z = oo endlich und nicht Null, und daher %’- entweder Null
oder unendlich gross, je nachdem 7z > oder < w ist.

Hat man z. B. die Gleichung
(w—w)’(z—0)° =1,

iso st

’ ) 1
w—w = umnd z—p =

(e—b) (w—w)t

also ist w fiir z = 0 unendlich gross von der Ordnung 5. Zu-
gleich hingen an der Stelle z =10 drei Blitter der z-Fliche,
und an der entsprechenden Stelle w — oo fiinf Blatter der -
Flache zusammen. Ferner ist '
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dw 1
o 5. ,
dz ’ (z_b)g
also fiir z =="5 unendlich gross von der Ordnung §-

Bei den Gleichungen

¥

w=z md  w=2
sind die Stellen z =00 und w = oo entsprechend. Man er-
halt resp.

1 dw 2
R W — 50
3 und % %z,l
di
d

daher ist —; fir 2z =00 im ersten Falle Null, und im zweiten

RlE

unendlich gross.

§ 40.

Wir konnen nun auch angeben, in welcher Weise sich die
Flache der z aul der Flache der w in der Nihe eines Verzwei-
gungspunctes abbildet, und damit die in §_7 erwihnten Ausnah-
mefille erledigen.

Nehmen wir an, z =2 sei ein Windungspunct (m — 1)ter,
und w = w, ein Windungspunct (¢ — 1)ter Ordnung, so

hat (28)

1

lim {20t ")17

(z—b)m
einen bestimmten endlichen und von Null verschiedenen Grenz-
werth. Nihert man sich also von verschiedenen Seiten her den
Puncten z =105 und w =1w,, so ist es dieser Ausdruck, und

nicht mehr, wie in § 7, der Ausdruck lim :’_;;U"

nen von der Richtung der Anniherung unabhingigen endlichen
Werth hat. Sind demnach 2" und z” zwei an b in verschiede-
ner Richtung unendlich nahe liegende Puncte, 2’ und w” die
ihnen entsprechenden Puncte der w-Flache, so ist

, welcher ei-

L 1
(W —wp) * (" —wp)
E *
(ZI— b) m (z"__b) m
oder 1 1
m

w —awp \ ¥ 2 —b
w' —wp =\z"—b v



Abschn. VII. B, Functionen mit Verzweigungspuncten. § 40. 137
Setzt man nun
w — wy =0 (cos ¢’ + isin ¢
il)”—-— wb — Qll (C,()S 1/}// + isil’l w!/)

7 —b =1 (cos @ + ising)
2" —b =1" (cos 9" + isin ¢”),
so folgt
1 ' L
N " e ' —
<gw) (cos Y—v + z'smw kd )-—_(r—) (cos ?—9
e w w r m
. . w’_q)l'
| <+ ¢sin - )

und hieraus

L
m

1
eN = (m\", v 9—9” .
v 7) 3 =1 :

"\ v\ , 7 ’ NG
(%) :<%> ;om (@ —9) =u (@ — ).
Es findet also in der Nihe des Verzweigungspunctes nicht mehr

Achulichkeit in den unendlich kleinen Theilen statt.
In dem in § 7 angefiihrten Beispiele

S

oder

w = 2°
ist m =1 und w = 2, folglich wird far den Verzweigungspunct
dw

w =0, (entsprechend z = 0) =0, da p > m ist; zu-

dz
gleich ist

! r \2 , 1, ’ 1

ng:(p) Y—9' =2(p — 9)
was sich auch schon § 7 in einem bestimmten Falle ergeben
hatte. Eine unmittelbare Folge hiervon ist u. a. der von Sie-
beck*) auf andere Weise bewiesene Satz: Der Winkel, unter
welchem sich zwei confocale Parabeln schneiden, ist
halb so gross, als der Winkel, den ihre Axen mit ein-
ander bilden. Man uberzeugt sich namlich nach dem § 7
angegebenen Verfahren oder auch auf andere Weise lcicht, dass
jeder nicht durch den Nullpunct gehenden Geraden in z eine
Parabel in w entspricht, deren Brennpunct im Nullpuncte liegt,
und deren Axe einer Geraden in z entspricht, die ebenfalls durch

*) Siebeck: Ueber die graphische Darstellung imagindrer Functio-
nen. Crelle’s Journ. Bd, 55, pag. 239. .
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den Nullpunct geht und der fritheren Geraden parallel ist. Der
Winlkel, welchen zwei nicht durch den Nullpunct gehende Gerade
in z mit einander bilden, ist nun ebenso gross, wie der Winkel,
unter dem sich die entsprechenden Parabeln in e« schneiden; un-
ter demselben Winkel schneiden sich auch die durch den Null-
punct gehenden parallelen Geraden in z, welchen die Axen der
Parabeln in w entsprechen. Da aber der Nullpunct Verzwei-
gungspunct von z ist, und zwar m —1 nd w — 2, so bilden
die Axen der Parabeln den doppelten “Vinkel mit einander.
Ausserdem erhellt aus der obigen allgemeinen Betrachtung,

dass die Puncte der w-Fliche, welche Siebeck Brennpuncte

. ce .. d
nennt, und die dadurch characterisirt sind, dass in ihnen Elfi =0
ist, zugleich Verzweigungspuncte sein werden, und zwar solche,

fir welche g > m ist.

§ 41.

Wenn eine Function «w fir jeden Werth von =z
n Werthe besitzt und nur cine endliche Anzahl von
Malen unendlich wird, so ist sie eine algebraische
Function.

Man bezeichne mit w;, w,, .... w, die n Werthe von w,
welche einem bestimmten Werthe von 2 entsprechen. Bildet man
nun das Product

S=(6—w) (6—w) - (6—w),
worin @ eine beliebige von 2z unabhingige Grosse bedeutet, so
ist S symmetrisch in Bezug auf w,, w,, ... w, Lisst man 2z
irgend eine scheinbar geschlossene (§ 12) Linie beschreiben, so
werden zwar einige oder alle der Werthe w,, w,, ... w, sich
geindert haben, aber in den z unmittelbar iiber einander lie-
genden Puncten der z-Fliche wird w wieder die nimlichen
Werthe nur in anderer Anordnung besitzen, folglich hat sich S,
als Function von z betrachtet, dabei nicht gedndert. S ist also
in allen Puncten einindrig, und daher eine einwerthige Function
von z. Ausserdem wird S nur da unendlich gross, wo einer
oder mehrere der Werthe w,, w,, ... w, unendlich gross wer-
den. Jeder der letzteren wird der Annahme nach nur eine end-
liche Anzahl von Malen unendlich, also findet dasselbe auch bei
S statt. Demnach ist S eine einwerthige Function, welche nur
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cine endliche Anzahl von Malen unendlich wird, und daher nach
§ 32 eine rationale Function von z. Ist nun z=a cin Un-
stetigkeitspunct von w, der nicht zugleich ein Verzweigungspunct
ist, und ist in diesem w; uncndlich gross, und zwar « Mal,
so ist

wr (2 — a)uund also auch (6 — wi) (2 —-a)a
in a endlich (§ 29). Ist ferner z =125 zugleich Unstetigkeits-
punct und Verzweigungspunct, und hingen in demselben w Blit-
ter zusammen, so fallen in ihm auch g Werthe von w guf ein-
ander. Bezeichnet man diese mit w,, w,, ... w,, und mit 8
die Anzahl der Male, wie oft w in b unendlich gross wird, so
sind nach § 38 die Grossen

£ & £
w, (z — 0", wy,(z—0" - wy, (2 — b
und folglich auch
£ £ il
(6 —w,) (z—0)¥ (6 —w) (& — )" - (6—w,) (z—0)"
endlich. Demnach bleibt auch ihr Product
(6 —wy) (6—1wy) -+ (6 —w) (z—0f
in b endlich. Nun seien
. a, a,, ..:.al
die Unstetigkeitspuncte, die nicht Verzweigungspuncte sind,
by, by, -+ by

die Unstetigkeitspuncte, die zugleich Verzweigungspuncte sind,
und man bezeichne die zugchérigen Ordnungszahlen o und f mit
entsprechenden Indices.  Multiplicirt man dann S mit dem
Ausdruck

Z=(z—a)"(z — a)™ - - - (z — a;)"?

=)z — o) e — ),
so bleibt das Product

fir alle Werthe ¢ und b, also tberhaupt fir alle endlichen
Werthe von z endlich. Demnach ist SZ eine einwerthige Func-
tion, welche nur fiir z = oo und auch hier nur von einer end-
lichen Ordnung unendlich gross wird; folglich ist (nach § 31)
SZ eine ganze Function von z. Nun wird in SZ_ zuerst jeder
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Factor von Z fiir z = oo unendlich gross; bezeichnet ferner 7
die Anzabl der Male, wic oft w fiir z = oo unendlich gross wird,
so ist die Anzall der Male, wie oft SZ fiir z = oo unendlich
gross ist, gleich
h4+Za4+ Xp=m,

und dies ist gerade dic Anzahl der Male, wie oft 2 dberhaupt
unendlich gross wird. Bezeichnet man diese Zahl mit 7, so ist
SZ cine ganze Function vom sten Grade von z. Nimmt man
nun auf die Grosse ¢ Ricksicht, so ist SZ auch eine ganze Func-
tion vén ¢ vom nten Grade. Denkt man sich also SZ nach Po-
tenzen von 6 geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze
Function von 6 vom nten Grade ist, deren Coelficienten ganze
Functionen von z sind, die bis auf den mten Grad steigen, was
Riemann durch das Zeichen

n m
F (6, 2)
auszudriicken pflegt. Diese Grosse verschwindet, wenn ¢ einen
der Werthe w,, w,, -+ w, erhdlt, und daher sind dies die n
Wurzeln der Gleichung
n m
F (w, z) =0.

Folglich ist eine n-werthige Function, die m Mal un-
endlich wird, diec Wurzel ciner algebraischen Glei-
chung zwischen w und 2, die in Bezug auf w vom nlen,
und deren Coefficienten in Bezug auf z vom mtcen
Grade sind. '

Achter Abschnitt.

Integrale.

A. Integrale iiber geschlossene Linien ausgedehnt.

§ 42.

Wir schreiten jetzt zu einer Vervollstindigung der im Ab-
schnitte IV. gegebenen Sitze. Nach den im vorigen Abschnitte
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