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140 Abschn. VIII. A. Integrale iiber geschlossene Linien. § 42.

Factor von Z fiir z = oo unendlich gross; bezeichnet ferner 7
die Anzahl der Male, wic oft w fir z = oo unendlich gross wird,
so ist die Anzahl der Male, wie oft SZ fiir z = oo unendlich
gross ist, gleich
h4+Za4+Xp=m,

und dies ist gerade dic Anzahl der Male, wie oft w tiberhaupt
unendlich gross wird. DBezeichnet man diese Zahl mit 7, so ist
SZ ciue ganze Function vom mten Grade von z. Nimmt man
nun auf die Grosse ¢ Ricksicht, so ist SZ auch eine ganze Func-
tion vén ¢ vom nten Grade. Denkt man sich also SZ nach Po-
tenzen von 6 geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze
Function von 6 vom nten Grade ist, deren Coefficienten ganze
Functionen von z sind, die bis auf den mten Grad steigen, was
Riemann durch das Zeichen

n m
F (6, 2)
auszudriicken pflegt. Diese Grosse verschwindet, wenn ¢ einen
der Werthe w,, w,, --- w, erhdlt, und daher sind dies die n
Wurzeln der Gleichung
n m
F (w, z) =0.

Folglich ist eine n-werthige Function, die m Mal un-
endlich wird, diec Wurzel ciner algebraischen Glei-
chung zwischen w und z, die in Bezug auf w vom nten,
und deren Coefficienten in Bezug auf z vom mtcen
Grade sind. '

Achter Abschnitt.

Integrale.

A. Integrale iiber geschlossene Linien ausgedehnt.

§ 42.

Wir schreiten jetzt zu einer Vervollstindigung der im Ab-
schnitte IV. gegehenen Sitze. Nach den im vorigen Abschnitte
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festgestellten Begriffen uber das Unendlichwerden der Functio-
nen konnen wir den in § 20 abgeleiteten Satz so aussprechen:
Bezieht man das Integral

J [ (2) dz

auf eine geschlossene Linie, dic nur einen Unstetigkeitspunct a

umgiebt, welcher kein Verzweigungspunct ist, und in welchem

[ (z) von der ersten Ordnung unendlich gross wird, so ist
/1f(z) dz =2 =i lim (z—a) [ (2).

Wir untersuchen nun den Werth dieses Integrals, wenn f(z) in

a unendlich gross von der mten Ordnung ist. Nach § 29 ist in

der Nachbarschaft des Punctes @
’ u (k)

f(z): +(Z a)2+""+ tl),‘+ +(~—a)"+¢()( )

wo ¥ (2) fur z=ua endlich und stetig bleibt. Bildet man nun

jf(z) dz in Bezug auf eine den Punct @ umgdbende geschlos-

sene Linie, so kann man dazu einen beliebig kleinen um a be-
schriebenen Kreis wihlen und hat dann zuerst

f¢(z) dz =0,
fc'd‘ — omic.
zZ—a

z— a=r (cos @ + ¢sin @)

ferner

Setzt man ferner

so folgt

D) gy ) gy ) (° . .
L/(~~a = et e — J(cos ko — isin ko) de.
0
Dieses Integral verschwindet aber, weil fir jeden von ( verschie-

denen ganzzahligen Werth von %
2n 2n

fcosktpdq::O fsinlcq;dtp:O
[}

0
ist. Demnach ist fir jeden von 1 verschiedenen Werth von %

Faz
L/;~—(z)k =
Aus dem Ausdrucke (32) verschwinden also bei der Integration
alle Glieder mit Ausnahme des ersten, und man hat
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ff(z) dz = 2mi-c.

Demnach ist dies Integral stets gleich Null, wenn in dem Aus-
drucke, der dic Art des Unendlichwerdens von [(z)] angiebt, das

Glied _i—a fehlt; beim Vorhandensein dieses Gliedes aber hat das

Integial den Werth 2 ¢,

Gehen wir jetzt zu einem Verzweigungspuncte uber. Ist &
cin Unstetigkeitspunct, in welchem z Blitter der z-Flache zu-
sammenhingen , so hat man in der Nachbarschaft des Puuctes b

(S 38)
" e

fo)=—"5+4+-"=5+- +z_b+ +
(=  (z—b)m (z—»b)m

g(n)
+ -+ ¥ (2),
(z—0)m
wo 9 (2) in z=10 cndlich und stelig ist. Bildet man nun
ff(z) dz bezogen auf eine den Punct b umgcbende geschlos-
sene Linie, so kkann man dazu einen beliebig kleinen Kreis wih-
len, dessen Peripherie aber 7 Mal durchlaufen werden muss, da-
mit er geschlossen sei. Nun ist wieder zuerst

fz/;(z) dz =,

z—b:r(coszp+z‘éintp)

(33) et

ferner fir

2mm

(m)
fg,—_dbz-::f ™ dp =2mmig™
b

Bedeutet endlich 4 eine von . verschiedene ganze Zahl, so ist

OF) k d
fg zkzg()f :
(z—bym (’—b) “(z—0)
(k)- 2mn

g k— _ k—m
= f(cs @ — i sin — o) do.

—m

rm S

Nun ist aber wieder
Qs 2mn

fcosk—;ﬂq)dqp:O , fSiﬂ%ﬁwqu::O,

0 . 0
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so lange % nicht gleich z ist, und daher ist auch

(k)d.~
f g 7 = 0.
z—b)m

Demnach verschwinden bei der Integration des Ausdruckes. (33)

g
z—b’

f/‘(z) dz ="2mwuig™),

Iiernach verschwindet auch dieses Integral immer dann, wenn in
dem Ausdrucke, welcher die Art des Unendlichwerdens von /'(2)

alle Glieder mit Ausnahme von und folglich ist

angiebt, das Glied Z_gg% fehlt, und man kann aligemein den Satz

aussprechen: Das Integral ff(z)dz genommen um cinen

Unstetigkeitspunct, um welchen die z-Fliche sich
m Mal windet, hat dann und nur dann einen von Null
verschiedenen Werth, wenn in dem Ausdrucke, wel-
cher die Art des Unendlichwerdens von f(z) angiebt,
das Glied, das von der ersten Ordnung unendlich
gross wird, vorhanden ist; und dieser Werth ist dann
gleich 2mmi mal dem Coefficienten dieses Gliedes.
Wenn der Unsletigkeitspunct kein Verzweigungspunct ist, braucht
man nur 7. =1 zu setzen.

§ 43.

Schon im § 14 ist der Vorstellungsart gedacht worden, nach
welcher man sich die unendliche Ebene als eine Kugel mit un-
endlich grossem Radius, also als eine geschlossene Fliche, und
dann den Werth 2 = o0 durch einen bestimmten Punct repra-
sentirt denken kann. In diesem Falle kann man auch von ge-
schlossenen Linien reden, welche den unendlich entfernten Punct
umgeben. Wir wollen nun untersuchen, wie sich Integrale ver-
halten, wenn sie auf solche geschlossene Linien bezogen wer-
den. Diese bilden, auch wenn man sich die unendlich grosse
Kugel wieder in der Ebene ausgebreitet denkt, geschlossene Li-
nien, aber dasjenige von der Linie begrenzte Gebiet, welches
den Punct z = oo enthilt, liegt in der Ebene ausserhalh der
geschlossenen Linie.

Fihrt man statt z eine andere Variable # ein, indem man
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1
u—k

2 —h=

und dann _
&) =9

setzt, wo & und % zwei beliebig zu wiihlende Puncte bedeuten
mogen,. so entspricht jedem Puncte z ein Punct # und umge-
kehrt. Den Puncten z =75 und 4 =% aber entsprechen resp.
=00 und z=o0. Setzt man

z—h=r (cos p 4 isin @),
so wird

1 . .
% — k= (cos ¢ — ¢ sin ).

Beschreibl nun z eine geschlossene Linie Z, welche den Punct
umgiebt, so wichst @ von 0 bis zu einem Vielfachen von 2x;
dahier umgiebt auch dic entsprechende, von u beschriebene Linie
U den Punct %, und zwar in ebenso vielen Umldufen, wird aber
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Geht ferner z von
der Peripherie von Z mnach aussen, so wichst », oder der Modul

von z — h, folglich' nimmt %, oder der Modul von w — £ ab,

und daher geht » von der Peripherie von U nach innen. Dem-
nach entsprechen allen ausserhalb Z liegenden Puncten z solche
Puncte u#, die innerhalb I liegen. Belrachtet man jetzt die Curve
Z als die Begrenzung des ausserhalb liegenden Flachentheils, so
ist die positive Begrenzungsrichtung fiir diesen die entgegenge-
sctzte, wie fur den inneren Flichentheil; daher werden Z und U
gleichzeitig in der positiven Begrenzungsrichtung der einander
entsprechenden Flachentheile durchlaufen.
Nun ist

— —_
f('z) - q)(u) ’ dz = (u — 15)2 s

also erhillt man
qu u) di
ff(z)dz—-__—— (( ;)uz,

und darin bezieht sich das erste Integral auf die Curve Z, und
das zweite auf die entsprechende Curve U, auf beide in positiver
Begreuzungsrichtung erstreckt. 1Jat man nun bei einer geschlos-
senen Fliche eine Curve Z, welche den Punct oo umgiebt, so
ist diese in der Ebene eine geschlossene Linie, welche den ausser-
halb liegenden Flichentheil begrenzt. Der beliebig anzunehmende
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Punct % kann immer so gewihlt werden, dass er innerhalh der
Curve Z liegt, dann entspricht der Flichentheil, welcher den
Punct z = oo enthilt, dem innerhalb U licgenden Flichentheile,
und auf dic positiven Begrenzungen dieser Flichentheile crstreckt
gilt die vorige Gleichung

ff(z)dz= _—,/‘(T(——)Z)z

Der' Werth des Begrenzungsintegrales f f(2)dz hingt also von

P ()
(e — k)?
nur solche Curven Z zu betrachten, welche abgesehen von dem
Puncte z = oo keine Unstetigkeitspuncte enthalten, dann wird

auch @(u) innerhalb U héchstens fiir # = % unendlich gross; es

der Beschaflenheit der Function ab. Nun braucht man

kommt also darauf an, ob und wic (th:(-ltlZ)i fur v = /{‘ unendlich
ross ist. Dieser Ausdruck ist gleich (z —7)?/(z), und da fir

I ]

= 0

ES

lim (z — %)% f(z) = lim 22/ (2)
ist, so ergicht sich, dass zur Ermittelung unseres Begrenzungs-
integrals nicht sowohl die Beschaffenheit der Function
/(z) als vielmehr die der Function 2?/(z) im Puncte
z=oco maassgebend ist. Legt man aber diese zu Grunde, so
Dleiben alle fritheren Sitze, die von Begrenzungsintegralen gel-
ten, auch fir solche geschlossene Linien giillig, die den Punct oo
umgeben, nur ist dabei zu Dberiicksichtigen, dass wenn das In-
tegral in der positiven Begrenzungsrichtung des Flachenstiicks,
das den Punct co enthilt, genommen wird, der Integralwerth
das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten muss. Ist also 22 /(2)
fiir z = oo endlich, d. h. ist
lim z f(2) = 0,
so ist das Integral Null; es geniigt also hierzu nicht, dass /(z)
endlich bleibe, es muss vielmehr unendlich klein mindestens von
der zweiten Ordnung scin. Ist ferner z?/(z) unendlich -gross
von der crsten Ordnung, d. h. ist
lim z /(z) endlich und von Null verschieden,
so ist

ff(z)(]z: — 27 lim z /(2),

Durege, Funcl, compl. Var. 10
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das Integral in der positiven Begrenzungsrichtung um den Punct
oo genommen. Im Allgemeinen hal das Integral dann und nur
dann cinen von Null verschiedenen Werth, wenn in der Ent-
wickelung von f(z) nach steigenden und fallenden Potenzen von
z, ¢in Glied von der Form

g

z
vorhanden ist.

Als Beispicel diene zuerst
Yz .
14 22’

2 — lim —1— =,

1 2 1
+= Ty

hier ist

lim z /(2) = lim

also ist das Integral, bezogen auf eine den Punct oo umgebende
Linie, gleich Null. In der That ist jede, die beiden Puncte
z=—1¢ und z==+ ¢ umgcbende Linic zugleich cine den Punct
oo umgebende, da die Function weiter keine Unstetigkeitspuncle
hat, und wir haben schon § 20 geschen, dass fiir eine solche
Liuie das vorliegende Integral den Werth Null hat.
Zwceitens. Wird das Integral
dz

z
aul eine Linic um den Nullpunet in der Richtung der wachsen-
den Winkel bezogen, so hat es den Werth 2z Dieselbe Linic
ist aber auch eine den Punct co umgebende, da dic Function

/(z) = % nur den einen Unstetigkcitspunct z = 0 besitzt. Ob-

gleich nun hier f(z) fir 2= oo nicht unendlich gross ist, so
hat doch das Integral einen von Null verschiedenen Werth, weil

[]im z[f(2) ]

ist. Man erhilt demnach

. 1
=limz—-=1
=0 2

— =2,
z

und in der That muss die Linie in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen werden, wenn sie den Theil in positiver Richtung
begrenzt, der den Punct oo enthait.

Drittens kann man hiernach den Werth des Integrals
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J =

Vl—z2
ermitteln, wenn es aul cine im ersten Blatte verlaufende Linie
ausgedelnt wird, welche die beiden Unsteligkeits- und Verzwei-
gungspuncte 4 1 und — 1 umgiebt. Denn eine solche nmgiebt
zugleich den Punct oo, ohne einen weiteren Unstetigkeitspunct
einzuschliessen, Nun ist hier

lim z £ (z) = lim L

z : 1
e

22

also wird
J = _-_I-_ 27, ,

wo uber das Zeichen noch zu entscheiden ist, Nun kann aber
andrerseits die Linie, welche die Puncte 4- 1 und — 1 umgiebt,
bis an den Verzweigungsschnitt heran verengert werden. Setzt
man dann fest, dass die Quadratwurzel auf der linken Seite des
Verzweigungsschnittes, in der Richtung von — 1 nach 4 1 ge-
nommen, im crsten Blatle das Vorzeichen -4, und daher .auf der
rechten Seite desselben, cbenfalls im ersten Blatte, das Vorzei-
chen — habe (vgl. § 13), so ist auch, in der Richtung der ab-
nchmenden Winkel integrirt, (um den Punct oo herum in der
positiven Begrenzungsrichtung)

I= f’ 1— ;/1_z2 fl/l—zz f;/i‘:__,é'

Da nun hier alle Elemente des Integrals posiliv sind, so muss
auch J positiv sein, und man erhalt

dz
==+ 27;

und dalier auch

dz =

!
View 2
0

Ucber den Umstand, dass dies Integral einen endlichen Werth er-

1
Vl —2?

wird, vergleiche den folgenden §.

hilt, obgleich die Function

fir z =1 unendlich gross

10*#
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B. Integrale iiber nicht geschlossene Linien. Unbestimmte
Integralfunctionen.

§ 44.

Wir behandeln in diesem Abschnitte die Frage, ob und unter
welchen Bedingungen cine Integralfunction endlich bleibt, wenn
die obere Grenze derselben entweder cinen Werth erreicht, fiir
den die Function unter dem Integralzeichen unendlich gross wird,
oder selbst sich ins Unendliche entfernt. Wir untersuchen fer-
ner, in welcher Weise die Integralfunction unendlich gross wird,
wenn sie in diesen Fillen nicht endlich bleibt.

Sei

Y
) = /q)(z) dz
%

die zu betrachtende Integralfunction, worin 2 eine Deliebige Con-
stante bedeute.  Wir beriicksichtigen hei derselben nur solche
Integrationswege, welche der Function denselben Werth zuerthei-
len; die niichsten Abschnilte werden zeigen, dass die durch die
verschiedenen Infegrationswege hervorgebrachte Vieldeutigkeit einer
Integralfunction den hier anzustellenden Betrachtungen keinen
Eintrag thut.

Nimmt man zuerst an, ¢ (z) werde in einem Puncte 2 —=ua,
der kein Verzweigungspunct ist, unendlich gross von der nlen
Ordnung, so kann man nach § 29 setzen

4 " (») .
(34) ‘P(Z):;‘c_j‘l +(Z~i;)§+ """ + (To_—aﬁ'i‘w(z):
wo ¥ (2) far z = a cndlich bleibt. Ilicraus folgt
. 7 14 4 7
¢ . dz ’ dz [~ dz
L e e [
3 . h b h

2
+ '/ P(z)dz.
I

Darin ist das letzte Glied cine auch fiir = @ endlich bleibende
Function; bezeichnen wir dieselbe mit A(¢), und denken wir in
derselben die von der unteren Grenze % der tibrigen Integrale
herrithrenden constanten Glieder mit cinbegriffen, so erhalten wir
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’” 24

c c cln)
= T W—af T T GeDe—aet
+ (o).

Lisst man nun den Integrationsweg in dem Puncte ¢ = a endi-
gen, so unterscheidet sicli die Integralfunction von ciner in ¢ = a
endlich bleibenden Function 4(?) um eine Grosse, welche das
Glied log(¢—a) enthalt. Man sagt in diesem Falle, es werde #(/)
logarithmisch unendlich. Dieser Fall tritt ein, wenn in dem

Ausdrucke (34) fir ¢(z) das Glied —=

I() =c'log(t—a) —

vorhanden ist.  Fehlt

zZ—a
dagegen dieses Glied, so fillt der Logarithmus fort, und 2(¢)
wird von ciner ganzen Ordnung unendlich gross. Aber endlich
bleibt F(¢) fiw ¢ = @ nur dann, wenn
lim (z—a)p(z) =0

ist, d. h. wenn ¢ (z) sclbst in 2z = a endlich bleibt.

Nelmen wir daher jetzt an, der Unstetigkeilspunct @ sei
zugleich c¢in Verzweigungspuuct. I[Lingen in dewmselben 2. Blitter
der z-Fliche zusammen, so kann man nach § 38 setzen

: ! 4 g glm) g(m{-l)
q;(z)_—_: g 1‘4+ g 2__|._ ..... +z___a+—mtl+....+¢(z),
(Z—(Z)”_l (Z-—'(Z)”’ (z—([)_Tu
wo 9 (z) fliv z=a endlich bleibt.  Man erhilt hicraus
m—1 m—2 1
, = = yom o (m—1) o
() =gmil(t—a) "ty t—a) " ety m(t—a)™
(m41
+ g(nt)log ([_g) ) T )”i —_ e },([)’
(t—a)ym

wenn wic oben mit A(?) das letzte endlich Dleibende Glied mit
Hinzuzichung der von der unteren Grenze 7 herrithrenden Con-
stanten bezeichnet wird.

Wenn nun-in diesem Ausdrucke hocbstens die 72— 1 crsten
Glicder vorhanden sind, so bleibt 7(f) fiw ¢ = a cndlich. Die-
ser Iall tritt cin, wenn auch in (35) hichstens die m—1 ersten’
Glicder vorhanden $ind. Dann ist ¢(z) hichslens von der Ord-
nung ﬂ%l uncndlich, und folglich

lim (z—a)p(z) = 0.
Demnach ist die Bedingung fir das Endlichbleiben der Function

F({) hicr dicselbe wie yorhin, und wir erhalten den allgemeinen
Satz:
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1) Die Integralfunction

¢
7 = [ e
R ¥
hat fiar ¢ =« dann und nur dann einen cndlichen
Werth, wenn lim (z—@a)p(z)=0 ist. (Dabei wird natir-
lich vorausgesctzt, dass der Integrationsweg nicht durch einen
anderen Unstetigkeitspunct oder Verzweigungspunct hindurch fiihre).
Ferner ergiebt sich Folgendes:

2) Ist lim (z—a)p(z) endlich, aber von Null verschicden,
so ist F(¢) fir ¢ = a logarithmisch unendlich.

3) Hat lim (z—a)*@(z) far einen ganzen oder gebrochenen
Exponenten @, der grosser als 1 ist, cinen endlichen von Null
verschiedenen Werth, so ist F(f) von einer ganzen oder gebroche-
nen Ordnung, und wenn in der Entwickelung von ¢ (z) das Glied
g

a

von der Form T vorhanden ist, zugleich logarithmisch un-

endlich.

§ 45.

Wir haben nun noch den Werth # = oo zu untersuchen.
Durch die schon mehrmals angewendele Substitution

g = -

u
fithren wir diesen I'all auf den vorigen zuriick. Sei

1
;= , FO=Fr , ¢k)=q@u)
so wird
¢ :
7 = j p(2)dz = — J Dl — Fy(a).
A 1

e
Dic Beschaffenheit von F(z) richtet sich also nach der Beschaf-
fenheit der Function %(EQ fir den Werth w = 0. Dic Ergeb-
nisse des vorigen § licfern dann Folgendes:

1) Fy(z) ist endlich, wenn [lim %] = [lim q"—(u)] =0.
u 12
u=0 u=0
P,()
u

2) F,(r) ist logarithmisch unendlich, wenn lim endlich

nnd nicht Null.
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3) Fy(r) ist von ciner ganzen oder gebrochenen Ordnung (oder
auch zugleich logarithmisch) unendlich, wenn fiwv g > 1

lim iq;'z(lll = lim <u*‘_2q>1(u)) endlich und nicht Null ist.
Nun ist
pie) __ . o2y 9 2)
ee=2gz) 5w @)= =T

also schliessen wir: fir ¢ = oo ist
1) I7(¢) endlich, wenn [lim z¢(z)] = (),
2=

2) F(f) logarithmisch unendlich, wenn lim z¢(2) endlich und
nicht Null;
3) I(¢) von ciner ganzen oder gebrochenen Ordnung oder

9 (2)

eudlich
z,u—2

auch zugleich logarithmisch unendlich, wenn lim

und nicht Null ist, (@ positiv und > 1).
Beispiele: :
¢
dz . w . 1 . .
f TI= wird fir £ = + ¢ oder — ¢ logarithmisch unendlich,

0
bleibt aber endlich fir ¢ = ooc.
t .
_;1;_2 bleibt endlich fir (= 4 1 oder —1 und wird
—2

0
logarithmisch unendlich fir ¢ = oo.

¢
——dzt bleibt endlich fir ¢ = + 1 und (= +1—
J V=2 (1—#%2?) - —k
0

und auch fir ¢ = oo, ist also fiir jeden Werth von ¢ endlich.

¢
J ]/ l——_kff dz bleibt endlich fir /= + 1, und wird fir
0

¢{ =00 von der ersten Ordnung unendlich.

12
/ di____&_ bleibt endlich fiwr £ = + 1 und
] 1—a2?) Vi=22) 1—i222) . -

t= 1 %, ebenso fiir # = oo, und wird fir ¢ = + % logarith-

misch unendlich.
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