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140 Abschn. Vílí. A. Integrále uber geschlossene Linien. § 42. 

Factor von Z fur z = oo unendlich gross; bezeichnet ferner h 
die Anzahl der Male, wic oft w fůr z = oo unendlich gross wird, 
so ist die Anzahl der Male, wie oft SZ fůr z = 00 unendlich 
gross ist, gleich 

h + Za + 27/J = fli, 
und dies ist geradc dic Anzahl der Male, wie oft w ůberhaupt 
unendlich gross vvird. Bezeichnet man diese Zahl mit m, so ist 
SZ eine ganze Function vom mten Grade von z. Nimmt man 
nun auf die Grosse 6 Růcksicht, so ist SZ auch eine ganze Func­
tion vín ú vom nten Grade. Denkt man sich also SZ nach Po-
tenzen von (5 geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze 
Function von 6 vom nten Grade ist, deren Coefíicienten ganze 
Functionen von z sind, die bis auf den wtcn Grád steigcn, was 
Riemann durch das Zeichen 

n m 

F (ú, z) 
auszudrůcken pflegt. Diese Grosse verschvvindet, wenn 6 einen 
der Werthe wv, w2, ••• wn erhalt, und dahcr sind dies die n 
Wurzcln der Gleichung 

n m 

F {w, z) = 0. 
Folgl ich ist e ine w-werthige Func t ion , die m Mal un­
endl ich wird, dic Wurzel einer a lgebra i schcn Glei­
chung zwischcn w und z, die in Bezug auf iv vom níen, 
und deren Coefficienten in Bezug auf z vom mten 
Grade sind. 

Achter Abschnitt. 
Integrále. 

A. Integrále uber geschlossene Linien ausgedehnt. 

§42. 
Wir schreiten jetzt zu einer Vervollstándigung der im Ab-

schnitte IV. gegebenen Satze. Nach den im vorigen Abschnitte 
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festgestellten Begriffen uber das Uncndlichwcrden der Functio-
nen konnen wir den in § 20 abgeleiteten Satz so aussprechen: 
Bezieht man das Integrál 

ff{z)dz 
auf eine geschlossene Linie, dic nur einen Unstetigkeitspunct a 
umgiebt, welcher kein Verzweigungspuncl ist, und in welchem 
f[z) von der ersten Ordnung unendlich gross wird, so ist 

/ f (z) dz '= 2 ni lim [z — a) f (z). 
Wir untersuchen nun den Werth dieses Integrals, wenn f{z) in 
a unendlich gross von der wten Ordnung ist. Nach § 29 ist in 
der Nachbarschaft ďes Punctes a 

c c" c{k) c{n) 

wo f (z) fiir z = a endlich und stetig bleibt. Cildet man nun 
I f{z) dz in Bezug auf eine den Punct a umg< bendě geschlos­

sene Linie, so kann man dazu einen beliebig kleinen um a be-
schriebenen Kreis wáhlen und hat dann zuerst 

Jý(z)dz — 0, 
ferner 

ťcdz 0 . f 
/ = 2 m c. 

Setzt man ferner 
z — a — r (cos <p + / sin <p) 

so folgt 

J (7^*P =J <£=& i=s =-pr-J (cos *9~'sin *<P) d<P-
0 

Dieses Integrál verschwindet aber, weil fiir jeden von 0 verschie-
denen ganzzahligen Werth von k 

2it 2TÍ 

I cos k<p dep = 0 i sin ktp dtp = 0 
4 4 

ist. Demnach ist fiir jeden von 1 verschiedenen Werth von k 

J {z-a)k — "• 
Aus dem Ausdrucke (32) verschwinden also bei der Integration 
alle Glieder mit Ausnahme des ersten, und man hat 
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/ ' 
f[z) dz = 2ni<c'. 

Demnach ist dies Integrál stets gleich Null, wenn in dem Aus-
drucke, der die Art des Unendlichwerdens von f[z)\ angiebt, das 

Glied -z- fehlt; beim Vorhandensein dieses Gliedes aber hat das 
z— a 

Integrál den Werth 2 ni c. 
Gehen wir jetzt zu einem Verzweigungspuncte uber. Ist b 

ein Unstetigkeitspunct, in welchem m Blátter der z-Fláche zu-
sammenhángen, so hat man in der Nachbarschaft des Punctes b 
(S 38) 

g{m) n{k) 
z~—b 

(z—b)™ {z—b)m (z — b)m 
Jn) 

(z — b)>* 
wo i\) (z) in z = b endlich und stetig ist. Bildet man nun 
J f {z) dz bezogen auf eine den Punct b umgcbende geschlos­
sene Linie, so kann man dazu einen beliebig kleinen Rreis wah-
len, dessen Peripherie aber m Mal durchlaufen werden muss, da-
mit er geschlossen sei. Nun ist wieder zuerst 

/ W = - i - I + - - g - T + - + Í 3 + - + - i ^ + 

/ < ij; (z) dz = 0, 
ferner fíir 

z —• & = r (cos cp + i sin q>) 
2mrt 

o 

Bedeutet endlich k eine von m verschiedene ganze Žahl, so ist 
r 9{k)d% _ (k) P dz _ 
I k_ y I k—m 

J (z — b)™ v (z—b) m {z — b) 

Imn oK 'i /», k—m . . k—m •—- *L i řr.os m — t sin 
k—m J cos <p — i sin <p) d(p. 

Nun ist aber wieder 
9mít tontt 

I cos — — (p dep c= 0 , / s i n —~ y d(p = 0, 



Absclin. VIII. A. Integrále uber geschlosscne Linien. § 43. 143 

so lange k niclit gleich m ist, und daher ist auch 

/ ; 
^ Í=» . 

{z — b)™ 

Demnach verschwinden bei der Integration des Ausdruckes (33) 
alle Glieder mit Ausnahme von ^~{, und folglich ist 

z — o ° 

/ ' 
i f(z)dz = 2mnigtmh 

Iliernach verschwindet auch diescs Integrál immer dann, wenn in 
dem Ausdrucke, welcher die Art des Unendlichwerdens von f(z) 
angiebt, das Glied -—-̂  fehlt, und man kann allgemein den Satz 

aussprechen: Das In tegrá l / f[z)dz genommen um einen 
Uns te t igke i t spunc t , um welchen die ^r-Fláche sich 
m Mal windet, hat dann und nur dann einen von Null 
ve rsch iedenen Wer th , wenn in dem Ausdrucke, wel­
cher die Art des Unendl ichwerdens von f(z) angiebt , 
das Glied, das von der ers ten Ordnung unendl ich 
gross wird, vorhanden ist; und dieser Wer th ist dann 
gleich 2miti mal dem Coefficienten dieses Gliedes. 
Wenn der Unstetigkeitspunct kein Verzweigungspunct ist, braucht 
man nur m = 1 zu .setzen. 

§43. 
Schon im § 14 ist der Vorstellungsart gedacht worden, nach 

welcher man sich die unendliche Ebene als einc Kugel mit un­
endlich grossem Rádius, also als eine geschlossene Fláche, und 
dann den Werth z — oo durch einen bestimmten Punct reprá-
sentirt denken kann. In diesem Falle kann man auch von ge-
schlossenen Linien reden, weiche den unendlich entfernten Punct 
umgeben. Wir wollen nun untersuchen, wie sich Integrále ver-
halten, wenn sie auf solche geschlossene Linien bezogen wer-
den. Diese bilden, auch wenn man sich die unendlich grosse 
Kugel wieder in der Ebene ausgebreitet denkt, geschlossene Li­
nien, aber dasjenige von der Linie begrenzte Gebiet, welches 
den Punct z = oo enthált, liegt in der Ebene ausserhalb der 
geschlossenen Linie. 

Fůhrt man statt z eine andere Variable u ein, indem man 
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und dann 
/ » = 9>M 

setzt, wo li und k zwei beliebig zu wáhlende Puncte bedeuten 
rnogen^ so entspriebt jedem Puncte z ein Punct u und umge-
kebrl. Den Puncten z = h und u = k aber entsprechen resp. 
u = oo und z = oo. Setzt man 

z — h = r (cos <p + e sin 9 ) , 
so wird 

u — k = — (cos 9 — i sin <jp). 

Bescbreibt 111111 z eine gesclilossene Linie Z, welche den Punct h 
umgiebt, so wáchst <p von 0 bis zu einem Vielfachen von 1%\ 
daber umgiebt aucli dic entsprechende, von u beschriebene Linie 
U den Punct k} und zwar in ebenso vielen Umláufen, wird aber 
i 11 entgegengeselzter Ricbtung durchlaufen. Geht ferner z von 
der Peripherie von Z nach aussen, so wáchst r, oder der Modul 

von z — ht folglich nimmt —, oder der Modul von u — k ab, 
und daher geht u von der Peripherie von U nach innen. Dem-
nach entsprechen allen ausserhalb Z liegenden Puncten z solche 
Puncte u, die inneiiialb U liegen. Bclrachtet man jetzt die Curve 
Z als die Begrenzung des ausserhalb liegenden Fláchentheils, so 
ist die positive Begrenzungsrichtung fůr diesen die entgegenge-
setzte, vvie fúr den inneren Fláchentheil; daher werden Z und U 
glcichzeitig in der positiven Begrenzungsrichtung der einander 
entsprechenden Fláchentheile durchlaufen. 

Nun ist 

f(z) = <p(u) , dz = - j ^ w 

also erhiilt man 

und darin bezieht sich das erste Integrál auf die Curve Z, und 
das zweite auf die entsprechende Curve V, auf beide in positiver 
Begrenzungsrichtung erstreckt. Hat man nun bei einer geschlos-
senen Flache eine Curve Z, welche den Punct 00 umgiebt, so 
ist diese in der Ebene eine geschlossene Linie, welche den ausser­
halb liegenden Fláchentheil begrenzl. Der beliebig anzunehmende 
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Punct h kann imnier so gewáhlt werden, dass er innerhalb der 
Curve Z liegt, dann entspriclit der Fláchenthcil, welcher den 
Punct z — co enthalt, dem innerhalb V liegenden Flachentheile, 
und auf die positiven Begrenzungen dieser Flachentheile erstreekt 
gilt die vorige Gleichung 

du 

Der WcrLli des Begrcnzungsintegrales f(z) dz hángt also von b " 

der Beschaffenheit der Function , 7N9 ab. Nun braucht man 
[u — k)z 

nur solche Curvcn Z zu betrachten, welche abgesehen von dem 
Puncte z — oo keine Unstetigkcitspuncte cnthalten, dann wird 
auch (p(u) innerhalb V hochstens fůr u = k unendlich gross; es 
kommt also darauf an, ob und wic T

 y , x9 fůr u — k unendlich 
(u — k)2 

gross ist. Dieser Ausdruck ist gleich (z — h)2 f[z), und da fůr 
z = co 

lim (z — h)2 f{z) = lim z2f{z) 
ist, so ergiebt sich, dass zur Ermittelung unseres Bcgrcnzungs-
intcgrals n ich t sovvohl die Beschaffenhei t der Func t ion 
f{z) als v ie lmehr die der Func t ion z2f{z) im Punc te 
z = co maassgebend ist. Legt man aber diese zu Grunde, so 
bleiben alle frůhercn Satzc, die von Bcgrcnzungsintegralcn gel-
ten, auch fůr solchc geschlossene Linien giillig, die den Punct co 
umgeben, nur ist dabei zu berůcksichtigen, dass wenn das In­
tegrál in der positiven Begrenzungsrichtung des Fláchenstůcks, 
das den Punct co enthalt, genommen wird, der Integralwcrth 
das entgcgengcsetztc Vorzeichen erhalten muss. Ist also z2 f{z) 
fůr z = co endlich, d. h. ist 

lim z f{z) — 0, 
so ist das Integrál Null; es gcnůgt also hierzu nicht, dass f(z) 
endlich blcibc, es muss vielmehr unendlich klein mindestens von 
der zweitcn Ordnung scin. Ist ferner z2f{z) unendlich gross 
von der crslcn Ordnung, d. h. ist 

lim z f{z) endlich und von Null verschieden, 
so ist 

/ ' 
f{z) clz = — 2 ni lim z f{z), 

D u r ě ^ e , Funct. compl. Var. j[Q 
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das Integrál in der positiven Bogrenzungsrichlung um den Punct 
oo genommen. Im Allgcmeincn hat das Integrál dann und nur 
dann einen von Null verschiedenen Wertli, wcnn in der Ent-
Avickelung von f{z) nach steigenden und lallendcn Potenzcn von 
z, cin Glied von der Form 

9 
z 

vorhanden ist. 
Als Beispicl dicne zuers t 

dz J-. 1 + z*' 
hier ist 

z 1 lim z flz) = lim -—j—^ = lim = 0, 
v ' 1 + z1 1 

T + z 
also ist das Integrál, bezogen auf eine den Punct oo umgebcndc 
Linie, gleich Null. In der That ist jede, die bciden Punctc 
z = •—/ und z= + i umgcbende Linie zuglcicb eine den Punct 
oo umgebende, da die Function weiter kcinc Unstctigkcitspuncle 
hat, und wir haben schon § 20 geschen, dass fůr eine solclie 
Linie das vorliegende Integrál den Wertli Null hal. 

Zwei tens . Wird das Integrál 

Si 
auf eine Linie um den Nullpunct in der Richtung der wachscn-
den Winkel bezogen, so hat es den Werth litu Dieselbc Linie* 
ist aber auch eine den Punct oo umgebende, da die Function 
f[z) P= — nur den einen Unstetigkeitspunct z = 0 besitzt. 01)-

gleicli nun hier f{z) fůr z = oo nicht unendlich gross ist, so 
hat doch das Integrál einen von Null verschiedenen Werth, weil 

lim z f (z) \ = lim z— = 1 

A t = — 27tí, 

ist. Man erhált demnach 

und in der That muss die Linie in entgegengesetzter Richtung 
durchlaufen werden, wenn sie den Theil in positiver Richtung 
begrenzt, der den Punct co enthált. 

Dr i t tcns kann man hiernach den Werth des Integrals 
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/ = r dz 

ermitteln, wcnn es auf eine im ersten Blatte verlaufende Linie 
ausgedelmt wird, wclche die beiden Unstetigkeits- und Verzwei-
gungspuncte + 1 und — 1 umgiebt. Denn eine solche umgiebt 
zugleich den Punct oo, ohne einen weiteren Unstetigkeitspunct 
einzuschliessen. Nun ist hier 

lim z f[z) = lim ,, = lim , c= + —, 
^-*" K i — i ~ 

z* 
also wird 

/ = + 2íř, 
\vo uber das Zeichen noch zu entscheiden ist. Nun kann abcr 
andrerseits die Linie, welche die Puncte + 1 und — 1 umgiebt, 
bis an den Verzweigungsschnitt heran verengert werden. Setzt 
man dann fest, dass die Quadratwurzel auf der linken Seite des 
Vcrzwcigungsschnittes, in der Richtung von — 1 nach + 1 ge" 
nommen, im ersten Blatlc das Vorzeichen -j-, und daher .auf der 
rcchtcn Seite desselben, cbenfalls im ersten Blatte, das Vorzei­
chen — hábe (vgl. § 13), so ist auch, in der Richtung der ab-
nehmenden Winkcl integrirt, (um den Punct oo herum in der 
positiven Begrenzungsrichtung) 

H-l ~ 1 + 1 1 
T — C dz C dz — 9 C dz —A C dz 

— i H-l —1 o 

Da nun hier alle Elemente des Integrals positiv sind, so muss 
auch / positiv sein, und man erhált 

0 

und daher auch 

o 

Ueber den Umstand, dass dies Integrál einen endlichen Werth er­

hált, obgleich die Function . fur z = 1 unendlich gross 
yl —zz 

wird, vergleiche den folgenden §. 
10* 
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B. Integrále uber nicht geschlossene Linien. Unbestimmte 
Integralfunctionen. 

§44. 
Wir bcbandeln in diesem Abschniltc die Frage, ob und unter 

wclchcn Bedingungen čine Integralfunction cndlicb bleibt, wcnn 
die obere Grenzc dcrselben entwcdcr einen Wertb erreicht, fur 
den die Funclion unter dcm Intcgralzeicbcn unendlicb gross wird, 
oder sclbst sicli ins Unendlicbe cnlfernt. Wir untersuchen fcr-

, ncr, in welcher Wcisc die Integralfunction unendlicb gross wird, 
wenn sic in diesen Fallen nicht cndlicb bleibt. 

Sei 
t 

F(t)=: f(p{z)dZ 
*h 

die zti betrachtende Inlcgralfunclion, worin li eine Dcliebigc Con-
slanle bedcule. Wir berueksichligen bei dcrselben nur solebe 
Integrationswege, welche der Funclion dcnsclben Wcrth zucrlhei-
Icn; die nachsten Abschniltc wcrden zeigcn, dass die durch die 
verscbicdciicn Integrationswege bervorgebrachte Vieldcutigkeit einer 
Integralfunction den bier anzustcllendcn Bctracbtungcn kcinen 
Eintrag tbut. 

Nimmt man zuerst an, <p[z) werde in cínem Puncte z = a, 
der kein Vcrzvvcigungspunct ist, unendlicb gross von der ralcn 
Ordnnng, so kann man nach § 29 setzen 

(34) <P(*)= — + £ z ^ i + +^=^ + t(z), 
wo ty [z) fiir z = a cndlicb bleibt. Ilicraus folgt 

• f9{^ = cf^+ sf^ + + ^/^-
h k h h 

t 

+ íty{z)dz. 
h 

Darin ist das lctztc Glicd cinc aucb fůr i = a cndlicb bleibende 
Fuuction; bczcicbncn wir dicsclbe mit X{i)9 und denken wir in 
derselben die von der unteren Grenze h der ůbrigen Integrále 
berriihrcnden constanten Glicder mit einbcgriífen, so erbalten wir 
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F[l) = cWÁl-a) - ^ - ^ ( Í Z ^ F * 

Lasst man nun den Integra tionswog in dcm Punctc t = a endi-
gcn, so untcrschcidet sicb die Integralfunction von cincr in t = a 
cndlich blcibcndcn Function l{i) um čine Grosse, wclche das 
Glied log(/ — a) cnthált. Man sagt in dicscm Fallc, es wcrdc F{í) 
logar i tbmisch unendlicli. Dicser Fall tritt ein, wenn in dein 
Ausdrneke (34) fůr <p[z) das Glicd c__ vorbanden isl. Febll 
dagegen dieses Glied, so fiillt der Logarilbmus fořt, und F{í) 
wird von einer ganzen Ordnuug uncndlicb gross. A ber cndlich 
bleibt F[í) fůr t = a nur dann, wenn 

lim (z — a) (p [z) = 0 
ist, d. h. wenn cp [z) sclbst in z = a cndlich bleibt. ' 

Nebnien wir daber jetzt an, der Unstctigkeitspunct a sei 
zugleich ein Vcrzwcigungspuuct. Ilangen in dcniselben m Bláltcr 
der z-Flachc zusammen, so kanu man nach § 38 setzen 

<p(*)=-A- + - A + + S + ^ +•-+ *(*>• (35) 
(z—a)m {z— a)m {z—u) m 

wo ip{z) fůr z=a cndlich bleibt. Man erhalt hieraus 
ni—1 m—2 1 

+ ^-)iog(/-a)-«í=±í?=L- + m 
(t — «)»* 

wenn wie oben mít l{ť) das letzte cndlich blcibendc Glied mit 
llinzuziehung der von der unteren Grenze h hcrrůhrcndcn Con-
stanten bczcichnct wird. 

Wenn nun in diesein Ausldrucke hochstens die m — 1 ersten 
Gliedcr vorbanden sind, so bleibt F(i) fůr t = a cndlich. Die-
s.er Fall tritt ein, wenn auch in (35) hochstens die m — 1 ersten 
Gliedcr vorbanden Sind. Dann ist cp{z) hochstens von der Ord-
nunff m~~ uncndlicb, und folglich 

lim [z—a)q>[z) = 0. 
DeninacTi ist die Bedingung fůr das Endlichblciben der Function 
F(() hicr dieselbe wie /orhin, und wir erbaltcn den allgemeinen 
Satz: 



t 
(z)dz 
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1) Die In tegra l func t ion 

L 
hat fůr t=za dann und nur dann einen cndl ichen 
W e r t h , wenn lim (z—a)q)(z) = 0 ist. (Dabei wird natůr-
lich vorausgesctzt, dass der Integrationsweg nicht durch einen 
anderen Unstetigkeitspunct oderVerzweigungspunct hindurch fůhre). 
Ferner ergiebt sich Folgendes: 

2) Ist lim {z — a)cp[z) endlich, aber von Null verschicden, 
so ist F(t) fůr t = a logarithmisch uncndlich. 

3) Hat lim [z — a)^q)(z) fůr einen ganzen oder gebrochencn 
Exponenten fj, der grosser als 1 ist, eincn endliclien von Null 
verschiedenen Werth, so ist F(t) von einer ganzen oder gebroche­
ncn Ordnung, und wenn in der Entwickelung von cp [z) das Glied 
von der Form —̂— vorhanden ist, zugleich logarithmisch un~ 
endlich. 

§ 4 5 . 
Wir haben nun noch den Werth t = oo zu untersuchen. 

Durch die schon mehrmals angewendete Substitution 
l_ 
u 

fůhren wir diesen Fall auf den vorigen zurůck. Sei 
r , F(t)==F1(x) , <p{z) = y^ú), 

t 
so wird 

F (t) ^j<p{z)dz = -jJEM* = m . 

Die BeschaíFenheit von Fy(x) richtct sich also nach der Beschaf-

fenheit der Function *£^L f(ir den Werth u = 0. Die Ergeb-

nisse des vorigen § liefern dann Folgendes: 

1) Fx{x) ist endlich, wenn ["lim ^ f f i = [lim 2lM"| = 0 . 

u =i 0 u—O 

2) Ft(x) ist logarithmisch unendlich, wenn lim (fl } endlich 

nnd nicht Null. 
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3) Ft(x) ist von ciner ganzen oder gebrochencn Ordnung (oder 
aucli zugleich logaritlimisch) unendlich, wcnn fůr ^ > 1 

lim ^~^-i^~ = Um ( u <Pi{u)) endlich und nicht Null ist. 

Nim ist 

also schliessen wir: fůr t = oo ist 
1) Fit) endlich, wcnn [lim zcp{z)~\ = 0, 

£ — O O 

2) .F(f) logarithmisch unendlich, wenn Y\mz<p[z) endlich und 
nicht Null; 

3) F(t) von einer ganzen oder gebrochencn Ordnung oder 

aucli zugleich logarithmisch unendlich, wenn lim •*& endlich 
Z 

und nicht Null ist, ([i positiv und > 1). 
Bcispie lc : 

i 

/

dz 
, 2 wird fůr t = + i oder — i logarithmisch unendlich, 

o 
bleibt aber endlich fůr t = oo. 

t 

J * dz =j= bleibt endlich fůr / = 4- 1 oder — 1 und wird Vl-z* 
o 

logarithmisch unendlich fůr t = oo. 

i? 
o 

tfz ,, — bleibt endlich fůr č = + 1 und t— + — 
K(l-z2)(l —Fz2) — —A: 

und aucli fůr t = oo, ist also fůr jeden Werth von t endlich. 
t 

í* A £222 
/ y i_~2 ^ z bleibt endlich fůr / = + 1, und wird fůr 

o 
/ = oo von der ersten Ordnung unendlich. 

t 
dz 

J(l-« ! 2z2)ř/l--z2) (1—A;2*2) bleibt endlich fůr t = + 1 und 

č = + -r-, ebenso fůr tf = oo, und wird fůr t: = + — logarith-
misch unendlich. 
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