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152 Abschin. 1X, Mehrfach zusammenh. Flichen. § 46.

" Neunter Abschnitt.
Einfach und mehrfach zusammenhingende Flichen,

_ § 46.

Fir die Untersuchung der Vieldeutigkeit einer Integralfunction
ff(z)dz ist von Dbesonderer Bedeutsamkeit die Beschallenheit
der z-Fliche fir dic unter dem Integralzeichen stehende Func-
tion /(z) in Ricksicht aul ihren Zusammenhang. In dieser Be-
zichung ist schon in § 18 der grosse Unterschicd hervorgetreten,
welcher zwischen solchen Fliachen stattfindet, in denen jede ge-
schlossene Linic fir sich allein die, vollstindige Begrenzung eines
Flichentheiles bildet, und solchen, in denen nicht jede geschlos-
sene Linic diese Eigenschaft besitzt. Wir miissen nun zuvirderst
die VFlachen in Beziehung auf diesen Unterschied ctwas niher iu’s
Auge fassen,

Man nennt nach Réiemann die Flachen der erstercn Art ein-
fach zusammenhingend, die der zwciten Art mehrfach
zusammenhingend. Einfach zusammenhingend ist z. B. ecine
Kreisfliche, die Fliche ciner Ellipse, iberhaupt jede Fliche, welche
nur aus cinem Blatle besteht und von einer Linic begrenzt wird,
die cinfach in sich zuriickliuft, ohne sich selbst zu schnciden.
Mchrfach zusammenhingende Flichen konnen entstehen, wenn
aus cinfach zusammenhingenden Unstetigkeitspuncte durch kleine
Kreise ansgeschlossen werden. Schliesst man z. B. aus ciner Kreis-
flache cinen Unstetigkeitspunct @ dadurch aus, dass man ihn mit

Fig. 25. einem kleinem Kreise 4 (Fig. 25) um-
giebt, so entsteht eine IFliche, die nicht
mehr einfach zusammenhingend ist;

7//—\
" denn zieht man um £ herum cine ge-
’ schlossene Linie 2, so bildet diese far
b= sich allein nicht die vollstindige Be-
P grenzung eines Flichentheils, sondern
R /o
N :
AN \/

erst mit Zuziehung entweder des klei-
nen Kreises 4, oder des dusseren Krei-
ses n. Es konnen aber Flichen auch
ohne alle Ausschliessung einzelner Puncte durch kleine Umhiil-
lungen mehrfach zusammenhingend sein, wenn sic Verzweigungs-

.
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puncte besitzen und daher aus mehreren Blattern bestehen, dic
iiher die ~ Verzweigungsschuitte hiniber in cinander ubergehn.
Man gelangt dabei, selbst in verhiltnissmissig cinfachen Fillen,
bald zu schr complicirten Gestalten, bei welchen es nithig ist,
der Anschauung durch allgemeine Betrachtungen zu Ililfe zu
kommen.

Wir nennen zwei Flachentheile dberhaupt zusammenhin-
gend, wenn man aus einem Puncte im Inneren des einen Theils
auf einer ununterbrochenen Linie zu cinem Puncte des anderen
Theils gelangen kann, ohne cine Begrenzungslinie zu oberschrei-
ten; im entgegengesctzten ILalle heissen die Flachentheile ge-
trennt. Wenn nun ein Theil A4 ciner zusammenhingenden Fliche
durch eine oder mehrere Linien vollstindig begrenzt ist, so wird
er durch seine Begrenzung von dem dbrigen Theil B der
Fliche getrenut, und es ist nicht moglich, aus dem begrenzien
Theile 4 in den anstossenden 2 zu gelangen, ohne die Begren-
zung an irgend einer Stelle zu iiberschreiten; umgekehrt kann
man, wenn dics nicht moglich ist, schliessen, dass der Theil 4
wirklich vollstindig begrenzt ist. Unter den Linicn, welche zur
Begrenzung eines zusammenhingenden Flichentheils gehoren, kann
es solche geben, dic zu gleicher Zeit zwei Begrenzungsstiicke
bilden. TIIat man z. B. bei ciner Kreislliche
langs eines Radius ad (Fig. 36) einen Schnitt
gefithrt, so ist abcdba dic ganze Begren-
zung der entstandenen Flache; dann hildet - ,
die Linie @b, wenn man die Begrenzung in - q/
positiver Richtung (§ 17) durchlauft, einmal
in der Richtung @b und dann noch cinmal /“Z
in der Richtung da einen Theil der Begren- i
zung. Bei einer solchen Linic liegen die zu beiden Seiten an
dieselbe anstossenden Flichentheile im Innern der begrenzten
und zusammenhingenden Fliche. Sie hingen daher selbst zu-
sammen, und man kann auf einer ganz im Inncren der Fliche
verlaufenden Linie von der einen Scite jenes Begrenzungstheiles
zur -anderen gelangen. Von ciner solchen Begrenzungslinie kann
man sagen, dass sie keine &dussere Seite, sondern zwei innere
Seiten hat. Wenn nun eine geschlossene Linie cine solche
Beschaflenheit hat, dass es maoglich ist, von der einen Seite der-
selben, ohne sie zu uberschreiten, auf die andere zu gelangen,

Fig. 36.

P
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so kann man mit Sicherheit schliessen, dass sic fiir sich allein
nicht die vollstindige Begrenzung eines Flichentheils bildet, weil
dann dic aul beiden Seiten der Linic anstossenden Flichentheile
zusammenhiingen und nicht getrennt sind. Im entgegengesetzten
Falle kann man freilich im Allgemeinen nicht schliessen, dass
diese Linic firr sich allein cin Flachenstiick vollstindig begrenzt,
wie z. B. bei der Linie 7 in Fig. 25, weil jener Uebergang durch
Fig. 25, cine andere Begrenzungslinie verhin-

dert werden kann. Wenn man es aber
mit einer im Unendlichen geschlossc-
nen Fliche zu thun hat, die @berhaupt
garkeine Begrenzung besitzt, und in
ciner solchen eine geschlossene Linie
zieht, so kommt diese ganz allein in
Betracht; und daher Dbildet in ciner
geschlossenen unbegrenzten Fliche jede
geschlossene Linie nicht die vollstin-
dige Begrenzung cines Flachentheils, oder sie bildet sie, je nach-
dem man von der einen Seite der Linic zur anderen gelangen
kann oder nicht. Zundchst cin Paar Beispiele zur Verdeutlichung:
1) In Fig. 25 ist die von den Krcisen n und % begrenzte
Fliche mehrfach zusammenhingend; die Linie . begrenzt fur
sich allein woch nicht einen Flichentheil. Man kann hier von m
aus zu beiden Sciten nach % und n gelangen, daher hingen dic
zu beiden Seiten an . anstossenden Flichentheile resp. mit den
an & und n anstossenden zusammen, und folglich bildet weder die
an der einen Seite noch die an der anderen Scite von s anlic-
gende Fliche einen getrennten Theil des Ganzen. Zusammenge-
nommen aber bilden z. B. die Linien 7z und % eine vollstindige
Begrenzung, da es nicht maoglich ist, ohne eine von beiden zu
iiberschreiten, in einen anstossenden Flichentheil zu gelangen.
Dies Beispiel lehrt, dass cine innerhalb einer zusammen-
hiingenden Flache # verlaufende geschlossene Linie 7z in dem
Falle nicht die vollstindige Begrenzung cines Theiles der Fliche
I7 bildet, wenn man von einem Puncte der Linie 7 aus zu bei-
den Seiten an die Begrenzung von F gelangen kann. Umge-
kehrt kann man schliessen: wenn wenigstens auf einer Seite der
Linie » ein Uebergang zur Grenze nicht moglich ist, so bildet
die an dieser Scite der Linie 7 anliegende Fliche einen getrenn-
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ten Theil des Ganzen und wird daher von der Linie 2 vollstin-
dig begrenzt.

2) Eine aus zwei Blittern bestehende im Unendlichen ge-
schlossene Flache, die zwei Verzweigungspuncte @ und b (Fig. 37)
besitzt, welche durch ecinen Fig. 37.
Verzweigungsschnitt  verbun-
den sind, ist einc einfach zu-
sammenhingende Flache. Um
dies zu bewcisen muss gezeigt
werden, dass jede in ihr ge- N
zogene geschlossene Linic fiwr ——
sich allein ein TFlichenstiick 7
begrenzt. Man kann nun nur
dreierlei Arten von geschlos-
senen ‘Linien ziehen: solche
dic keinen, solche dic einen,
und solche die zwei Verzweigungspuncte umgeben. Die erste
und letzte Art sind nicht wesentlich von einander verschieden,
denn je nachdem man eine solche Linie 7 oder n als Begren-
zung des inneren oder insseren Ilichentheils ansicht, umgiebt
sie entweder beide Verzweigungspuncte oder keinen. Eine solche
Linie wie 7z oder n bildet aber stets einc vollstindige Begren-
zung, denn man kann auf keine Weise von der einen Secite zur
anderen ohne Ueberschreitung der Linie selbst gelangen. Eine
geschlossene Linie endlich, welche nur einen Verzweigungspunct,
z. B. @ umgiebt, geht zweimal um denselben herum, da sic
beim Uberschreiten des Verzweigungsschnittes in das zweite Blatt
tritt und daher, um in das erste zuriick zu gelangen und
sich zu schliessen, den Verzweigungsschnitt noch einmal tber-
schreiten muss. Dann aber bildet sie ebenfalls eine vollstindige
Begrenzung, denn man kann nicht, ohne die Linie zu wberschrei-
ten von innen nach aussen gelangen. Fihrt man einen Schnitt
lings der geschlossenen Linie durch beide Blitter, so féallt ein
Stiick heraus.

e

3) Die vorige Fliche wird zu einer mehrfach zusammenhin-
genden, sobald sie in jedem Blatte durch eine geschlossene Linic
begrenzt wird (% und % Fig. 38; die punctirte Linie verlauft im
zweiten Blatte); denn jetzt bildet eine um @ und » im ersten
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-

Blatte herumgehende Linie 2 erst mit Zuzichung von 4 oder 7
cine vollstandige Begrenzung.

Tig. 38, Fig. 39.
//’”__“ . o
T \\ A N
// - Vi \\ /@ /07 a >
{ N w’ < ; \/
=. @—:@ j S
/ .%/ \

4) Eine aus zwei Bliattern Dbestehende Fliche, welche vier,
paarweise durch Verzweigungsschnille ab, c¢d verbundene Ver-
zweigungspuncte besitzt, ist mehrfach zusammenhingend (Iig. 39).
Denn zieht man eine Linie 7, welche die Puncte ¢ und & im
ersten Blatte umgiebt, so kann man von der einen Scite dersel-
ben zur andern gelangen, ohne sie sclbst zu uberschreiten, nam-
lich auf folgende Weise. Sci ¢ cin Punct der cinen Seile von
m; iberschreitet man von ¢ ausgehend den Verzweigungsschnitl
ab, so gelangt man in das zweite Blatt und kann, ohne die Li-
nic 7 zu treffen, da diese ganz im ersten Blatte verliuft, den
zweilen Verzweigungsschnill ¢ d erreichen; iiherschreitet man
ihn, so kommt wman wicder in das erste Blatt zurick und ge-
langt aul die andere Seite der Linie 2z nach 7. Die Linic 2
bildet also keine vollstindige Begrenzung, da die zu beiden Sei-
ten anstossenden IFlichentheile zusammenhiingen. #)

Eine im Uncndlichen geschlossene Fliche hat, wie schon
bemerkt, cigentlich gar keine Begrenzung. Will man cine solche
Fliche begrenzen, so ist dazu schon ausrcichend, wenn man nur
cinen unendlich kleinen Kreis, oder, was dassclbe ist, cinen cin-
zigen Punct aus ibhr herausnimmt. Man denke sich ctwa ein
Blatt der Fliche an irgend einer Stelle mit ciner Nadel durch-
stochen.  Dieser Punct oder die Peripherie des unendlich kleinen
Kreises Dbildet dann die Begrenzung der Flache.

*) Wir werden spiiter (Abschn, XII) allgemeine Beziehungen ken-
nen lernen, aus denen man sofort den Zusammenhang einer gegebenen
Fliche erkenncn kann,
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§ 47. .

Jede mehrfach zusammenhingende Fliche kann durch ge-
wisse Linien, welche Riemann Querschuitte nennt, in cine
cinfach zusammenbingende verwandelt werden, und nach der
Anzahl der hiczu nothigen Querschuilte bestimmt sich dann der
Grad der Vielfachheit des Zusammenhanges. Unter einem Quer-
schnitt wird nun ecine sich selbst nicht schneidende Linic ver-
standen, welche von einem Begrenzungspuncte durch das Innere
der Fliache zu cinem (anderen oder demselben) Begrenzungspuncle
filirt, und die Fliche nicht in zwei getrennte Sticke
zertheilt.®) In cinfachen Fillen zeigt die Anschauung unmit-
telbar die Maoglichkeit, mehrfach zusammenhingende Flichen
durch Querschnitte in einfach zusammenbingende zu verwandeln:
Zieht man z. B. in der durch die Linien 4 und 7z begrenzten
Fliche (Fig. 25) einen Querschnitt »¢ und rechnet beide Seiten
desselben mit zur Begrenzung, indem. man sich die Fliche lings
bc wirklich durchgeschnitten denkt, so kann man keine geschlos-
sene Linie mchr zichen, welche 4 umgiebt, sondern jede ge-
schlossene Linie bildef fir sich allein eine vollstindige Begren-
zung. Dasscelbe wird bei der durch die Linien %, %, n begrenzten

Fig. 25. Fig. 40.
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Fliche (Fig. 40) durch zwei Querschnitte ab, cd geleistet. Jene
Fliche heisst zweifach zusammenhingend, diese dreifach zu-

*) Riemann legt zwar den mit dem Namen Querschnitt bezeichneten
Linien diese Beschriinkung urspriinglich nicht auf; da aber fast aus-
schliesslich nur von solchen Querschnitten diec Rede sein wird, welche
eine Fliche nicht zerstiicken, so scheint es die Kiirze des Ausdrucks
befordern zu kinnen, wenn gleich von vorn herein nur solche Linien
Querschnitte genannt werden, die eine Fliiche nicht in getrennte Theile
theilen,
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sammenhiingend, 1m Allgemeinen heisst cine Fliche (z <+ 1)-

fach zusammenhingend, wenn sie durch n Querschnitte in

cine ecinfach zusammenhiingende zerschnitten werden kann. Uebri-

gens kann schon in dem Beispiele Fig. 40 die Fliche auf mehr-

fache Weise durch Querschnitte ad und ¢d zerschnitten werden,

z. B. auch so, wie Fig. 41 und 42 zeigen. Dabei ist zu bemer-
Fig. 41. Fig. 42.

ken, dass, weil jeder schon gefilhrte Querschnitt mit zur Be-
grenzung gehort, cin neuer auch von cinem Puncte eines frithe-
ren ausgehen kann, wie z. B. ¢d in Fig. 42. Die Linie ¢/ in
Tig. 41 wirde jedoch kein Querschnilt sein, da durch sic dic
Fliche in zwei getrennte Stiicke zerfallt.

Bei ciner im Unendlichen geschlossenen Fliche wird, wic
oben bemerkt ist, dic Begrenzung durch ecinen einzigen Punct
gebildet.  Bei einer solchen muss daher der erste Querschnitt
von diesem Begrenzungspuncte ausgehen und in demsclben endi-
gen, also eine geschlossene Linie sein.

§ 48.

Um nun in complicirteren Fillen die Moglichkeit cinzuschen,
dass man eine mehrfach zusammenhingende IFlache immer durch
Querschnitte in ecine einfach zusammenhingende verwandeln kann,
und namentlich zu beweisen, dass dies bei ciner gegebenen Fliche
zwar auf sehr verschiedene Weise, immer aber durch die gleiche
Anzahl von Querschnitten geschieht, haben wir folgende Betrach-
tungen nothig.

Zunichst leuchtet Folgendes ein: Bilden zwei Systeme von
Linien ¢ und » zusammen die vollstindige Begrenzung einer zu-
sammenhdngenden Fliche, ebenso auch zwei Systeme von Linien
@ und ¢, so haben auch die beiden Systeme & und ¢ diese Ei-
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genschafl. In Fig. 43 bilden z. B. bei I a, 2, 0’ cine vollstin-

dige Begrenzung, cbenso bei Il @, ¢ ¢’; dann wird auch bei I

Fig, 43. . A
/4 .

. .
0’/ @, 9

c'

g & g ¥

O O o O

durch b, ¥, ¢, ¢’ eine zusammenhiingende Fliche begrenzt, nim-
lich dic ausserhalh dieser vier Kreise licgende, ins Unendliche
gehende Fliche. Man kann daher in Beziehung auf die EKigen-
schaft, eine zusammenhingende Fliche vollstindig zu begrenzcen,
die Linien o durch die Linien & crsetzen. '

Es ist nun zum Beweise des obigen Satzes bequemer, von
ciner anderen Definition einer (» 4 1)-fach zusammenhiingenden
Fliche auszugehen, welche nach Réermann folgendermassen lau-
tet: Wenn in einer Fliche # sich n geschlossene Cur-
ven a,, @, ....a, ziehen lassen, welche weder far sich
noch mit einander einen Theil dieser Fliache voll-
stindig begrenzen, mit deren Zuzichung (und zwar mit
allen oder auch nur mit einigen derselben) jede andere ge-
schlossene Curve m die vollstindige Begrenzung eincs
Theils der Fliche Z/bilden kann, so heisst die Fliache
F eine (n + 1)-fach zusammenhingende. '

Um der Vorstellung zu Ililfe zu kommen, kniipfen wir an
ein Beispicl an. Sei /7 eine im Unendlichen geschlossene aus 2
Blattern bestehende Fliche, welche 6 Verzweigungspuncte besilzt,

Fig. 44.

die paarweise durch die Verzweigungsschnitte pr, st, wv (Fig. 44)
verbunden sind. Um diese Fliche zu begrenzen, nehmen wir
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irgendwo einen Punct heraus, der dann als Begrenzung dient.
Dieser Begrenzungspunct sei mit a bezeichnet und im zweilen
Blatte licgend angenommen. Zicht man nun die vier geschlos-
senen Linien a,, a,, @, a,, von denen keine durch den Be-

Fig. 44.

grenzungspunct & hindurchgeht (wobei -die punclirten Linien im
zweilen Blatte verlanfen), so reichen diese zur vollstindigen Be-
grenzung cines Theils der Fliche noch nicht aus. Nimlich zu-
erst bildet keine von ihmen fiar sich allein cine vollstindige Be-
grenzung, da man bei jeder von ciner Scite zur andern gelangen
kann (§ 46. 4). Nimmt man ferner ¢, und @, zusammen, so
kéunen zwar die heiden Seiten dieser Linien in cinem ununter-
brochenen Zuge durchlaufen werden, nimlich so, wie die Pfeile
in Iig. 44 andeulen, und wiwrden dann die Begrenzung der gan-
zen geschlossenen Fliche bilden, wenn diese urspringlich unbe-
grenzt wiire; aber da noch der Begrenzungspunct x vorhanden
ist, so wird erst mit diesem zusammen cine vollstindige Begren-
zung gebildet.  Daher reichen auch @; und @, zusammen zu ciner
solchen nicht aus. Dasselbe gilt von a5 und @, zusammen, und
dann auch von allen vieren. Wir haben daher hier vier geschlos-
sene Linien, die zur vollstindigen Begrenzung noch nicht aus-
reichen. Mit ibrer IMilfe kann aber jede finfte geschlossene
Linic cinen Theil vollstindig begrenzen; z. B. die Linie . in
Iig. 44 bildet mit ¢; zusammen cine vollstindige Begrenzung, da
man aus dem durch @, und m begrenzten Flichentheile auf keine
Weise in den anstossenden Flachentheil gelangen kann. Ebenso
wiirde cine die Puncte p, r, s, ¢ umgebende, ganz im ersten
Blatte verlaufende Linie mit ¢, zusammen cinen Flichentheil voll-
stindig begrenzen, und in dlnlicher Weise kann man sich leicht
bei jeder geschlossenen Linie iiberzeugen, dass sie entweder fir
sich allein, oder mit einer oder mehreren der Linicn o zusam-
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men cinen Flichentheil vollstindig begrenzt. Die vorliegende
Fliche ist daher 5-fach zusammenhingend. ¥)

Das System der Curven @, a@,, .... @, kaon durch irgend
ein andercs System geschlossener Curven b, b,, ... ,, welche
ebenfalls zur vollstindigen Begrenzung nicht ausreichen, ersetzt
werden. Denn da jede geschlossene Curve mit Zuziehung von
ay, @y, ...a, (allen oder auch nur cinigen) cine vollstindige Be-
grenzung bildet, so wird eine solche ebensowoll durch

a mit a,, a4, ... a,, m,
als auch durch ‘
a, mit a,, a...a,, b
gebildet. Folglich machen auch
by, ay, 3, ...0,, m
eine vollstindige Begrenzung aus. Nun kann aber fir m jede
geschlossene Curve, also auch b, genommen werden; demnach
wird eine vollstindige Begrenzung gebildet durch
@y, mit by, a5, ... a, m
und auch durch .
ay mit by, @5, ... @y, by;
also begrenzen auch
bys byy g, ...y,
einen Theil vollstindig. Fahrt man so fort, so kénnen nach und
nach alle Curven @ durch die Curven & erselzt werden, und wenn
auch diese letzteren zur vollstindigen Begrenzung noch nicht aus-
reichen, so werden sie doch mit jeder geschlossenen Curve m
cine vollstindige Begrenzung bilden. )

Jetzt kann zunichst bewiesen werden, dass eine (n 4 1)-fach
zusammenhingende Fliche durch einen in bestimmter Weise ge-
zogenen Querschnitt in eine n-fach zusammenhingende verwan-
delt wird. Wir knipfen dabei an unser Beispiel (Fig. 44) an,
indem der Deweis zwar allgemein gehalten, aber in allen Punc-
ten auf das Beispiel Bezug genommen werden soll.  Zieht man
von cinem beliebigen Puncte ¢ der Linie @, (im Beisp. a,) nach
beiden Seiten je cine Linie ¢’ und ¢” nach je einem Puncte der
Begrenzung (im Beisp. nach z), und zwar so, dass ¢" und ¢”

*) Bei diesen und #hnlichen Betrachtungen kénnen Modelle, in der.
Art angefertigt, wie es Seite 56 Note angegeben wurde, gute Dienste
leisten.

Durége, Funct, compl, Var, 11
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keine der Linien « treffen, so bilden ¢ und ¢’ zusammen cinen
-Querschnitt ¢. Ilier muss zucrst gezeigl werden, dass es immer
moglich ist, die Linicn ¢ und ¢” so zu zichen. Allein da
ay, @y, ... a, wr vollstindigen Begrenzung nicht ausreichen, so
miissen diec zu beiden Sciten an @, anstossenden Flichentheile
mit .solchen Flichentheilen zusammenhingen, die an Begrenzungs-
stitcke anstossen, und daher muss man von jedem Puncte der
Linie @, zu beiden Seiten, ohme cine der Linien ¢ zu tiberschrei-
ten, nach der Begrenzung gelangen konnen. (Fig. 45 zeigt bei

Fig. 45.

einer anderen Lage des Puncles & (und zwar im ersten Blatte)
wie dic Linien 4" und ¢” gezogen werden konnen.) Zweitens
muss gezeigl werden, dass die Linie ¢ die Iliche nicht zerstiickt;
dies aber geht daravs hervor, dass man auf der Linie a, sclbst
von der ecinen Scile von ¢ auf dic andere kommen kann, sodass
die zu beiden Seiten an ¢ anstossenden Flichentheile zusammen-
hingen und keine getrennten Theile sind.  Demnach kann die
- Linic ¢ immer gezogen werden und ist wirklich ein Querschnill.
Dicser tritt nun zu den schon vorhandenen Begrenzungsstiicken
von Z hinzu, und die so begrenzte Fliche mage mit #* bezeich-
net werden. (Im Beisp. ist also 77 von ¢ allein begrenzt, da
cin Punct dieser Linic ist). Um nun zu beweisen, dass diese
TFlache #” nur noch n-fach (im Beisp. 4-fach) zusammenhingend
ist, muss gezeigt werden, dass man im Inneren derselben » —1
geschlossene Linien zichen kann, die zur vollstindigen Begren-
zung noch nicht ausreichen, mit deren Zuziehung aber jede an-
dere geschlossene Linie cinen Theil von 7' begrenzt. Ist m ir-
gend eine geschlossene Linie, so begrenzt sie mit Zuzichung von
allen oder einigen der Linien @, a@,, @;, ... @, einen Flichen-
theil. Wenn nun aber die Linic » (wic in Fig. 44) ganz im
Innern von # verlauft, also den Querschnitt ¢ nicht schneidet,
“dann kann gezeigt werden, dass die Linic @,, von deren Puncte
¢ aus die Querschnittstheile ¢" und ¢” gezogen sind, nicht zu dem
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Complex der Linien ¢ gehoren kann, welche mil 2 zusammen
cinen Theil vollstindig begrenzen.  Sei / die von 7 und den
Linien @ begrenzte Fliche, welche also cinen Theil von 77 bhil-
det, der durch seine Begrenzung von dem iibrigen Theile ge-
trennt ist (in PFig. 44 Dbilden «; und m die Begrenzung von /).

Pig. 4t

Gehorte @, wit zur Begrenzang von f, so misste / entweder
links oder rechts von «, liegen. Licgt aber / links von a,, so
filet ¢" von ¢, d. h. von einem Begrenzuugspuncte von /° nach
cinem Begrenzungspuncle von £7; da aber /° cinen getrennten
Theil von 77 bildet, so muss dic Begrenzung von 77 ausserhalb
/ liegen, und daher misste ¢ die Begrenzung von / durch-
schneiden, was gegen die Voraussetzung ist, dass die Begren-
zungsstiicke von /, namlich 2 und die Linien «, von ¢’ nicht
geschnitten” werden.  Daher kann /7 nicht links von a, liegen.
Ebenso wenig kann / rechts von a, licgen, denn dann miisste ¢”
dic Begrenzung von / durchschneiden, was chenso gegen dice
Voraussclzung ist.  Die Flache / kann daher ausser von m hich-
stens von den Linien @, a@,, ... a,— begrenzl werden; dém-
nach hat dic Fliche F” die Eigenschalt, dass e¢s in ihr n—1
geschlossene Linien giebt, die allein noch nicht, wolil aber mit
jeder geschlossenen Linie 7 zusammen einen Flachentheil voll-
stindig begrenzen, und folglich ist 7" nur noch n-fach zusam-
menhingend.

Was hierdurch von einem bestimmten Querschnitte be-
wiesen ist, namlich von einem solchen, der von cinem auf ciner
der Linicn @ liegenden Puncte ¢ zu beiden Seiten bis zur Be-
grenzung von I gezogen ist, ohne die Linien @ zu durchschnei-
den, kann nun auch von jedem beliehigen Querschnitte hewiesen
werden.  Denken wir uns daher cinen beliebigen Querschnitt ¢
gezogen, und heisse die durch ihn entstehende Fliche wieder 7.
(Vgl. hierzu das in Fig. 46 dargestellte Beispiel ciner 4-fach zu-
sammenhiingenden Fliche, die nur aus cinem Blatte besteht.)

11#
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Da ¢in Querschnilt ¢ die Fliche /7 nicht in zwei getrennte Theile
theilt, so hingen dic beiden Seiten von ¢ zusammen, und folg-
lich kann man ecine Linic & zichen, welche von der einen Scile
des ¢ zur anderen fithrt.  Diese Liniec & Dbildet fir sich keine
vollstindige Begrenzung, weil man von ilivem Durchschnittspuncte
mit ¢ zu beiden Sciten nach der Begrenzung von F kommen
kann, admlich lings der beiden Theile von ¢ selbst (§ 46. 1).
Nun bildet aber & als geschlossene Curve mit @, a,, ... a, (allen
oder cinigen) zusammen cine vollstindige Begrenzung (in Fig. 46
bildet & mit @, und @, cine solche), cbenso auch 2 (im Beisp.
mit @, wnd @,); man kann also cine der Curven «, welche von
¢ geschnitten wird, durch & ersetzen; chenso kann man auch,
falls die ibrigen 7n—1 Curven @ zum Theil oder alle von ¢ ge-
schnitten werden sollten, diese durch andere Carven by, by, ... 0,
erselzen, welche weder allein noch zusammen einen Flichentheil
begrenzen, und ¢ nicht schneiden, also ganz im Inuvern von F7
Vig. 46, verlaufen.” Dadurel’ er-
hilt man ganz den frii-
heren Fall, wo cine Linie
0 den Querschnitt ein-
mal schneidet, und die
tbrigen Linien by, 0,, ...
Up—y il nicht schnei-
len.  Verlaunft also dic
Linic s ganz in der
Fliche #°, .. h. schnei-
det sic den Querschnitt
¢ nicht, so kaun dic
Linie b nicht mit zu der
Begrenzung der Fliclie
/" gehoren, die aus m
und cinem Complex der
Linien 0 besteht (in Fig. 46 wird diese Begrenzung von s, b,
und 0, gebildet); es gicht also in # nur (n—1) !geschlossene
Curven, die mit jeder anderen cinen Flichentheil vollstindig be-
grenzen, und folglich ist /" nur n-fach zusammenhingend.
Hierdurch ist dargethan, dass cine (n -+ 1)-fach zusammen-
hiangende Fliche durch jeden beliehigen Querschnitt in eine n-
fach zusammenhiingende verwandelt wird. Ein zweiter Querschnitt
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wird daher die n-fach zusammenhingende Fliche in cine (n—1)-
fach zusammenhiingende verwandeln u. s. w. I Durch 7 auf-
cinanderfolgende Querschnitte, wobei jeder Querschnilt mit zur
Begrenzung der durch ihin entstchenden TFliche gerechnet wird,
geht also die (z 4 1)-fach zusammenhingende Fliche in cine ein-
fach zusammenhingende tber, und dabei kann jeder Querschnitt
ganz beliebig gewihlt werden.

Ilieraus ergiebt sich also, dass wie verschicden auch dic
Querschnitte gelegt werden mogen, die Anzall, welche zur Ver-
wandlung in eine cinfach zusammenhiingende Fliche nothig ist,
nur von der Natur der I'liche abhingt und bei ein und dersel-
hen Fliache sich stets gleich bleibt. Demnach kinnen wir nun
auch wieder zu der § 47 gegebenen Definition zuriickkehren und
sagen: Eine Fliche ist (n 4 1)-fach zusammeénhingend,
wenn sie durch # Querschnitte in eine einfach zusam-
menhingende verwandelt werden kann.

Aus dem Vorigen kann man noch folgende Schliisse ziehen:
Eine einfach zusammenhingende Fliche wird durch
jede Linie p, welche von einem Begrenzungspuncte
zu cinem Begrenzungspuncte fihrt, inzwei getrennte
Theile getlicilt. Denn wire dies nieht der Fall, hingen also
dic beiden Sciten der Linic p zusammen, so kionnte man von
der einen Seite derselben durch das Innere der Fliche eine Linie
nach der anderen Seite zichen. Dies wiire dann cine geschlossene
Livie, welche far sich allein nicht cinen Flichentheil begrenzt,
da man von ihr lings der Linie p zu beiden Seiten nach der
Begrenzang der Fliche kommen kann. Dicse wire also dann
mindestens zweifach und nicht einfach zusammenhingend.

Ferner: Die Begrenzung einer einfach zusammen-
hiangenden Fliache besteht immer aus einem einzigen
zusammenhingenden Begrenzungsstliicke. Denn be-
stinde sie aus mechreren getrennten Stiicken, so konnlte man von
cinem Puncle des cinen zu einem Puncte eines anderen Begren-
zungsstiickes durch das Innere der Fliche eine Linie p ziehen,
welche die Fliche nicht in zwei getrennte Theile theilt, da man
lings des cinen der beiden Begrenzungsstiicke von der einen
Scite von p auf die andere Seite kommen konnte. Dieses aber
ist nach dem vorigen Satze nicht moglich.

Wenn nun eine (n + 1)-fach zusammenhingende Fliche durch
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n Querschnitte in eine einfach  zusammenhiingende verwandell
worden ist, so besteht jetzt die Begrenzung, zu welcher daun
auch die Querschnitle gehiren, aus einem cinzigen zusammen-
hingenden Stiicke, das in cinem ununterbrochenen Zuge durch-
laufen werden kann.  Da nun aber die Querschnitte die Fliche
nicht in~getrennte Theile theilen, so hiingen die an einen Quer-
schnitt zu beiden Sciten anstossenden Flichentheile zusammen, und
beide Seiten eines Querschnittes sind innere Seiten.  Wird also
die ganze Begrenzung der cinfach zusammenhiingenden Fliche in
positiver Richtung durcblaufen, sodass das hegrenzte Gebiel slets
zur Linken der Begrenzung liegt, so muss jeder Querschnitt zwei
Mal und zwar in entgegengeselzten Richitungen durchlaufen werden.

Dics findet zuerst in den Fig. 40, 41 und 42 8. 157, 158
Bestitigung; ausserdem sind zar Erliuterung die Figuren 47 und
48 beigefiigt worden, welche zugleich zeigen, wie bei ciner im
Unendlichen geschlossenen Fliche dic Querschnitte zu legen sind.
Die I'liche Desteht in diesen Beispiclen aus zwei Blattern und hat
sechs Verzweigungspuncte; die im zweiten Blatle liegenden Linien
sind punctirt.  Réemann hat fir cinen solchen Fall zwei Arten
der Zerschneidung angegeben, von denen die erste in Fig. 47,

Fig. 47.

die zweite in Fig. 48 dargestellt ist. Bei beiden muss nach
§ 47 der erste Querschnitt ¢, cine geschlossene Linie sein, welche
durch den beliebig anzunehmeuden Begrenzuugspunct hindurchgeht;
ferner beginut jeder folgende Querschuitt in einem Puncle des vor-
hergehenden, hei dem Querschnitte ¢, aber teitt der Unterschied
cin. In Fig. 47 endigl auch dieser in scinem Aufangspuncte und
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umgicbt die Verzweigungspuncte ¢ und d; in Fig. 48 dagegen
beginnt ¢, in 4 und endigt, indem er dic Verzweigungspuncte @
und ¢ umgicbt, in cinem andern sciner Puncte, in 2. Dadurch
wird dann auch der Querschnitt ¢, in Fig. 48 anders als in Fig. 47.
Dicselben zwei Arten der Zerschneidung finden auch Awnwendung,
wenn noch mehr cinfache Verzweigungspuncte vorhanden sind;
bei der zweilen Art gehoren dann immer je zwei Querschnitte
paarweise zusammen. In unserem Beispiele ist die Fliche 5-fach
zusammenhidngend, und die Querschnitte bilden mit ilren beiden
Seiten die vollstindige Begrenzung ciner einfach zusammenhingen-
den Fliche, die in einem ununterbrochenem Zuge durchlaufen wer-
den kann, was durch die Pfeile angedeutet worden ist.

Zehnter Abschnitt,

Von den Periodicititsmoduln.”)

S 49.

Denken wir uns als das Gebict der Verdnderlichen z cine
beliebige Fliche, aus so viclen Blattern bestchend und mit solchen
Verzweigungspuncten, wie es die Natur einer zu betrachtenden
Function / (z) erheischt. Sind in derselben firr die Function / (z)
Unstetigkeitspuncte vorhanden, so uingeben wir dieselben mit klei-
nen geschlossenen Linien und schliessen sie dadurch aus. Vor-
liufig wollen wir annehmen, dass dies mit allen Unstetigkeits-
puncten geschehen sei, wir werden aber sehr bald sehen, dass
gewisse Arten von Unstetigkeitspuncten nicht ausgeschlossen zu
werden brauchen. Die so entstehende Fliche nennen wir die
Fliche 7. Ist nun diese mehrfach zusammenhingend, so ver-

*) Zur Erliuterung der in diesem Abschnitte cnthaltenen allgemei-
nen Betrachtungen kann die in § 22 und 23 angestellte specielle Un-
tersuchung des Logarithmus und der Exponentialfunction dienen. Wei-
tere Beispiele finden sich in § 52.
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