
Elemente der Theorie der Functionen einer Complexen veränderlichen
Grösse

Neunter Abschnitt: Einfach und Mehrfach zusammenhängende Flächen

In: Heinrich Jacob Karl Durége (author): Elemente der Theorie der Functionen einer Complexen
veränderlichen Grösse. Mit besonderer berücksichtigung "Der schöpfungen Riemann´s".
(German). Leipzig: B. G. Teubner, 1864. pp. 152--167.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400429

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/400429
http://project.dml.cz


152 Abscliu. IX. Mclirfach zusamnienh. Fláclicn. § 40. 

Neunter Abschnitt. 
Einfacli und mehrfacli zusammenhángende Fliiclien. 

§ 46. 
Fůr die Untersuchung der Vieldeuligkeit einer Inlegralfunclion 

ff{z) áz ist von bcsoiidercr Bedeutsamkeit die BeschaiTenheil 
der z-Fláche fůr die untcr dem Iutcgralzeichcn slebendc Func-
tion f{z) in Bůcksiehl aul* ihreii Zusammenhang, In diescr Be-
zielnmg isL sebou in § 18 der grosse Untcrschied hervorgelreten, 
weleber zvviscben solchcn Fliiclien statlfindet, in denen jede ge-
seblossene Linie fůr sicb allein die, vollstandige Bcgrenzung eines 
Fláchentheilcs bildet, und solchen, in denen nicbL jede geschlos-
seně Linie diese Eigenschaft besitzt. Wir můssen nuri zuvorderst 
die Flacben in Bezicbung auf diesen Untcrschied ctwas naber iiťs 
Ange fassen. 

Man nennt nach Ricmann die Flacben der ersteren Art e i n -
ťacb z u s a i n m e n b á n g e n d , die der zweiten Art m e b r f a c b 
z u s a m i i i e i i b á n g e n d . Einfacb zusainmenbángend ist z. B. eine 
Kreisflachc, die Fláche einer Ellipse, uberhaupt jede Fláche, wclche 
nur aus einem Blalte bestcht und von einer Linie begrenzt wird, 
die einfacb in sicb zurůckláuft, ohne sich sclbst zu schnciden. 
Mebrfacb zusammenhángende Fláchcn konnen entsteben, wenn 
aus einfacb zusammenbángenden Unstetigkeitspunctc durch kleiuc 
Kreise ausgeschlosscn werden. Scbliesst man z. B. aus einer Kreis-
lláche cinen Unstetigkeitspunct a dadurch aus, dass man ihn mil 

yia.t 25 einem kleinem Kreise k (Fig. 25) um-
giebt, so cntsteht eine Fláche, die riichl 
mehr einfacb zusammenhángend ist; 
denn zieht man um k lierum eine ge-
schlossene Linie m, so bildet diese fůr 
sich allein nicbt die vollstandige Be-
grenzung eines Flácbentbeils, sondern 
crst mit Zuziehung entwcdcr dcs klei-
nen Kreises k, oder des áusseren Krci-
ses n. Es konnen aber Flacben auch 

ohne alle Ausschliessung einzelner Puncte durch kleine Umhůl-
lungen mehrfach zusammeubángend sein, wenn sie Verzweigungs-
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piinctc bcsitzen und dalicr aus mehrcren Bláttern bcstehen, die 
uber die *•* Verzwcigungsschnitte hinuber in einandcr úbergebn. 
Man gelangt dabci, selbst in verháltnissmássig cinfacben Fallcn, 
bald zu scbr complicirten Gestaltcn, bci welchcn es riolbig ist, 
der Anscliauung durch allgemeinc Betrachtungen zu Húlfc zu 
kommen. 

Wir nenncn zwei Flachentheile ubcrhaupt zusammenhán-
gend, vvenn man aus eincm Puncte im Inneren des einen Theils 
auf einer ununterbrocbencn Linie zu einem Puncte des andcren 
Theils gelangen kann, ohne cinc Begrenzungslinie zu uberschrei-
ten; im entgcgengcsetzlen Fallc heissen die Flachentheile gc-
trennt. Wenn nun ein Theil A einer zusammenhangenden Fláche 
durch eine oder mehrerc Linicn vollstandig bcgrenzt ist, so wird 
er durch seinc Begrenzung you dem ůbrigen Theil B der 
Fláche getrennt, und es ist nicht moglich, aus dem begrenzten 
Theile A in den anstossenden B zu gelangen, ohne die Begren­
zung an irgend einer Stelle zu iiberschreiten; umgekehrt kann 
man, wenn dics nicht moglich ist, schliessen, dass der Theil A 
wirklich vollstandig begrenzt ist. Unter den Linien, welche zur 
Begrenzung eines zusammenhangenden Flácheuthcils gehoren, kann 
es solche geben, die zu gleicher Zeit zwei Begrenzungsstucke 
bilden. Hat man z. B. bei einer Kreisíláche 
lángs eines Rádius ab (Fig. 36) einen Schnitt 
gefiihrt, so ist abedba die ganze Begren­
zung der entstandenen Fláche; dann bildet Cí 
die Linie ab, wenn man die Begrenzung in 
positiver Bichtung (§ 17) durchláuft, einmal 
in der Bichtung ab und dann noch einmal 
in der Bichtung ba einen Theil der Begren­
zung. Bei einer solchen Linie liegcn die zu beiden Seiten au 
dieselbe anstossenden Flachentheile im Innern der begrenzten 
und zusammenhangenden Fláche. Sie hángen daher selbst zu-
sammen, und man kann auf einer ganz im Inneren der Fláche 
verlaufenden Linie von der einen Seite jenes Bcgrenzungsthciles 
zur andcren gelangen. Von einer solchen Begrenzungslinie kann 
man sagen, dass sie keine áusscrc Seite, sondern zvvei innere 
Seiten hat. Wenn nun eine geschlossene Linie eine solche 
Beschaffenheit hat, dass es moglich ist, von der einen Seite der-
selben, ohne sie zu uberschreiten, auf die andere zu gelangen^ 



154 Abschn. IX. Mehrfach zusammenh. Fláchcn. § 4(5. 

so kann man mit Sicherlieit scbliessen, dass sic fůr sich allein 
nicht die vollstándige Begrenzung eines Fláchentheils bildet, weil 
tlann die auf bciden Sciten der Linie anstosscndcn Fláchcntheile 
zusammenhángen und nicht getrcnnt sind. Im cntgcgengesetzten 
Falle kann man freilich im Allgemcinen nicht scbliessen, dass 
diese Linie fíir sich allein ein Fláchenstíick vollstandig bcgrenzt, 
wie z. B. bei der Linie m in Fig. 25, weil jener Uebergang durch 

einc andcre Begrenzungslinic verhin-
dert wcrden kann. Wenn man es aber 
mit einer im Unendlichen geschlossc-
nen Fláclie zu thnn hat, die uberhaupt 
ga rke ine Begrenzung besitzt, und in 
einer solchcn eine geschlossene Linie 
zieht, so kommt diese ganz allein in 
Betracht; und daher bildet in einer 
gescblossencn unbegrcnzten Fláche jede 
geschlossene Linie nicht die vollstán­

dige Begrenzung cines Fláchentheils, oder sie bildet sie, je nach-
dem man von der einen Seite der Linie zur anderen gelangen 
kann oder nicht. Zunáchst ein Paar Bcispiele zur Verdeutlichung: 

1) In Fig. 25 ist die von den Krcisen n und k bcgrcnzte 
Fláche mehrfach zusammenhángcnd; die Linie m bcgrenzt fur 
sich allein noch nicht einen Fláchentheil. Man kann hier von m 
aus zu beiden Seitcn nach k und n gelangen, daher hángen die 
zu beiden Seiten an m anstossenden Fláchcntheile resp. mit den 
an k und n anstosscndcn zusammen, und folglich bildet weder die 
an der einen Seite noch die an der anderen Seite von m anlic-
gende Fláche einen getrennten Theil des Ganzen. Zusammcngc-
nommen aber bilden z. B. die Linien m und k eine vollstándige 
Begrenzung, da es nicht móglich ist, ohne eine von beiden zu 
iiberschreiten, in einen anstossenden Fláchentheil zu gelangen. 

Dies Beispiel lelirt, dass eine innerhalb einer zusammen-
hángenden Fláche F verlaufende geschlossene Linie m in dem 
Falle nicht die vollstándige Begrenzung cines Theiles der Fláche 
F bildet, wenn man von einem Puncte der Linie m aus zu be i ­
den Sei ten an die Begrenzung von F gelangen kann. Umge-
kehrt kann man schliessen: wenn wenigstens auf einer Seite der 
Linie m ein Uebergang zur Grcnze nicht móglich ist, so bildet 
die an clieser Seite der Linie m anliegende Fláche einen getrenn-
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ten Theil des Ganzen und wird daher von der Linie m vollstán-
dig begrenzt. 

2) Eine aus zwei Bláttern bcstehcnde im Unendlichen ge-
schlosscne Fláche, die zwei Verzweigungspuncte a und b (Fig. 37) 
besitzt, welche durch einen 
Verzweigungsschnitt verbun-
dcn sind, ist eine einfach zu-
sammcnhángende Fláche. Um 
dies zu bewcisen muss gezeigt 
werden, dass jede in ihr ge-
zogenc geschlossene Linie fůr 
sich allein ein Fláchenstuck TI 
begrenzt. Man kann nun nur 
dreierlei Arten von geschlos­
senen "Linien ziehen: solche 
die keinen, solche die einen, 
und solche die zwei Verzweigungspuncte umgcben. Die erste 
und letzte Art sind nicht wcsentlich von cinander verschieden, 
denn je nachdem man eine solche Linie m oder n als Begren-
zung des inneren oder áussercn Fláchentheils ansieht, urngiebt 
sie cntweder beide Verzweigungspuncte oder keinen. Eine solche 
Linie wie m oder n bildet aber stets eine vollstándige Begrcn-
zung, denn man kann auf keine Weise von der einen Seite zur 
anderen ohne Ueberschreitung der Linie selbst gelangen. Eine 
geschlossene Linie endlich, welche nur einen Verzweigungspunct, 
z. B. a urngiebt, geht zweimal um denselben herum, da sie 
bcim Uberschreiten des Verzweigungsschnittes in das zweite Blatt 
íritt und daher, um in das erste zurůck zu gelangen und 
sich zu schliessen, den Verzweigungsschnitt noch einmal uber­
schreiten muss. Dann aber bildet sie ebenfalls eine vollstándige 
Begrenzung, denn man kann nicht, ohne die Linie zu uberschrei­
ten von innen nach aussen gelangen. Fúhrt man einen Schnitt 
lángs der geschlossenen Linie durch beide Blátter, so fállt ein 
Stůck heraus. 

3) Die vorige Fláche wird zu einer mehrfach zusammenhán-
genden, sobald sie in jedem Blatte durch eine geschlossene Linie 
begrenzt wird (h und k Fig. 38; die punctirte Linie verláuft im 
zweiten Blatte); denn jetzt bildet eine um a und b im ersten 
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Blatte herunigebcnde Linie m erst mit Zuziebung von k oder h 
čine vollstándige Begrenziing. 

Fig . 38. Fig. 39. 

4) Einc aus zwei lilallern bcstehende Flaclie, Avelche vier, 
j)aar\veise durcJi Verzweigungsschnitte ab, cd verbundcne Vcr-
zvvcigungspunctc besilzt, ist mclirfach zusammenhangcnd (Fig. 39). 
Denn zieht man čine Linie m, welche die Puncte a und b im 
ersten Blatte umgicbt, so kanu man von der einen Scite dersel-
ben zur andern gclangen, ohne sie selbst zu iiberschreiteii, íiám-
licb anť folgcnde Weise. Sei e ein Punct der einen Seile von 
m\ úbcrscbreitet man von e ausgebend den Verzwcigungsscbnilt 
aby so gclangt man in das zweite Blatt und kann, obne die Li­
nie m zu treíTcn, da diese ganz im ersten Blattc verláuft, den 
zweiten VerzwcigungsscbniU cd erreieben; iilicrscbreiteL man 
ihn, so kommt man wieder in das erste Blatt ztiruck und ge-
langt auf die andere Seite der Linie m nach f. Die Linie m 
bildet also keinc vollstandige Bcgrenzung, da die zu beiden Sei-
len anstossenden Flácbcnlbeile zusammenbangen. *) 

Einc im Uncndlichcn gcscblosscne Flaclie bat, WÍG sebou 
bemerkt, eigcntlich gar kcine Begrcnzung. Will man eine solebe 
Flaclie begrenzen, so ist dazu schon ausrciebend, wenn man nur 
einen unendlicb klcinen Kreis, oder, vras dasselbe ist, einen ein-
zigen Punct aus ihr berausnimmt. Man denkc sicb etwa ein 
Blatt der Flaclie an irgend einer Stelle mit ciner Naděl dureh-
stoeben. Dieser Punct oder die Peripherie des imendlich kleinen 
Kreises bildet dann die Bcgrenzung der Flaclie. 

*) Wir wertlen spliter (Abschn. XII) allgemeine Bezielmngen ken-
nen lernen, aus denen man sofort den Zusammenhang einer gegebenen 
Flaclie erkennen kann. 
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§ 4 7 . 
Jede mehrfach zusammenhangende Flache kann durch ge-

wisse Linien, welche Ricmann Q u e r s c h n i t t e nennt, in čine 
einfach zusammenhangende verwandelt wcrden, und nach der 
Anzahl der hiczu nóthigen Querschnitte hestimmt sich dann der 
Grád der Vielfachlieit des Zusammenhanges. Unter einem Quer-
schnitt wird nun čine sich selbst nicht schneidcnde Linie ver-
standen, welche von eincm Begrenzungspunctc durch das Innere 
der Flachc zu einem (anderen oder demsclhen) Begrenzungspunctc 
fííhrt, und die Flachc n ich t in zwei ge t r enn tc Stucke 
zerIheilt .*) In cinfachen Fallen zeigt die Anschauung nninit-
telhar die Moghchkeit, mehrfach zusammenhangende Fláchen 
durch Querschnitte in einfach zusammenhangende zu verwandeln. 
Zieht man z. B. in der durch die Linien k und n bcgrcnzten 
Flachc (Fig. 25) einen Querschnitt bc und rechnet heide Seiten 
desselhen mit zur Begrenzung, indem man sich die Flachc langs 
bc wirklich durchgeschnitten denkt, so kann man keine gcschlos-
sene Linie mehr zichen, welche k umgiebfc, sondern jede gc-
schlossene Linie hildoT fíir sich allein eine vollstándige Begren­
zung. Dasselhe wird bei der durch die Linien h} k, n begrenzten 

Flachc (Fig. 40) durch zwei Querschnitte aby cd geleistet. Jene 
Fláche heisst zweifach zusammenhangend, diese drci fach zu-

:,:) Riemann legt zwar den mit (lem Namen Querschnitt bezeiehneten 
Linien diese Beschriinkung ursprtinglich nicht auf; da aber fast aus-
schliesslich nur von solchen Querschnitten die Rede sein wird, welche 
eine Flache nicht zerstiicken, so scheint es die Kurze des Ausdrucks 
befordern zu konnen, wenn gleich von vorn herein nur solche Linien 
Querschnitte genannt werden, die eine Flache nicht in getrennte Theile 
theilen. 
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sammenhángend, lm Allgcmeinen hcisst čine Fláche (n + 1)-
facli zusammenhangend , wenn sie durch n Querschnitte in 
einc einfach zusammenhángende zerschnittcn werden kann. Ucbri-
gens kann schon in dcm Beispiele Fig. 40 die Fláche auf mehr-
fache Weise durch Querschnitte ob und cd zerschnitten werden, 
z. B. auch so, wie Fig. 41 und 42 zeigen. Dabei ist zu bemer-

Fig. 41. Fig. 42. 

ken, dass, weil jěder schon gcíuhrte Querschnitt mit zur Be­
grenzung gehort, ein neuer auch von činem Punctc eines friihe-
rcn ausgehen kann, wie z. B. cd in Fig. 42. Die Linie ef in 
Fig. 41 wiirde jedoch kein Querschnitt sein, da durch sic die 
Fláche in zwei getrennte Stucke zerfállt. 

Bei ciner im Unendlichcn geschlossenen Fláche wird, wie 
oben bemerkť ist, die Begrenzung durch einen einzigen Punct 
gebildet. Bei einer solchen muss daher der erste Querschnitt 
von diesem Begrenzungspuncte ausgehen und in demsclben endi-
gen, also e ine geschlossene Linie sein. 

§ 4 8 . 
Um nun in complicirteren Fállen die Moglichkeit einzusehen, 

dass man eine mehrfach zusammenhángende Fláche immer durch 
Querschnitte in eine einfach zusammenhángende vcrwandeln kann, 
und namentlich zu beweisen, dass dies bei einer gegebenen Fláche 
zwar auf sehr verschiedene Weise, immer aber durch die gleiche 
Anzahl von Querschnitten geschieht, haben wir folgende Betrach-
tungen nóthig. 

Zunáchst leuchtet Folgendes ein: Bilden zwei Systéme von 
Linien a und b zusammen die vollstándige Begrenzung einer zu-
sammenhángenden Fláche, ebenso auch zwei Systéme von Linien 
a und c, so haben auch die beiden Systéme b und c diese Ei-
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gensehafl. In Fig. 43 bildcn z. B. bei I a, h, V eine vollstán-
dige iJcgrenzung, cbcnso bei II a7 c c\ dann wird auch bei III 

Fig. 43. 

6 ~ 0 \ O Q 

I l X 

^_^y o o 
durch b, b', c, c eine zusammenhángende Fláche bcgrenzt.rnám-
lich die ausserhalb diescr vicr Kreisc licgende, ins Unendlichc 
gehende Fláche. Man kann daher in Beziehung auf die Eigen-
schaft, eine zusammenhángende Fláche vollstándig zu begrenzen, 
die Linien a durch die Linien b ersetzen. 

Es ist nun zum Beweise des obigen Satzes bequemer, von 
einer anderen Definition einer [n + l)-fach zusammenhángenden 
Fláche auszugehen, welclie nach Riemann folgendermassen lau-
let: Wenn in e iner F l áche F sich n geschlossci ie Cur-
ven aif a2, . . . . an z iehcn lassen, welche weder fur sich 
noch mit e inande r e inen Thei l d ieser Fláche voll­
s tándig begrenzen , mit deren Zuziehung (und zwár mit 
allen oder auch nur mit einigen derselben) jede andere gc-
sch lossene Gurve m die vol l s tándige Begrenzung eines 
Thei ls der F láche i^b i lden kann, so heiss t dic F láche 
F eine (n + l ) - fach zusammenhángende. 

Um der Vorstellung zu Hiilfe zu kommen, kniipfen wir an 
ein Beispiel an. Sei F eine im Unendlichen geschlossene aus 2 
Bláttern bestehende Fláche, welche 6 Verzweigungspuncte besitzt, 

Fig. 44. 

die paarweise durch die Verzweigungsschnitte pr, st, tiv (Fig. 44) 
verbunden šind. Um diese Fláche zu begrenzen, nehmen wir 

• 
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irgendwo cincn Punct heraua, der dann als Begrcnzung dient. 
Dieser Bcgrenzungspunct sci mit x bczeichnct und im zwciten 
Blattc liegend angenommcn. Zicbt man nun dic vicr gcschlos-
sonen Linicn a{, a%) a^> a4, von dencn kciuc duřeli den Be-

grenzungspunct x hindurchgeht (vvobei dic punclirten Linicn im 
zweiten Blattc verlaufen), so reichen diesc zur vollstandigen Be­
grcnzung eines Tbcils der Flachc nocli niebt aus. Namlicb zu-
erst bildet kcinc von ilmen fiir siéb allein cinc vollslandigc Bc-
grenzung, da man bei jcder von einer Scile zur andcrn gelangen 
kann (§ 46. 4). Nimmt man ferner av und a2 zusammen, so 
konnen zwar die beiden Seiten dieser Linien in činem ununter-
broebenen Zugc durclilaufcn werdcn, namlicb so, wie die Pfcilc 
in Fig. 44 andeulen, und wurden dann die Bcgrenzung der gan-
zen gcscblosscncn Flache bilden, wenn diese urspriinglich unbe-
grenzt wiire; aber da nocb der Bcgrenzungspunct x vorbanden 
ist, so wird crst mit diesem zusammen cinc vollstandige Bcgren­
zung gebildet. Daber reieben aucb aY und a2 zusammen zu cincr 
soleben niebt aus. Dasselbe gilt von a3 und a4 zusammen, und 
dann aucb von allen viercn. Wir baben daher bier vicr geschlos-
sene Linicn, die zur vollstandigen Bcgrenzung nocb niebt aus-
reieben. Mit ibrer Iliilfe kann aber jede funíte gescblosscnc 
Linie cincn Tbeil vollstandig begrenzen; z. B. die Linie m in 
Fig. 44 bildet mit ay zusammen einc vollstandige Begrcnzung, da 
man aus dem durch at und m begrenzten Flácbentheile auf keinc 
Wcise in den anstossenden Flácbcntbeil gelangen kann. Ebenso 
wíirde čine die Puncte p7 r, s, t umgebende, ganz im ersten 
Blattc verlaufende Linie mit a± zusammen cincn Flachentheil voll­
standig begrenzen, und in abnlicber Weisc kann man sich leicht 
bei jcder gcscblosscncn Linie uberzcugen, dass sic entwedcr fur 
sich allein, oder mit einer oder mehreren der Linicn a zusam-
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men cincn Flachentheil vollstandig begrcnzt. Die vorliegende 
Flache ist daher 5-fach zusammenhángend. *) 

Das System der Curven at, a2, . . . . an kann durch irgend 
ein anderes System gcschlossener Curven bl9 b2, . . . bn, welche 
ebenfalls zuř vollstandigen Begrenzung nicht ausreichen, ersetzt 
werden. Denn da jede geschlossene Curvc mit Zuzieliung von 
ct\, a2, . . . an (allen oder auch nur einigen) čine vollstandige Be­
grenzung bildet, so wird einc solche ebensovvolil durch 

a1 mit a2, a3, . . . an, ?n9 
als auch durch 

ai mit a2, a% . . . any bx 
gebildet. Folglich machen auch 

eine vollstandige Begrenzung aus. Nun kann aber fur m jede 
geschlossene Gurve, also auch b2 genommen werden; demnach 
wird eine vollstandige Begrenzung gebildet durch 

a2 mit bl9 a3, . . . . an, m 
und auch durch 

a2 mit bi} a3, . . . an, b2; 
also begrenzen auch 

bx, b2) #3, . . . an, m 
einen Theil vollstandig. Fáhrt man so fořt, so konnen nach und 
nach allc Curven a durch die Curven b ersetzt werden, und wenn 
auch diese letzteren zuř vollstandigen Begrenzung noch nicht aus­
reichen, so werden sie doch mit jeder geschlossenen Curve m 
eine vollstandige Begrenzung bilden. 

Jetzt kann zunáchst bewiescn werden, dass eine (n + l)~lach 
zusammenhangende Flache durch einen in bestimmter Weise ge-
zogenen Querschnitt in eine w-fach zusammenhangende verwan-
delt wird. Wir knúpfen dabei an unser Beispiel (Fig. 44) an, 
indem der Beweis zwar allgemein gehalten, aber in allen Punc-
ten auf das Beispiel Bezug genommen werden soli. Zieht man 
von einem beliebigen Puncte c der Linie an (im Beisp. a4) nach 
beiden Seiten je eine Linie q und q nach je einem Puncte der-
Begrenzung (im Beisp. nach x), und zwar so, dass q und q' 

*) Bei diesen und iihnlichen Betrachtungen konnen Modelle, in der 
Art angefertigt, wie es Seite 56 Notě angegeben wurde, gute Dienste 
leisten. 

Dureg-e, Funcl. compl. Var. 11 
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keine der Linicn a trcffen, so bildcn q und q" zusammcn cincn 
•Querschnitt q. Ilicr muss zuerst gezcigt wcrden, dass es immer 
moglich ist, dic Linien q und q so zu zielicn. Allein da 
axy a2, . . . an zuř vollstandigcn Begrenzung nicht ausreichcn, so 
musscn dic zu bcidcn Seiten an an anstosscndcn Flachentheile 
mit.solchen Flachcntheilen zusammenhangcn, dic an Begrcnzungs-
stuckc anstosscn, und daher muss man von jedem Puncte der 
Linie an zu bciden Seiten, ohne cinc der Linicn a zu iiberschrei-
ten, nach der Begrenzung gelangen konnen. (Fig. 45 zcigt bei 

ciner anderen Lage des Puncles x (und zwar im crsten Blatte) 
wic die Linien q und q gezogen wcrden konnen.) Zvveilens 
muss gezeigL wcrden, dass die Linie q die Flachc niclit zerstuckt; 
dies aber gclit daraus hervor, dass man auf der Linie an sclbst 
von der einen Seitc von q auf die andere kommcn kann, sodass 
die zu bciden Seiten an q anstosscndcn Flacbentheilc zusammen-
hangen und keine getrennten Theile sind. Demnach kann dic 
Linie q immer gezogen wcrden und ist wirldich ein Querschnitt. 
Dieser tritt nun zu den sclion vorhandenen Begrcnzungsstucken 
von F hinzu, und die so begrenzte Flachc moge mit Fř bezeich-
nct wcrden. (Im Beisp. ist also F' von q allein begrenzt, ila x 
ein Punct dieser Linie ist). Um nun zu beweisen, dass diesc 
Flachc F' nur noch n-fach (im Beisp. 4-fach) zusammenhángend 
ist, muss gezeigt wcrden, dass man im Inneren ders.elbcn n — 1 
gesclilossene Linien ziehen kann, die zur vollstandigcn Begren­
zung noch nicht ausreichcn, mit deren Zuziehung aber jede an­
dere gesclilossene Linie einen Thcil von Fr begrenzt. Ist m ir-
gend eine gesclilossene Linie, so bcgrcnzt sie mit Zuziehung von 
allen oder einigen der Linien ai9 a2, a3, . . . an einen Flachcn-
theil. Wenn nun aber die Linie m (wic in Fig. 44) ganz im 
Innern von F' verláuft, also den Querschnitt q nicht schneidet, 
dann kann gezeigt werden, dass die Linie an, von deren Puncte 
c aus die Querschnittstheiie q und q gezogen sind, nicht zu dem 
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(ioinplox der Linien a gehoren kanu, wehhe mil m zusammen 
einen Theil voUsliindig begrenzen. Sei f die von m und den 
Linien a begrenzle Fliiche, welche also einen Theil von F' J>il— 
det, der durch seine Begrenzung von doni iibrigen Theile gc-
Ircnnl ist (in Fig. 44 bilden a{ nnd m die Begrenzung von / ) . 

Fig. 44. 

(iehorle an mil znr Ijegrenznng von /*, so mnsste / ' entwcdcr 
links oder rccbts von an liegen. Liegt aber /' links von a„, so 
fiilirt (/ von c, d. h. von einem Begrcnzungspunctc von f nach 
eine/n J]egrenznngspnncle von F'\ da abcr f einen getrennten 
Theil von F' bildet, so mnss die l]egrenznng von F' ausserhalb 
f liegen, und daher miisste q die ijegrenznng von f dureh-
schneiden, was gegen die Voraussetzimg ist, dass die Begrcn-
zungsstueke von /', namlieh m und die Linien a, von q nicht 
geschnitten werden. Daher kanu f niehl links von a„ liegen. 
Ebenso wenig kann f rechts von an liegen, denn dann musstc q" 
die Begrcnzung von f durchschneiden, was ebenso gegen die 
Voransselznng ist. Die Flaclie / kann daher ausser von m hoch-
stens von den Linien aL, a2, . . . a)t—i begrenzl werden; dem-
uach hat die Fliiche F' die Eigenschall, dass es in ihr n — \ 
geschlossene Linien gieht, die allein noch nicht, wohl aber mil 
jeder geschlossenen Linie m zusammen einen Fláchenthcil voll-
stiindig begrenzen, und folglich ist Ff nur noch w-fach zusam-
menhangend. 

Was hierdurch von einem bes t immten Querschnitte be-
wiesen ist, namlieh von einem solchcn, der von einem auf ciner 
der Linien a liegenden Punctc c zu beiden Seiten bis zur Be­
grcnzung von F gezogen ist, ohne die Linien a zu durchschnei­
den, kann nun auch von jedem beliebigen Qucrschnitte bewiescn 
werden. Denkcn wir uns daher einen beliebigen Querschnitt q 
gezogen, und hcisse die durch ihn entstehende Fliiche wieder F\ 
(Vgl. hierzu das in Fig. 46 dargestellte Beispiel einer 4-fach zu-
sammenhangenden Fliiche, die nur aus einem Blattc besteht.) 

11* 
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Da ein Qucrschnill q dio Fliiche F niclit in zwci gelrcnntc Theile 
theilt, so hangcn dic beiden Seiten von q zusammen, und folg-
lich kann man cíne Linie b zieben, wclchc von der einen Seile 
des q zuř amtemi fíibrt. Diese Linie b bildet íur sicli kcine 
vollstandige BegTenzung, wcil man von ihrem Durchschnittspunclc 
mit q zu l)cideii Seiten nach der Bcgrenzung von F kommen 
kann, jiiimlich langs der beiden Tlieilc von q seibst (§ 46. 1). 
Nun bildet aber b als geschlosscne Curve mil a{, a2, . . . an (allen 
oder einigen) zusammen čine vollstandige Uegrenzung (in Fig. 4G 
bildet b mit a{ und a2 einc solchc), ebenso auch m (ira Beisp. 
mit a{ und a,ó); man kann also einc der Gunen a, wclche von 
q geschnitten wird, durch b erseízen; ebenso kann man auch, 
falls die ubrigen n—1 Curven a zum Theil oder allc von q ge­
schnitten werden solltcn, diese durch anderc Curven b{, bv . ..£„_i 
erseízen, welche weder allein noch zusammen einen Fliichenlheil 
begrenzen, und g nicht schneiden, also ganz im Innern von F' 

Linicn b besleht (in Fig. 46 wird diese Bcgrenzung von ?n, bv 

und b2 gebildet); es giebt also in F' nur {n — 1) Jgeschlossene 
Curven, dic mit jeder andercn einen Flachcntheil vollstandig be­
grenzen, und folglich ist F' nur w-fach zusainmcnhangend. 

Hierdurch ist dargethan, dass čine (n+l)-fach zusammen-
hángende Flachc durch jeden beliebigen Querschnitt in einc n-
fach zusammenhángende vervvandelt wird. Ein zweiter Querschnitt 
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wird dalier die n-facli zusammenhangende Flache in einc (n—1)-
fach zusammenhangende verwandcln u. s. w. f. Durch n auf-
einandcrfolgcndc Querschnilte, wobei jeder Querschnill mil zur 
Begrcnzung der durch ihn entstchcndcn Flache gcrcchnet wird, 
gcht also die (w + l)-facli zusammenhangende Flache in čine cin-
fach zusammenhangende uber, und dabei kanu jeder Querschnilt 
ganz bcliebig gewáhlt werden. 

Hieraus ergiebt sich also, dass wie vcrschieden auch die 
(Jiierschnitte gelegt werden mógen, die Anzahl, welche zur Ver-
vvandlung in eine einfach zusammenhangende Flaclie nóthig isl, 
nur von der Nátur der Flaclie abhangt und bci ein und dcrscl-
lien Flache sich slcts gleich bleibt. Demnach konnen wir nun 
auch wieder zu der § 47 gegebenen Defmition zuruckkehren und 
sagen: Eine Flaclie ist (n + l)-fach zusammenhángcnd , 
wenn sic durch n Que r schn i t t e in eine einfa ch zusam-
nienhángcn dc verwandel t wcrtlen kann. 

Aus dcm Vorigen kann man no cli folgende Schliisse ziehen: 
Eine einfach zusammenhangende Flache wird durch 
jede Linie p, welche von ein cm Begrenzungspunc te 
zu činem B e g r e n z u n g s p u n c t e fíihrt, in zwei ge t r enn te 
Tli čile ge the i l t . Denn wilre dies nicht der Fall, hingeu also 
die beiden Seiten der Linie p zusammen, so komité man von 
der einen Seite dersclbcn durch das Innerc der Flache eine Linie 
nach der anderen Seite ziehen. Dies ware dann eine geschlosscne 
Linie, welche fůr sich allein nicht einen Flachenthcil begrenzt, 
da man von ihr langs der Linie p zu beiden Seiten nach der 
Begrcnzung der Flaclie kommen kann. Diese ware also dann 
niindestens zvveifach und nicht einfach zusammenhángend. 

Ferncr: Die Begrcnzung e ine r einfach zusammen-
hangenden F lache bes teh t immer aus e inem einzigen 
z u s a m m e 11 h a 11 g e n d c 11 Begrenzungss lůcke . Denn be-
stande sie aus mehreren getrennten Stůcken, so konnle man von 
einem Puncte des einen zu einem Puncte eines anderen Begren-
zungsstůckes durch das Innerc der Flache einc Linie p ziehen, 
welche die Flache nicht in zwei getrennte Theile theilt, da man 
langs des cinen der beiden Begrenzungsstuckc von der einen 
Seite von p auf die andere Seite kommen konnte. Dieses aber 
ist nach dcm vorigen Satze nicht moglich. 

Wenn nun eine (n + l)-fach zusammenhangende Flache durch 
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n Querschnitte in eine cinlach zusammenhangcndo verwandell 
^orden ist, so bestcht jetzl dic Begrcnzung, zn iwclcher dann 
auch die Querschnitte gchoren, aus einem einzigen zusammon-
hangenden Stucke, das in einem ununterbrochenen Zugc durch-
lanfen wcnlcn kanu. Da min aber die Querschnitte die Flaclie 
niclit ingelrenuto Thcile ihcilcn, so liangon die an einen Quer-
sclmill zu beidcn Seilcn anstossenden Flaehentheile zusammen, und 
bcide Seilon eines Quersehnitles sind innero Seitcn. Wird also 
die ganze Begrenzung der einfach zusammenhangenden Flache in 
posiliver Bichlung durehlaufen, sodass das begrenzle (iebiel slets 
zur Linken der Begrcnzung liegt, so muss jeder Querschnitt zwei 
Mal und zwar in entgegengeselztcn Biehtungen durehlaufen werden. 

Dies íindet zuerst in den Fig. 40, 41 und 42 S. 157, 158 
Beslaligung; ausserdem sind zur Erláuterung die Figurou 47 und 
48 beigefugl worden, \velchc zuglcich zeigen, Avie bci einer im 
Ujiendlichen geschlossencn Flache die Querschnitte zu lcgen sind. 
Die Flache beslehl in diesen Bcispielen aus zwei Blaltcrn und hal 
sechs Vcrzweigungspuncte; die im zweiten Blalle liegenden Linien 
sind punctirl. Riemann hat fiir cinen solchen Fall zwei Arlen 
der Zerschneidung angegeben, von denen die erste in Fig. 47, 

Fi&. 47. 

die zweitc in Fig. 48 dargestellt ist. Bei beiden muss nach 
§ 47 der erste Querschnitt qt eine geschlossene Linie sein, welche 
durch denbeliebig anzunelimeiiden Begrenzungspunct hindurchgeht; 
ferner beginnt jeder folgende Querschnitt in einem Puncte des vor-
bergehenden, bei dem Querschnitte <y3 aber tritt der Unterschied 
ein. In Fig. 47 endigt auch dieser in seinem Auíangspuncte und 
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umgiebl die Verzweigungspuncte c und á\ in Fig. 48 dagcgen 
beginnt #3 in k und endigt, indem er die Verzweigungspuncte d 
und e umgicbt, in činem andern seiner Puncte, in li. Dadurch 
wird dann auch der Querscbnitt rjA in Fig. 48 andcrs als in Fig. 47. 
Diesclbcn zwei Arten der Zerschneidung finden aucli Anwendung, 
wcnn nocli melir einfacbe VerzvveigungspuncLe vorbanden sind; 
bei der zweiten Art gehoren dann immer je zwei Querscbnitte 
paarwcise zusammen. In unserem Beispielc ist die Flácbe 5-facb 
zusammenbangend, und die Querscbnitte bilden mit ibren beiden 
Seitcn die vollstandige Bcgrenzung ciner einfacb zusammenbangen-
deu Fláche, die in einem ununterbrochenein Zuge durchlaufen wer-
den kanu, was durch die Pfeile angedeutet worden ist. 

Zehnter Abschnitt, 

You den l^riodicitatsmoduln.*) 

§ 49. 
Denken wir uns als das Gebict der Vcránderlichen z čine 

beliebige Fláche, aus so viclen Bláttern bestehend und mit solchen 
Verzweigungspuncten, WÍQ es die Nátur einer zu betrachtenden 
Function f (z) erheischt. Sind in derselben fůr die Function f (z) 
Unstetigkeitspuncte vorbanden, so umgeben wir dieselben mit klci-
nen geschlosscnen Linien und schliessen sie dadurch aus. Vor-
láufig wollen wir annehmen, dass dies mit allen Unstetigkeits-
puncten geschelien sei, wir werden abcr selir bald sehen, dass 
gewisse Arten von Unstetigkeitspuncten nicht ausgeschlossen zu 
werden brauchen. Die so entstehende Fláche nennen wir die 
Fláche T. Ist nim diese mehrfach zusammenbangend, so ver-

*) Zur Erlauterung der in diesem Abschnitte cntlialtenen allgemei-
nen Betraclitungen kann die in § 22 und 23 angestellte specielle Un-
tersuchung des Logarithmus und der Exponentialfunction dienen. Wei-
tere Beispiele finden sich in § 52. 
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