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ANALYSE MATHEMATIQUE. —- Sur la théorie des malrices.
Note de M. Ed. Weyr, présentée par M. Hermite.

< On sait que toute matrice de I'ordre n satisfait a une équation de degré
n: c’est ’équation fondamentale de M. Cayley. Il y a cependant des matrices
qui satisfont a une équation de degré moindre que n: ce sont les matrices que
M. Sylvester nomme dérogaloires. Je suis parvenu a établir un théoréme qui
Jjette du jour sur ce sujet, et que je me permets de communiquer a I’Académie.

> M élant une malrice d’ordre n auz racines latenles po, fig, ..., ftr el
a, B, ..., X étant les degrés de multiplicilé de ces racines, soient oy, B, ...,
A les degrés de nullité des mairices M — pto, M — pg, ..., M — uy; alors M
satisfait a Uéquation

(M _ ﬂa)a-a1+1(M _ Nﬁ)ﬁ—-ﬁ3+1 B .(M _ ﬂ/\))\-—)\1+1 -0

» Les nombres ay, f1, ..., A1, dont chacun est au moins égal a1, ne peuvent
pas surpasser les nombres respectifs o, 3, ..., A. Dans le cas de ay = 3 =
-++ = Ay = 1, on tombe sur I’équation de M. Cayley. Dans tout autre cas, la
matrice M est dérogatoire.

> Sil'onaa=ay, F=70,..., X=X, ce qui arrive, par exemple, quand
les racines latentes sont toutes distinctes, on peut mettre M sous la forme

M =A""MyA,
M, étant une matrice dont la diagonale principale contient a termes ptq, 3
termes pg, ..., enfin A termes puy et dont les autres termes sont nuls, et A
désignat une matrice de nullité zéro; et ce n’est que dans le cas de a = ay,
B =P, ..., A=A, quon peut mettre M sous une telle forme (1) .

» Pour montrer 'utilité de cette décomposition de M, je vais démontrer un
théoreme que M. Sylvester a bien voulu me communiquer. Représentons My
par (fta, ft8, - - -, fta); Dous aurons pour entier positif quelconque ¢

M® = A7 (pl, 15, -, 1A,

. . 71 € .
d’oul 'on conclut immédiatement, qu’un terme quelconque mgk) de M® est mis
sous la forme

()

mi; = aik/l; + bik;t;j + -+ lik}tf\ .

(Pest la formule de M. Sylvester, qui ainsi se trouve démontrée dans le cas de
o =ay, ..., A= A;. Je ne suis pas parvenu a la démontrer pour les autres cas.

s> En étudiant la nullité des matrices, j’ai trouvé que < le degré de nullité
d’un produit de matrices est au plus égal a la somme des degrés de nullité des

(!) Riemann, dans le Mémoire Zwei allgemeine Sitze iiber lineire Differentialgleichun-
gen mit algebraischen Coefficienten (OEuvres complétes, p. 359), attribue cette maniére de
décomposer une substitution linéaire a Jacobi. Son assertion cependant, que la possibilité
d’une telle décomposition exige 1'inégalité des racines p, doit étre rectifiée dans le sens de
notre énoncé.
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facteurs, et au moins égal au plus petit de ces degrés » . La seconde partie de
ce théoréme a été mentionnée par M. Sylvester (Comptes rendus, t. XCIX, p.
69) comme faisant partie de sa troisiéme loi de mouvement algébrique. Cette loi
en contient probablement aussi la premiére partie, ce que je ne puis constater,
n’ayant jamais eu sous les yeux le John Hopkins Circular qui a donné les trois
lois de M. Sylvester.

» De 13 on conclut immédiatement a 'impossibilité de certaines équations
en matrices. Donnons-en un exemple. Soit N une matrice qui a la racine a¥P'e
zéro, et soit N de nullité a; < a. Alors il est impossible de déterminer une
matrice X telle qu’on ait X¥ = N, D’entier k étant plus grand que o — a;. En
effet, X doit avoir la racine a"P'® zéro; mais alors je peux démontrer que X*
est de nullité «, et, comme N n’est que de nullité «;, I’équation proposée n’est
pas soluble. Dans cette catégorie d’équations rentre ’exemple donné par M.
Sylvester (Comptes rendus, t. XCVIII, p. 474);0ony a

n=2 a=2, a=1.

»> Les démonstrations rigoureuses de tous ces énoncés feront I’objet d’un
Mémoire que je compte publier sous peu. »
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