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NEKOLIK POSTREHU K VYVOJI
MATEMATICKE ANALYZY V 19. STOLETI

STEFAN SCHWABIK

Uvodem

Matematika 19. stoleti jako celek je mimoradné zajimava a rozsahla oblast
jak pro historiky, tak i pro matematiky. Pfesné totéz lze fici i o matematické
analyze v tomto stoleti. Rozsah jenom samotné analyzy je tak velky, Ze jej jed-
notlivec v kone¢ném Case, ktery je mu vyméien, pojme se vSemi podrobnostmi
jenom s obtiZemi.

V téchto pozndmkich se o mnoha rozsdhlych a velmi dileZitych Castech
matematické analyzy devatenactého stoleti nezminim vibec. Sem pat¥i napf.
funkce komplexni proménné, diferencidlni rovnice, specidlni funkce a mnoho
dalsich zajimavych témat.

Jsem piesvédlen o tom, Ze rozvoj matematiky (v kazdé dob&) je svdzén
velmi tésné s osobnostmi matematikd, ktefi ji vytvareli. K matematické analyze
19. stoleti nerozluéné patfi jména: Gauss, Fourier, Cauchy, Bolzano, Dirichlet,
Abel, Jacobi, Green, Stokes, Maxwell, Riemann, Dedekind, Cantor, Weierstraf},
Klein, Poincaré, Hermite a pochopitelné je$té mnoho dalSich. Jenom o nékolika
z nich se zde kuse zminim.

Chci tim fFici, Ze nésledujici vyklad je skuteéné jenom velmi stru¢ny a nesys-
tematicky. Trochu vice mista jsem se snaZil vénovat rozvoji pojmu integrilu —
to souvisi s mym zdjmem v tomto okamziku. Soucasné ale musim také pfiznat,
Ze jsem se pfipravou prednaSky a tohoto textu naramné dobfe bavil a poudil.

O 0SUDU NEKTERYCH POJMU A LIDf

O pojmu funkce

V poloviné 18. stoleti se vyvinula pfedstava o tom, Ze funkce je analyticky
vyraz reprezentovany mocninnou fadou. Toto pojeti jde zpét aZ k I. Newto-
novi, kterému bylo zdrojem optimismu, pokud se vyjadfoval o feSeni hlavnich
problémi analyzy. Vedoucim pfedstavitelem této pfedstavy o funkci v 19. sto-
leti byl J. L. Lagrange (1736 — 1813). Soustfedil své tsili na to, aby na pojeti
funkce coby mocninné fady vybudoval celou analyzu.

S vyvojem poznani a zejména tim, Ze se matematické prostfedky soustie-
dovaly na popis sloZit&jsich fyzikalnich jevi se postupné dochazelo k tomu, Ze
Lagrangeovo pojeti pro popis zkoumanych jevi nestai. V souvislosti se vySet-
Fovanim kmith se kupfikladu objevuji vyrazy typu

. TX . 2mx . 3T
asin — + @sin — + ysin — +...
a a a
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v roli funkci, které je zdhodno studovat. Objevila se i otdzka, zda danou funkci
(kfivku) nelze volbou vhodnych ¢, 83,7, ... takto popsat.

Projdeme n&kterymi formulacemi, které mohou do jisté miry dat informaci
pfedstavach matematikii o pojmu funkce a o tom, jak se pfedstavy postupné
vyvijely.

Leonhard Euler (1707 — 1783) v ,,Introductio in Analysin Infinitorum* z roku
1748 uvedl:

Funkce proménné veli¢iny je analyticky vyraz sloZeny libovolniym zptisobem
z této proménné velidiny a z ¢isel nebo konstantnich velidin.

Ve svych ,Institutiones Calculi Differentialis“ v roce 1755 pak piSe:

Kdyz nékteré velidiny (kvantity) zdviseji od jinych tak, Ze p¥i zméné téch
druhiyjch se rounéZ meéni, nazyjvaji se ty pruni funkcemi druhych. Tento ndzev
md mimorddné Sirokou povahu; obsahuje _viechny mozZné zpisoby, jakyimi lze
jednu velicinu vyjadrit pomoci jinych velicin.

MiZeme se dnes jenom domyslet, co si Euler pfedstavoval pod pojmem ,,ana-
lyticky vyraz sloZzeny libovolnym zptisobem“ v prvnim p¥ipadé a pod pojmem
,vSechny mozné zpusoby* v pfipadé druhém.

S. F. Lacroix (1765 — 1843) pak v prvnim dile své knihy ,Traité du calcul
différentiel et du calcul integral“ v roce 1797 psal:

KaZdd velidina, kterd zdvisi od jedné nebo nékolika jingjch velidin se nazjvd
funkci téch druhych, kdyZ zndme nebo nikoli, které operace je tieba vykonat,
abychom z nich dostali tu pruni.

Lacroixovu definici mtiZeme pokladat za jistou parafrazi Eulerovy defini-
ce s tim, Ze povaZuje za dileZité zdiraznit (ve formulaci ,kdyZ zndme nebo
nikoli“), Ze zptsobu, kterym se z hodnot argumentu ziskd funkéni hodnota
nejsou predepsiny nijaké specifické matematické operace.

M. J. A. N. de Condorcet (1743 — 1794) byl jest& odvaZn&jii; v roce 1779
psal:

Priedpoklddam, Ze je ddn jisty pocet veliin z,y,2,...,F a Ze pro kaZdou
uréenou hodnotu z,y, z, atd. md F jednu nebo nékolik hodnot, kterée jim odpo-
vidaji; 7ikdm, Ze F je funkci z,y,z,....

Podtrhl, Ze k zévislosti F' na z,v, z, ... miZe dojit i tehdy, kdyZ neni znam
zpusob vyjadfeni F a neni zndma ani rovnice pro ureni F (zde m4 pravdépo-
dobné na mysli implicitni vyjadfeni funkce F'). Tento Condorcetiv text nebyl
oviem vytistén, existoval jenom jako rukopis pfepracované verze jeho starsi
udebnice integralniho podtu.

Uvedenymi citaty chci dolozit, Ze pfedstavy o pojmu funkce se ve druhé
poloviné 18. stoleti postupné posouvaly do stéle obecnéjsi polohy.

Matematicka analyza vstoupila do 19. stoleti s pojmem ,libovolné“ funkce.
V samotnych formulacich je znét je§té jisty ostych a snad i obavu pifed piili¥nou
obecnosti. V knize J. B. Fouriera (1768 — 1830) »Théorie analytique de la
chaleur“ z roku 1822 autor piSe:

Obecné je funkce f(z) posloupnost hodnot nebo ordmat 2 mchz kazdd je
libovolnd.

Toto, pro nas pongkud mlhavé, prohldSeni potom Fourier upfesiuje:
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Viibec se nepiedpoklidd, Ze se tyto ordindty idi obecnou zdkonitosti, mohou
po sob€ ndsledovat libovolné a kaZdd z nich je ddna jako by byla jedineénou
veli¢inou.

Z t&chto formulaci lze zfetelné vyéist, Ze Fourier mé na mysli pfedpis, ktery
»prvku z defini¢niho oboru uréi funkéni hodnotu funkce“ a tento pfedpis neni
ni¢im jinym uréen. Nemusi tedy byt uréen analytickym vyrazem platnym pro
vétsi skupinu prvkid definiéniho oboru.

Hned z pocatku 19. stoleti se pojem funkce stal centralnim objektem zkou-
méani matematické analyzy. Matematicka analyza se formovala jako teorie o ma-
nipulovani s funkcemi a rozvijejici se soubor prostiedkii pro vySetfovani vlast-
nosti funkci nebo pro vyhledavani (uréovéni) funkci s danymi vlastnostmi. Vid-
¢ osobnosti analyzy L. A. Cauchy (1789 — 1857) a B. Bolzano (1781 - 1848)
se vyzkumu vénovali s velkou vervou, pojem funkce u nich vS8ak neni nikte-
rak vyrazné popsan. Cauchy se popisu vénuje jen okrajové a u Bolzana v jeho
zndmé praci ,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes dass zwischen je zwey
Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewidhren, wenigstens eine reelle
Waurzel der Gleichung liege* z roku 1817 se o pojmu funkce nepravi nic (néktefi
(A. Kolman, M. Kline) tvrdi, Ze Bolzano pojem funkce v této praci zavedl, ne-
mayji ale pravdu). Bolzano v8ak velmi pfesné popisuje to, co se rozumi spojitosti
funkce v bodé a o takovych funkcich dokazuje zndmou vétu o mezihodnotéch.
K Bolzanovi je tfeba Fici, Ze mnohé véci nepublikoval, pracoval ale na velkém
projektu, jeho predstavy jsou vtéleny do rukopisi. Analyzy se tyka jeho ,,Fun-
ctionenlehre*, kterd byla publikovdna aZ v tomto stoleti.

O pojmu funkce se vyslovil i P. G. Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) v roce
1837: ,

Pod a a b budeme rozumét dvé pevné hodnoty a pod z proménnou velidinu
nabyvajici vSech hodnot mezi a a b. Jestlize nyni kaZdému = odpovidd jedno
jedin€ koneéné y a pritom tak, Ze kdyZ x spojité probihd interval od a do b, pak
se y = f(z) méni rovnéz spojité, pak se y nazyvd spojitou funkci x pro tento
interval.

KdyZ odhlédneme od toho, Ze jde o urceni spojité funkce, je Dirichletova
definice uréenim pojmu funkce v dne¥nim pojeti (pfifazeni hodnoty hodnotg&).
K tomu jesté snad poznamenejme, Ze Dirichleta nelze podezfivat z toho, Ze by
nevédél o nespojitych funkcich — vidyt jedna z nejznaméjsich funkci nespoji-
tych v kazdém bodé nese pravé jeho jméno a Dirichlet ji popsal osm let pred
uvedenim vy$e citované definice.

Zistafime ale na chvili u definice spojité funkce. Dirichletiv popis (definice)
je ponékud mlhavy a nikterak ne pfesny.

Srovnejme Dirichletovu definici s definici Bolzanovou z vy$e zminéné pré-
ce z roku 1817. Bolzano nejprve zevrubné kritizuje vymezeni pojmu u jinych
autord a pak pravi:

Spravnym vykladem réeni, Ze se funkce fx pro vSechny hodnoty x, které lezi
uvniti nebo vné jistych mezi, méni dle zdkona spojitosti totiZ rozumime jen
tolik, Ze kdyZ = je takovd hodnota, pak lze rozdil f(z +w)— f(x) udélat mensim
neZ kaZdd dand veli¢ina, kdyZ lze brit w tak malé, jok jen chceme.

Je to ponékud presnéjsi a v jistém smyslu ,aritmetizované&jsi“ popis pojmu
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spojitosti funkce v bod& pomineme-li absenci absolutni hodnoty a nejasny popis
toho, kdy% Ze se v zavéru uvedeného citdtu vlastné chce, aby ,w bylo dost
malé“. Leccos miiZze oviem byt zaml?eno ponékud akademickou a Sroubovanou
Bolzanovou praZskou némcinou z té doby a potom pochopitelné i tim, jak jsem
se to snaZil tlumocit doslovné &esky ja.

Citatem Dirichletova popisu funkce vlastné miZeme uzaviit dileZitou otaz-
ku vymezeni tohoto zdkladniho pojmu. Od Dirichleta se pak uZ dosti pfimo
odvijela koncepce funkce jako pfifazeni funkénich hodnot (zpo&itku zejména
&isel - redlnych nebo komplexnich, pozd&ji i jinjch objektt) prvkim definiéniho
oboru. Pro popis definiéniho oboru funkce (a nakonec i oboru jejich hodnot)
byla mimofddnym pfinosem Cantorova teorie mnoZin, terminologie, ktera v je-
jim ramci byla vytvofena, umoZnila néleZitou pfesnost a jasnost. Tim se popis
zdkladnich objektl vySetfovani v analyze 19. stoleti, tj. funkci, posunul témé&f
do dnesni podoby.

Augustin Louis Cauchy

Narodil se 21. srpna 1789 v PafiZi, kde rovnéZz prozZil své mladi. Vyristal
v pfisné klerikdlnich tradicich, kterym zistal vérny po cely svij Zivot.

Absolvoval polytechnickou $kolu (Ecole Polytechnique) v Paf¥iZi, potom byl
Ingenieur des ponts et chaussées v Cherbourgu. Do PafiZe se vratil v r. 1813.
Od 1816 pisobil jako akademik a profesor na polytechnické 8kole. Po éervnové
revoluci v r. 1830 musel kvili svému klerikdlnimu a roajalistickému zaloZeni
odejit do vyhnanstvi spolu s Bourbony. Vyhnanstvi travil v podstaté v Turinu
a v Praze, byl vychovatelem vévody z Bordeaux. V roce 1838 se vratil do
PafiZe, protoZe ale odmitl sloZit pfisahu novému rezimu, nemohl ziskat od statu
zaméstnani. Spokojil se s ucitelskym pilisobenim na jezuitské koleji. Nakonec
po dalsi revoluci v roce 1848 byl zaméstnan na Sorbonné (aniZ sloZil pfisahu).
Napoleon III. jej v této pozici v r. 1852 ponechal.

Zemfiel 23. 5. 1857.

Tato fakta o Cauchyové Zivoté pfebirdm z Kleinovy knihy. Poznamendvam
k tomu, Ze Cauchyho vypjaty katolicismus dal F. Kleinovi diivod k Gvahdm
o souvislosti skloni k matematickému zptisobu uvaZovani a jistého pfistupu
k obecnym otizkam Zivota. Rik4, e Cauchy je diikazem toho, Ze matematiko-
vé a piirodovédci nemuseji mit — kvili svému logicky vyt¥ibenému uvaZovani
bez pfedsudki — sklony k liberalismu aZ radikalnimu smy$leni. Dochéazi k tomu,
Ze pohled do dé&jin nas udi, Ze se vynikajici pfedstavitelé matematiky najdou
ve vSech tidborech a stranich. Asi ma pravdu. Uvadi pro své tvrzeni povicero
prikladd a mimo jiné dochazi i k tomu, Ze v otazkach svétového nidzoru a poli-
tickych postoji dary rozumu uréujici roli nemaji. Za povsimnuti v souvislosti
s nasimi vzpominkami stoji snad i to, Ze Cauchy ackoli byl vyhnancem, mohl
publikovat v oficidlnim ¢asopise Akademie, kterd byla s vyhiné&jicim statem
Gzce svizana.

Cauchy byl mimofadné pilny ve vydavani publikaci — uvadi se, Ze jich napsal
789 (z toho osm knih). Klein pravi, Ze Cauchy tyto price asto psal velmi
nepoiadné, opakoval se, nedotahoval myslenky. ProtoZe k publikovani od r. 1835
pouzival Comptes Rendus francouzské Akademie, byla zaplava jeho publikaci
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diivodem, Ze se v tomto tydeniku Akademie zavedlo omezeni na délku jednoho
prispévku v poétu nejvyse Ctyf stran.

Cauchyho prispévek k matematické analyze spo¢ivd mimo jiné v tom, Ze
polozil zdklady analyzy v dne¥ni podobé&. U¢inil tak zejména ve svych uéebni-
cich ,Cours d’ Analyse“ z r. 1821 a ,,Résumé des lecons données sur le calcul
infinitésimal“ z r. 1823. Dévno — piinejmensim od Eulera — zndmé a uZivané
pojmy Cauchy buduje na piesné vymezenych pojmech ryze analytické pova-
hy. Zbavuje tak analyzu neur€itosti a zdroji nedorozuméni vychéazejicich ze
subjektivnich pfedstav o obsahu pojmi. Mnohé dne$ni prostfedky analyzy ne-
sou Cauchyovo jméno, pfipomeneme jenom nékteré z jeho skvélych vysledki
a avah: konvergence nekoneénych fad — nepracuje s nejasnymi pojmy, uZiva
posloupnosti ¢asteénych soucti, které se k souctu fady blizi zpisobem, ktery
Ize ,,méfit“ pomoci zbytku fady. U mocninné Fady zjistil, Ze pro ni v komplex-
nim oboru existuje kruh konvergence. Dokézal zakladni vétu algebry (to udélal
i Gauss). Z dnes$niho hlediska se mnohé miZe zdit banélni, Cauchyiv pfinos
skuteén& vynikne, aZ kdy?% se jeho prace porovna s pracemi jeho pfedchiidcti (a
soulasnikil). Zcela jasné zahdjil etapu ,aritmetizace* analyzy.

Velmi velky kus teoretické prace vykonal v teorii oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic. Jemu patii nap¥. prvni rigorézni ditkaz véty o existenci feSeni poc¢ateéni
tlohy.

O Cauchyoveé pfistupu k pojmu integralu bude zminka na jiném misté.

Vedle téchto dilezZitych véci, které mély v té dobé pedagogicky aspekt, sto-
ji ta skutefnost, Ze Cauchy polozil zaklady obecné teorie funkci komplexni
proménné. Pfipomelime jenom zndmou reziduovou vétu o integraci komplexni
funkce pfes uzavienou kiivku, klasifikaci singularit a rozvoj komplexni funkce
do mocninné fady, jejiz polomér konvergence je din vzdalenosti k nejbliz§imu
singularnimu bodu. To v3e (a je¥t& mnohé jiné) je Cauchyovo dilo. Cauchy si
byl plné védom dosahu svych vysledki, protoze ze svych obecnych v&t sim
odvodil mnoho hezkych a praktickych aplikaci.

O konvergenci ¥ad a posloupnosti funkci

Rady spojitych funkci byly v prvnich letech 19. stoleti sttedem zajmu. Vy-
Setfovaly se mocninné fady a fady trigonometrické. Motivace tohoto wsili je
déna tim, co razil Lagrange (mocninna ¥ada popise jakékoli funkéni zavislosti)
a pak tim, co bylo vysledkem Fourierovych studii o vedeni tepla. Do popiedi se
dostavaly otdzky po smyslu vyrazi, zde pak otazky, tykajici se smyslu souétu
fady, tj. otdzky konvergence. U funkénich Fad pak bylo zajimavé, jaka je funkce,
kterd je soutem fady funkeci.

V roce 1821 Cauchy publikoval ditkaz chybného tvrzeni, podle kterého kdyz
fada spojitych funkci konverguje v kaZdém bodé, pak je jeji souet spojitd
funkce.

V roce 1826 N. H. Abel (1802 — 1829) zdvofile poznamenal, Ze ,tato véta
miZe mit vyjimky“ a uvedl pfiklad fady

-1 m—1Sinmz
> (-ymr B

m=1
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OBR. 1. Céstetné soutty Abelovy fady

jejiz soudet neni v bodech tvaru z = (2k + 1)7 spojita.

Dnes vime, Ze tvrzeni, které uvedl Cauchy plati, kdyZ se misto konvergence
fady v kaZdém bodé& (defini¢niho oboru) pfedpokladas stejnomérnd konvergence
fady v celém definiénim oboru. Zavedeni pojmu stejnomérné konvergence se
pfipisuje Ph. L. Seidelovi (1821 — 1896) a G. G. Stokesovi (1819 - 1903) a
datuje se rokem 1848. Posléze i Cauchy v préici z roku 1853 opravil svoji vétu
z r. 1821 a definoval stejnomérnou konvergenci fady. Tyto prace do zna¢né miry
unikly pozornosti matematik. Do §ir§tho povédomi pojem zacal pronikat aZ
s berlinskymi pfednidskami K. Weierstrasse (1815 — 1897), které zah4ajil v roce
1857. To, Ze zavedeni pojmu leckdy dlouho pfedbé&hne jeho obecné vyuZiti a
rozeznini, Ze je pro matematiku nosny a uZite¢ny, je ¢asty jev. Mnohdy souvisi
s tim, Ze ptvodce pojmu pfedbé&hl svoji dobu a pochopil to, co jeho souasnikiim
nedochézi. Na tento historicky doloZitelny jev se dnes v situaci velkého tlaku na
poéty vykazovanych publikaci ¢asto hiei. Vytvareji se nové pojmy bez toho,
Ze by jejich autor svoji dobu pfedbihal. Nejde jenom o pojmy. Leckdy jsou to
celé teorie, jejichZ existence je obhajovidna poukazy na historii, kde lze nalézt
situace, kdyZ teorie ukazala svou silu aZ po jisté dob&. Byly ovSem i teorie,
které tak hezky osud nemély.

Pojem stejnomérné konvergence fady (nebo posloupnosti) funkci pfinesl do
analyzy nové momenty. Je svym zptisobem prototypem pojmu moderni mate-
matiky. Z dneSniho hlediska miZeme Fici, Ze se v definici pojmu objevily (dfive
zfidkavé) t¥i kvantifikitory, pfistup k problémim se pocal zjemiiovat. Vzhledem
k tomu, Ze v dobé& vzniku tohoto pcjmu nebyla analyza je¥té& dosti formalizova-
n4 (aritmetizovand), vyZadoval dosti hluboky vhled a vciténi. (Prof. Jan Mafik
se vyjadril svého &asu tak, Ze student matematiky, ktery zvlddne a plné pocho-
pi ,t¥ikvantifikitorovou“ definici uZ téméF jisté matematiku dostuduje. Zd4 se
mi, %e¢ mé&l pravdu.) Pojmy tohoto druhu do analyzy pfinesly nékteré subtilni
otizky. Jeden z problémi, ktery v této souvislosti byl obtiZny, bylo obraceni
implikaci. Naptiklad se zkoumala ot4zka, zda musi fada spojitych funkci, kterd
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OBR. 2. Cleny posloupnosti &steénych souétt Darbouxovy fady

viude v defini¢nim oboru konverguje ke spojité funkci, konvergovat stejnomeér-
né. V roce 1874 P. Dubois Reymond (1831 ~ 1889) na tuto otdzku odpovédél
negativné ale v témZe roce se O. Stolz (1842 — 1905) idajné pokousel doka-
zat, Ze stejnomérnost konvergence fady spojitych funkci je nutna pro spojitost
soudtu, tj. pokousel se ukézat, Zze odpovéd na uvedenou otazku je kladna.
Jasno v souvislosti s touto otdzkou udglal G. Darboux (1842 — 1917), kdy%

v roce 1875 uvefejnil v Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. praci ,,Mémoire sur les func-
tions discontinues“. Uvedl piiklad fady

oo

Z[-zxze—izzz Sy 1)2m2e—(i+1)222]’

i=1

jejiz soucet je spojita funkce z?e~®" , ale stejnomérné konvergentni neni. Situaci
je moZno prohlédnout v nasledujicich obrazcich 2. a 3., na kterych je v intervalu

[0,1] zobrazeno n&kolik &lent posloupnosti &isteénych souétd a n&kolik ¢lend
posloupnosti zbytkd Darbouxovy Fady.

V téze praci pak Darboux uvadi nésledujici tvrzeni:
Stejnomérné konvergentni fadu funkci, které jsou riemannovsky integrova-

telné€ lze integrovat élen po clenu a Fada integrdli piitom konverguje k integrdlu
souctu tady, tj. je

) b b oo
([ s = [ (¥ s
i=1 Y@ e =1
V souvislosti s timto tvrzenim Darboux uvadi dalsi piiklad fady

o ]
Y [-2ize " + 2(i + 1)%ge= (D),

i=1
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OBR. 3. Nékolik &lenii posloupnosti zbytkti Darbouxovy fady

OBR. 4. Cleny posloupnosti &istenych souétd druhé Darbouxovy fady
jejiz soudet je spojita funkce —2ze~=", ale stejnomé&rné konvergentni neni. O si-
tuaci se lze opét trochu poudit z obrazku 4.

Pfitom pro tuto fadu existuje Riemannav integrdlod 0 do 1 kaidého séitance
této fady, tj. je

/ 1 [~2i%ze=2" + 2 + 120e~(H) Jdg = e=%" — e~ (417
4]

a proto

Z/ [—2i 2pe="%" +2(i + 1) 2pe=i+1°2% gy = }:[e — e ) = 1,

i=1 =1
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Na druhé strané pro integral souc¢tu fady snadno spoéitame, Ze
1 2
/ —2ze T dr=e1-1.
0

Dostévame tak piiklad fady v Riemannové smyslu integrovatelngch funkci (ty
jsou dokonce spojité), jejiz soudet je rovnéz funkce v Riemannové smyslu inte-
grovatelnd, ale integral souctu je rizny od souc¢tu integrali.

Vyse uvedené Darbouxovo tvrzeni je vlastné véta o tom, za jakych okolnosti
lze zaménit poradi sumace a integrace. Oba procesy, tj. vytvoieni souctu neko-
necné fady a vytvoreni urditého integralu jsou svym zptisobem limitni postupy,
a jde tedy vlastné o zdménu pofadi dvou ,limit“. Postatujici podminkou pro-
to, aby bylo moZno takovou zdménu ,limit“ provést je, aby jedna z limit byla
stejnomérna vzhledem k proménné, viiéi které se provadi druhé z limit. Uvaha
tohoto typu je dodnes ¢astd a v riznych situacich dava dobré vysledky.

Spojité funkce a jejich derivace

V souvislosti s funkcemi je zajimava dalsi skuteénost. Na po¢atku 19. stoleti
byla dosti vZita predstava, Ze spojita funkce, kterou si mnozi predstavovali jako
geometricky objekt namalovatelny rukou bez zvednuti tuzky z papiru, musi mit
derivaci vSude aZ na né&kolik ,izolovanych“ bodi. A bylo podano i dost dikazi
tohoto ,tvrzeni“.

Prototypem takového diikazu je prace A. M. Amperea (1775 — 1836) z roku
1806. Lagrange coby jedna z nejvétSich matematickych autorit povaZoval za
funkci — Fefeno dnesni terminologii — funkci analytickou s vyjimkou izolované
mnoziny singuldrnich bodd. Vira, Ze takové tvrzeni je spravné (nap¥. u Lagran-
gea nebo Lacroixe) spoéivala na této koncepci pojmu funkce. Z tohoto moZného
hlediska je pohled na Amperiv dikaz ponékud jiny, protoZe pro takové funkce
je tvrzeni spravné. Tvrzeni bylo mnohokrite kritizovano a bylo rovnéZ vycho-
diskem historickych ivah k danému tématu. Je to dino pfedstavami o spojitosti
a nakonec i o derivaci v dobé, kdy byla kritika vyslovena.

Poznamenejme na tomto misté, Ze pojem derivace je v jistém smyslu nejstarsi
paritmetizovany“ pojem analyzy. Od dob Newtona a Leibnize byl tOtlZ zndm
tzv. diferencidlni kvocient pro funkci y = f(z), tj. vztah

Ay _ f(z+A2) - f(2)
Az Az

a rovnéz byla jasna predstava o tom, Ze pokud se Az bliZi k nule (je infinitezi-
malni), blizi se diferencidlni kvocient ke smérnici te¢ny ke k¥ivce dané vztahem
y = f(z) (k derivaci funkce f(z)). Postupné upfesiiovani pojmu spoéivalo v pro-
ménach chipani toho, co znamena to, Ze se Az bliZi k nule, tj. v upfesiiovini
pojmu limity.

Do vaznych ivah o omylech spojenych s existenci derivace spojité funkce se
Ize pustit aZ u praci vzniklych poté, co byl kodifikovidn pojem spojitosti a deri-

[ AL

vace v dne$ni podobé. Nelze jednoznatné vystopovat hii$nika, ktery Ampérovo
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tvrzeni pfenesl na funkce spojité v tom smyslu, jak spojitost chapeme dnes.
S jistotou lze jenom konstatovat, Ze se u mnoha matematik objevovalo jesté
velmi dlouho v 19. stoleti. Postupné ale u hlubSich analytikl vira v toto tvrzeni
polevovala. A nakonec omyly a chybné Gvahy byly, zejména v analyze, Casto
katalyzatorem objevu novych postupii a pojmi.

V roce 1830 napsal B. Bolzano sviij pfiklad spojité funkce, kterd neméla dle
néj derivaci v ,husté mnoZin&“ bodid. Bolzanovo zkoumdni v8ak zistalo ukryto
v jeho rukopisné pozistalosti, ktera byla prozkouména a% ve dvacétych letech
naSeho stoleti. Nebudu popisovat Bolzanovu geometrickou konstrukei, je po-
drobné& popsana napf. v dostupné publikaci ,Bolzano a ziklady matematické
analyzy“, kterou vydala Jednota &s. matematiki a fyzikid v r. 1981 k dvousté-
mu vyrodi Bolzanova narozeni. Tato kniZzka obsahuje zejména staté V. Jarnika
k tomuto tématu. V. Jarnik v r. 1922 zdhy po ,objevu“ Bolzanovy ,Func-
tionenlehre“ ukazal, Ze Bolzanova funkce, ktera je v tomto rukopise popséna,
nema derivaci nikde. Bolzano sdm k dikazu tak silného tvrzeni nemél techni-
ku a potfebné pojmy. Dok4azal ale dost na dobu, kdy jeho rukopis vznikal. Na
matematiku 19. stoleti Bolzanova funkce bohuZel neméla zadny vliv.

Do povédomi matematikid se nespravnost ,Ampéerova tvrzeni“ dostala v le-
tech 1870 - 1875, tedy v dobé, kdy analyza byla v podstaté jiZ ,,aritmetizovina®
. a pojmy, o kterych se v tvrzeni mluvi, byly ustalené. V roce 1875 Du Bois Rey-
mond publikoval piiklad, o kterém K. Weierstraf referoval v r. 1872 v berlinské
akademii. Jde o funkci danou pfedpisem

f(z) = f: a’ cos(b'nz),

i=1

kde b > 1 je liché celé ¢&islo,0 < a <1 aplati ab> 1+ 127[

Weierstrassova funkce f nemé derivaci v Zddném bodé, je ale, jako soucet
stejnomé&rné konvergentni fady spojitych funkci, spojita.

O charakteru Weierstrassovy funkce si lze udélat jistou pfedstavu z obrazku
5., v ném?% jsou zobrazeny grafy prvnich tii ¢lend, pomoci nichZ je tato funkce
definovana (pro pfipad a = 0.8 a b=9).

V podstaté ve stejné dobé vztahem

f(z) = Z Sill((nn-i'- 1)lz)
i=1 '

definoval funkci se stejnymi vlastnostmi i G. Darboux. ,

Bylo dost renomovanych matematiki, ktefi vyjadfili znechuceni z takovych
»zrad“. K situaci v r. 1905 E. Picard f'ekl, Ze ,kdyby Newton a Leibniz v&déli,
Ze spojité funkce nemuseji mit derivaci, diferenciilni poéet by nikdy nevznikl“.
Funkcemi s neobvyklymi a neekanymi vlastnostmi ale byla v prvni fadé naru-
ena pfedstava o tom, Ze zdkladni objekty zkoumdni analyzy - tj. funkce — jsou
jednoduché. Konstrukce podobnych piikladi méla také podil na tvorb& novych
jemnych analytickych prostfedki, které mély uZiti i jinde. Toho druhu nap¥.
bylo zavedeni Diniho _derivovanych &isel na konci 19. stoleti.
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OBR. 5. K Weierstrassové funkci bez derivace

Aritmetizace analyzy

Devatendacté stoleti byva v historickych pojednénich o matematice charak-
terizovano jako stoleti aritmetizace analyzy.

Zde se pokusim struéné naznacéit, co je obsahem takové charakterizace.

A% do posledni ¢tvrtiny 19. stoleti byla redlné ¢isla vnimana pouze ve velmi
intuitivni, geometricky podepiené podobé. Iracionélni &isla byla uZivina pra-
gmaticky, bez pochyb a potfeby je pfesnéji popsat. Bylo obecné pfijato, Ze
iracionélni ¢islo 1ze libovolné pfesné aproximovat raciondlnim &islem (pokud
byl z4jem o n&jaké numerické vypoéty, v nichZ se to iraciondlni &islo vyskytlo).

Postupné viak se v prib&hu 19. stoleti odhalovala skuteénost, Ze bez plného
pochopeni a pFesného popisu pojmu realného ¢isla nelze vystavét pevné zéklady
matematické analyzy. UZ Bolzano napfi. pfi svém dtikazu véty o mezihodnotach
spojité funkce potieboval védét, Ze kaZzda omezena a monotonni posloupnost
¢isel mé limitu; to se zdalo byt evidentni, ale logicky zdklad schézel.

Zasadnim vysledkem, ktery se aritmatizace analyzy tyce, je konstrukce real-
nych &isel. K tomu doslo kolem roku 1872, kdyZ ovSem uZ predtim byly v tomto
sméru uéinény nékteré pokusy, svédéici o tom, Ze tato pot¥eba byla akutni a
v §ir$i mife pochopena (existuje napf¥. Bolzaniv rukopis k tomuto tématu, tento
rukopis vydal pied ¢asem prof. K. Rychlik, jsou zndmy Weierstrassovy berlinské
pfednéasky, v nichZ se tomuto tématu rovnéZ vénoval).

Konstrukce redlnych &isel je svdzéna se jmény R. Dedekinda (1831 - 1916),
G. Cantora (1845 — 1918), Ch. Meraye (1835 - 1911) a E. Heinea (1821 — 1881).
Postupy Dedekinda a Cantora jsou rizné a jsou to pravé tyto postupy, kterych
se dnes b&zné uziva. (Popis alespoi jedné z metod je v tivodu kazdého solidniho
kursu matematické analyzy i kdyZ se leckdy odpfednéaseni vynechava s odkazem
na geometrickou ¢i jinou evidentnost a na to, Ze logicky fundament existuje.)

Dedekind vySel z toho, Ze mnozinu QQ vSech raciondlnich ¢isel lze rozdélit
do dvou disjunktnich mnozin D a H tak, Ze kaZdy prvek z D je menSi neZ
kazdy prvek z H. Ka%dé racionélni &islo mnozinu Q rozdéli do dvou takovych
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disjunktnich mnoZin. Napf. mnoZina vSech prvki z Q, které jsou mensi nez %
utvori r’?noiinu D a zbylé prvky z Q mnoZinu H, které je uréena racionalnim
éislem —.

fslem ¢

Dedekindtv Fez mnoZiny racionélnich &isel, ktery je zdkladem jeho teorie, je
definovan jako rozklad (D, H) mnoziny Q takovy, %e ka%dy prvek D je mensi
neZ libovolny prvek z H. Nékteré fezy jsou uréené racionilnim é&islem (jako vyse

7, .. ” - ,
uvedeny Fez dany Cislem E)’ jiné tuto vlastnost nemaji (nap¥. fez pro ktery v D

jsou viechny prvky z Q, pro které je z2 < 3 a H obsahuje viechny ostatni prvky
z Q. Intuitivné lze tento fez chpat jako fez generovany iracionalnim &slem /3.

V dalsim kroku pak uZ lze prohlésit, Ze mnoZina vSech reilnych &isel je
mnoZina vSech ezl mnoziny QQ vSech racionélnich ¢isel. S timto pojmem se
pracuje déle tak, Ze se pro néj prokaZe platnost vSech potfebnych vlastnosti
redlnych &isel, které se tykaji jejich aritmetiky a v neposledni fadé také to, Ze
zavedeni pojmu redlného ¢isla souhlasi s geometrickymi pfedstavami o redlnych
&slech (s redlnou osou). Jde o vlastnost, kterou Dedekind nazjva vlastnosti
spojitosti systému redlnych &isel, tj. ze kazdy fez v mnoZziné redlnych Cisel je
uréen néjakym redlnym Cislem — tedy je mnoZina redlnych &isel tdplnd v tom
smyslu, Ze redlna ¢isla jsou tvoiena pomoci fezli v mnoziné racionalnich éisel,
ale fezy v mnoZiné realnych &isel uZ nic nového nepfidaji.

O Dedekindové metodé korektniho zavedeni redlnych &isel pomoci Fezid se
zdjemce v plné 8ifi miZe poulit napfiklad v tvodnich ¢astech Jarnikova ,,Di-
ferencidlniho po&tu I¢.

Cantor sviij pfistup zalozil na pfedstavé redlného &isla a jako limity posloup-
nosti (a;)$2; raciondlnich ¢éisel. Reédlné &islo pak identifikuje s cauchyovskou
posloupnosti racionélnich &isel, pfi¢emz dvé cauchyovské posloupnosti (a;)$2,;
a (b;)2, povaZuje za ekvivalentni, kdyZ je lim;_, o (a; —b;) = 0. Receno dne¥ni-
mi slovy je Cantorova metoda zaloZena na ziplnéni mnoZiny raciondlnich ¢isel
a redlné Cislo je prezentovano jako ekvivalen¢ni tfida cauchyovskych posloup-
nosti racionalnich ¢isel. Cantortiv postup je rovnéZz hodny zietele, protoZe pro
moderni postupy v matematice je velmi typicky.

V obou pfipadech je vychodiskem pro vystavbu teoreticky podloZeného po-
jmu redlného ¢&isla mnoZina Q raciondlnich &isel. MnoZinu Q tu lze bez vétSich
obtiZi vystavét z Cisel pfirozenych a ta se tak jmenuji jelikoZ jsou natolik béz-
nd, Ze je pfijme i s minimem mozku vybavené individuum (tomu oviem mohou
vyvstat problémy, kdyZ jde o pfirozené Cislo vétSi nez 2 pfipadné o néco vice,
podle intelektudlniho zaloZeni, nebo kdyZ se jedna o absurditu zvanou zédporné
celé &islo).

Nejpodstatné&jsi na vSech konstrukcich redlnych &isel z hlediska analyzy ale je
to, Ze umoziuji korektni ov&feni faktu, e mnoZina redlnych é&sel je tiplna, co
jinak feeno znamend, Ze reilnd osa nema diry, Ze omezend mnoZina redlnych
¢isel ma suprémum, Ze ... . Zkritka feeno: R neni Z4dny cednik!

K aritmetizaci analyzy je ovSem tfeba poditat i €isté aritmeticky zptisob
formulace pojmu limity, ktery pochazi od K. Weierstrasse. Weierstra8 fekl:
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lim f(z) = A

kdyZ k danému € > 0 ezistuje Cislo § > 0 tak, Ze je |f(z) — A| < € pokud je
0<|z—a|<8é.

Timto zplsobem lze popsat i dalsi pojmy matematické analyzy (spojitost
v bodé, stejnou spojitost funkce v intervalu, stejnomérnou konvergenci posloup-
nosti funkci, existenci Riemannova integralu, ...). Pojem limity je jenom jistym
prototypem zptisobu aritmetizovaného vymezovani pojmi.

Srovname-li Weierstrassovu definici se zptisobem jak napf. o spojitosti mluvil
B. Bolzano, je patrné, Ze se Weierstra oprostil od dynamického popisu (,né&co
se k néfemu bliZi, kdyZ se néco jiného bliZi k néfemu jinému“) a zah4jil éru sta-
tického popisu pojmi pomoci korektné zavedenych redlnych &isel a nerovnosti.
Je zde novy jazyk aritmetizovany analyzy (obéas se mluvi o ,epsilon$ting“).

Matematickd analyza tak nabyla v podstaté své dneSni podoby.

Soudasné lze snad fici, Ze byla definitivné dokonéena rozluka matematiky
s fyzikou. To zahy vedlo k tomu, Ze matematikové lepsiho raZeni zacali studo-
vat fyziku. D. Hilbert tak rovnéZ €inil, protoZe si zfetelné uvédomil, Ze ,fyzik
fyzice nemiZe rozumét“. Na druhé strané se v matematice zacaly objevovat
»vnitfni“ problémy a otdzky, vSe vzkvétalo, zmitalo se v krizich, pfekonédvalo
krize a postupné ztracelo zazemi, které matematice a matematikim pfinaSelo
vaznost a kSefty. Velkolepé ispéchy lidského ducha v matematice v 19. stoleti

tak paradoxné vedou k otéazce: Bylo to tak dobife?

Karl Weierstrafl

Karl Weierstraf se narodil 31. ¥{jna 1815 v Ostenfelde (im Miinsterland —
Miinster byl od r. 1815 ¢asti Pruska, pfedtim Francie, hlavni mésto provincie
Vestfalsko), jeho otec tam byl Géetnim. V letech 1829 — 1834 byl na gymné-
ziu v Paderbornu, v letech 1834 — 38 studoval v Bonnu prava, v letech 1839
— 40 studoval (snad matematiku u Gudermanna) na akademii v Miinsteru a
absolvoval tam praktikantsky rok vrchniho uéitele (Oberlehrer — uditel na vys-
8 §kole?). V letech 1842 — 1855 byl gymnazidlnim uditelem (Deutsch—Crone,
Braunsberg). Klein ve své knize fikd, Zze béhem studii v Bonnu byl Weierstrafl
élenem Corps Saxonia a byval po veferech u vylepu jeden z nejveselejich a
nikdy nechybél ani mezi Sermifi (n&kde jsem ¢etl, Ze mé&l dost buriackych ozdob
ve formé srami ve tvafi a jeho portrét ze starSich let se zd4 tomu nasvédovat).
Klein souéasné vyjadfil podiv nad tim, jak se to viechno snéselo s jeho dal$im
vyvojem.

Gudermann byl snad jediny matematik, se kterym se Weierstra$ jako student
setkal a u néjZ matematiku studoval. Nasméroval jej do do oblasti modulér-
nich funkci — Weierstral v r. 1841 podal praci k ziskdni ucitelské zptisobilosti
s nazvem ,,0 rozvoji modularnich funkci, kterd meéla vyrazné védeckou po-
vahu a byla jako takova vysoce cenéna. Jako stfedoskolsky uditel Weierstrafl
usilovné védecky pracoval hlavné na problémech funkci komplexni proménné
a nakonec v r. 1854 publikoval praci s ndzvem ,K teorii Abelovych funkci®
v Crelleové Zurnalu. Na zakladé této prace se v r. 1854 stal ¢estnym doktorem
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univerzity v Kralovci (Konigsberg, Kaliningrad, apod.). OdeSel na dovolenou,
aby své predbéZn4 sdéleni rozpracoval a v roce 1856 byl z Kummerova popudu
povolan na univerzitu v Berling jako mimo¥adny profesor. Vedle toho uéil ha
primyslové akademii a bylo to pro né& nezvyklé pracovni zatiZeni ve védecky
velmi inspirativnim berlinském prostfedi.

WeierstraB8 dokonéil své pojednani o Abelovych funkcich v r. 1857. V téZe
dobé vyslo Riemannovo pojednani na toto téma, Weierstrafl svoji praci stahl
a uz neuverejnil. To mu zptsobilo patrné velky sram na dusi, byl pfepracovan
a nervové se zhroutil. Vice pracuje na univerzité a nakonec se v roce 1864
stava fddnym profesorem berlinské univerzity. Je§té tficet let pak Weierstrafl
pfednasel na univerzité v Berliné. Zeifel 17. (inora 1897.

Pro matematiku jsou velmi duilezité Weierstrassovy pfednésky, protoZe on
sam otiskoval jen maélo svych praci. Dokonce ani-nenechal autografovat své
pfednasky, ty musely byt opisovany a.v téchto opisech se Weierstrassovy mate-
matické ideje $ifily po tehdejsim matematickém svété. (Klein fika, Zze Weierst-
rassiv obvykly cyklus byl: analytické funkce — eliptické funkce - aplikace elip-
tickych funkci — hypereliptické funkce nebo Abelovy funkce a pak také synte-
tickd geometrie nebo varia¢ni poéet.) Jeho zakladni idea pro pfednasky byla
pfednést systém dobie usporddanych myslenek ve viech souvislostech. Poéinal
promy$lenou metodickou stavbou zdola nahoru, jeho idedlem byl vyklad bez
mezer a proto musel také jenom maélo citovat. Kompaktnost jeho vykladu mu
umoZiiovala, aby se odvolaval pouze na svoje vlastni vysledky. Weierstraf} zis-
kal ve védeckém sv&t& nejvyssi autoritu, jeho pfistupy se staly normou (a jsou
ji vlastné dodnes). Weierstrassovska rigoréznost spoéiva ve velké opatrnosti pii
zachdzeni s pojmy a v jejich hluboké analyze a pochopeni.

Nejvyznamnéjich védeckych vysledki dosdhl Weierstrafl v teorii funkci kom-
plexni proménné. Zaved] kupf. pojem celé funkce, kterd je ddna (nekoneénou)
mocninnou fadou, kterd konverguje v celé komplexni roviné. Takové funkce ma-
ji v oo podstatnou singularitu. Od néj (a od Casoratiho) pochézi kupiikladu
tvrzeni, Ze kaZdd nekonstantni celd funkce se v okoli bodu z = oo dostane ke
kazdé predepsané hodnoté nekonecnékrdt libovoiné blizko.

Tato véta pak byla pozdgji doplnéna Picardem. Velmi #iv& zajimal Weierst-
rasse problém vyjadfeni celé funkce pomoci jejich nulovych bod, tj. problém
rozkladu celé funkce do nekoneéného souinu. Pro celou funkci G(z) dostal
Weierstra8l sviij znamy rozklad

G() = [~ e,

kde exponenciélni souéinitel e'+(2) m4 povahu povahu konvergenéniho faktoru.
Faktory (z — o;)el*(?) se u Weierstrasse nazyvaji prvocinitele G(z).
V seri6znéjsi biografii Weierstrassové by mél nasledovat podrobny vydet jeho
- neséetnych dalsich vysledkd, na jejich vytvofeni mu byl vymé&fen dlouhy &as.
Zde jenom zduraznim, Ze v ném méame pfed sebou pivodce ,weierstrassovské
éry“ v niZ v analyze dodnes Zijeme.
Klein se ve své knize zmifiuje o sporech mezi Weierstrassem a L. Kronec-
kerem. Jejich jidro spoéivaloc v tom, Ze Kronecker nebyl ochoten uznat nic
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vic neZ racionélni éislo. Iraciondlni éisla pro néj z filozofického hlediska nebyla
k méni. O Kroneckerovi Poincaré fekl, Ze ,,m4 tak velké Gspéchy v matematice
jenom proto, Ze ob&as na své vlastni filozofické uleni pozapomnél“. (Dnes si-
tuace neni o moc jind — mame zde konstruktivisty, intuicionisty, nestandardni
analyzu. Problém je jen v tom, Ze neni jeden velky Weierstra8 proti druhému
velkému Kroneckerovi, jejichZ spor komentuje velky Poincaré. Ve je rozplizlé,
maélo pikantni. V kaZzdém tabofe se ale sem tam miiZze Poincaréovo prohlaSeni
pouZit.)

Uplné nakonec se je$td zminim o S. Kowalewské (1850 — 1891), ktera by-
la Weierstrassovou Zakyni. O jejich vztahu svédéi korespondence, kterd byla
pied ¢asem znovu zvefejnéna. Byla to vynikajici matematic¢ka (ponékud dob-
rodruzného zaloZeni) a Klein se v této souvislosti zminil o tom, %e byla na
Weierstrassovu pfimluvu v r. 1874 promovéna in absentia v Gottingen.*)

O VYVOJI POJMU INTEGRALU

Predpoklady vyvoje

Potieba uréeni velikosti ploch, objemi riznych Gtvard byla jednou z hybnych
sil vzniku a vyvoje matematiky do té podoby, kterou dnes zndme. Historie
matematickych technik, které s uspokojovanim téchto potieb souviseji je velmi
stara.

Kupfikladu Herodotos — nejstarsi fecky déjepisec — v 5. stoleti pfed nasim
letopodtem popisoval situaci, jak byla zemé&délska pida podél Nilu ve starém
Egypté zdafiovdna dle plo$né velikost a jak byly kaZdy rok odplavovany po-
vodnémi ¢asti pozemkl. Majitel pidy pak pochopitelné Zadal sniZeni dani a
tikolem dohliZiteld bylo zjistit kolik ptidy ubylo, nebo kolik ji zbylo. To vy-
zadovalo jisté dovednosti v geometrickém vyméFovani, velka voda si poroudet
nedala a ze zemédélské plidy ukusovala nepravidelné, riizné zakfivené Gtvary.

Ve starém Recku se techniky vyméFfovani stale zdokonalovaly. Jisty princip
uréovani obsahu Gtvaria se zakfivenymi hranicemi se pfipisuje Eudoxovi z Kni-
du (408? — 3557 pi.n.l.), ktery byl Zidkem Platonovy Akademie v Athénach.
Eudoxtv princip se nékdy nazyva i exhaustivni (princip postupného vyéerpa-
vani).

Z intuitivnich divodid bylo Eudoxovi jasné, Ze plosny obsah Gtvard v roviné
je monotonni v tom smyslu, Ze kdyz je Gtvar A ¢asti Gtvaru B, potom plosny
obsah ttvaru A nemiZe byt vétsi nez obsah Gtvaru B, a Ze ma vlastnost aditi-
vity, tj. kdyZ je Gtvar C sjednocenim dvou nepfekryvajicich se atvart A a B,
pak je ploiny obsah tvaru C sou¢tem plo$nych obsahl Gtvaru A a Gtvaru B.

*)K tomu s pot&Senim reprodukuji Kleinovu poznamku o tom, ¥e S. Kowalewska nebyla
prvni, o sto let dfive tam promovala jista Dorothea Schlézer o ruském finanénim hospodafstvi
a v jejim diplomu stélo, Ze je ,virgo erudita (panna nadand)“, coZ pry pozdéji bylo nahrazeno
nesmyslnym ,domina doctissima (pani vzdé&land)“. Nikdo nevi, jak to vlastn& vSechno bylo,
Klein uvadi, Ze sl. Schlszerové bylo pfi doktoratu 17 let. Tak snad mohl v jejim pfipad&
diplom mluvit pravdu a aplikace téhoZ oznadeni v pfipadé o sto let pozdé&jsim by pravdivé
ani byt nemuselo.
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Pro dany rovinny ttvar A s kfivodarou hranici se pak Eudoxos snaZil ur-
it jeho plosny obsah tak, Ze itvar A postupné ,vy&erpaval® mnohotihelniky
M, M, ..., které do néj postupné vepisoval tak, Ze z ptivodniho Gtvaru A zby-
valo stale méné nevyderpané &4sti. Plosny obsah mnohothelnika Rekové dovedli
urdit. Urdeni obsahu Gtvaru A pak vlastné spoéivalo v uréeni limity posloup-
nosti ploinych obsahi O(M,,) mnohothelniki M,,n =1,2,... pron — co.

K tomu, aby tyto tivahy Rekt byly korektn& popsény, bylo by tieba presné
popsat co rozumime rovinnym ttvarem, spokojme se ale pro potieby tohoto
textu s tim, %e rovinny atvar je cosi, co by (pfi eventudlnim zv&tSeni) mohl
egyptsky zemédélec povaZovat za obdélatelné pole. Cely popis ma vedle jinych
jeSt& jeden halek. Pojem limity byl Rekéim neznimy, 8lo o akci, kterd méla
zietelnd n&co spoleéného s nekone¢nem a takovym se ve starém Recku snaZili
vyhnout ze viech sil (horor z nekonetna). Podstatou jejich postupu bylo vlastng
to, Ze plodny obsah O(A\ M,,) ,rozdilu“ atvaru A a vepsaného mnohothelnika
M, lze ulinit libovolné malym, kdyZ se zvoli dost velké n, tj. kdyZ se do A
vepie dostateéné bohaty mnohothelnik. Tim obefli ,styk s nekoneénem“ a
formulovali vlastné podstatu eprozimace velikosti plo$ného obsahu atvaru A.
Pfislusny postup pfesné popsal Euklides.

Nejvétsi matematik starov€ku Archimedes ze Syrakus (287 — 212 pf.n.l.) se
zapsal do historie urfovani délek, obsahii a objemil nesmazatelnym zpiisobem.

Poznatky o kfivkach byly v té dob& uZ na vysoké trovni. Archimedes na-
pfiklad urcil plodny obsah rovinného Gtvaru vymezeného parabolou a pfimkou.
U¢inil tak Eudoxovou metodou postupného vylerpavani dtvaru mnohoihelni-
ky, pfi¢emZ pfi jejich konstrukci podstatné vyuZil geometrickych znalosti o pa-
rabole, kterou chéipal jako kuZelosetku. Geometrie byla v8im, i &iselné vyjadieni
obsahu rovinného ttvaru bylo chapino geometricky.

Na Archimedové ndhrobku byla vytesina koule, které byl opsan vélec, jehoZ
vygka se rovnala priméru koule. Bylo to symbolické vyjadieni Archimedova
poznatku o vzdjemném poméru objemu koule a vélce a 0 vzadjemném poméru
obsahu povrchu téchto dvou téles. Traduje se, Ze kdyz fimsky Feénik Cicero
byl kvestorem na Sicilii, byl Archimediv ndhrobek objeven a Cicero nechal
néhrobek s témito geometrickymi symboly obnovit.

Tato Ciceronova akce byla snad nejvétsim p¥ispévkem Rimanti k matemati-
ce. Jinak o matematiku p¥ili§ zdjmu neméli. (VZdyt se jim to také vymstilo —
budi¥ to poudenim pro dnesni duchaplné postmodernisty.) Rim p¥eduréil v ma-
tematice dlouhodobé temno, do néhoZ trochu svétla vnesla teprve renesance a
nastupujici novovék v Sestnictém stoleti. V té dobé se objevily techniky infini-
tezimalniho poétu (J. Kepler (1571 — 1630), B. Cavalieri (1598 — 1647)), které
mély sviij zdklad ve studiu prace starjch Rekt a postupn& vnasely svétlo do
matematickych Gvah souvisejicich s uréovanim velikosti riznych atvard. Infi-
nitezimélni techniky té doby jsou prvnimi kroky ve sméru vystavby soudobé
teorie a technik integrovani.
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17. a 18. stoleti

Sedmnécté stoleti bylo obdobim, kdy na uchovanych troskich a na odhalo-
vani chytrosti starych Rekd definitivné zagala riist novd matematika. Svétu ji
daly dv& vyrazné postavy dé&jin védy: Isaac Newton (1642 — 1727) a Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Bylo to stoleti, v ném#Z matematiku formovali
Galileo, Descartes, Pascal, Kepler.

Newton rozeznal, %e problém urleni velikosti plochy (integrovani) souvisi
s problémem urdeni teény ke kfivce, neboli fe¢eno dne$nimi slovy, Ze integ-
rovani je inverzni operaci k derivovani. Leibniz se pfestal bat nekone¢na, bez
predsudki séital nekoneéné mnoho nekoneéné malych veli¢in, vytvoril mate-
matickou symboliku, kterou uZivime dodnes.

I kdyZ se Newton a Leibniz dostali do rozsidhlého (misty nechutného) prio-
ritnfho sporu, ktery nepusobil pozitivné na jejich nasledovniky, vytvorfili spolu
aparat moderni matematické analyzy. Ten ve své zarodeéné podobé byl dlouho
zdkladem matematického uvaZovani a bouflivé se béhem osmnictého stoleti
rozvijel.

Leibniz s Newtonem propojili navzdjem integrovani a derivovani. Proti his-
torickému vyvoji se prvotnimi staly diferencidlni metody, miZe za to patrné
zdjem o fyziku a objev toho, Ze tetna (derivace) méa souvislost s okamZitou
rychlosti. Integral funkce f : [a,b] = R se poéital na zékladé fundamentélniho
vztahu matematické analyzy

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a), (1)

kde F : [a,b] — R je primitivni funkce k funkci f, tj. plati

P @) = f(a).

Vytvafené matematické metody byly pfimo svizany s potfebami fyziky, po-
stupné se objevoval pojem funkce, vyvijel se nazor na to, co funkce je a vladlo
vSeobecné piesvédéeni, Ze diive ¢i pozdéji bude dofeSeno vSe, co s matematic-
kou analyzou souvisi. Projevovalo se to konkrétné napiiklad v pfesvédéeni, Ze
bude vZdy mozné funkci derivovat a Ze bude vZdy moZné ji integrovat tim, Ze se
uZije fundamentalniho vztahu (1). JestliZe se ndm dnes takové pfesvédéeni zd4
byt ponékud pfehnané, je to zejména tim, Ze mame jinou piedstavu o tom, co
je funkce. Newtonovo presvédceni mélo zdravy podklad v tom, Ze jeho funkce
byly v podstaté polynomy.

Osmnaécté stoleti se neslo ve znameni velké ofenzivy matematické analyzy
do oblasti, které bychom dnes Fikali aplikace matematiky. Tehdy ovSem nebylo
mozno napf. odli§it matematika od fyzika. Pfedstavitelem takové ,integralni“
védy je Leonhard Euler (1707 — 1783). Reprezentuje obdobi konsolidace a uZiti
velkych objevii Newtona a Leibnize ze 17. stoleti. Euleriv soufasnik J. d’A-
lembert (1717 — 1783) razil heslo ,Postupujme vpfed, pfesvédéeni se dostavi
pozdéji!“. S postupem doby vSak uzivani matematickych metod ve fyzice stile
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vice narusovalo idedlni pfedstavy o matematickych objektech, které je zdhodno
studovat. Z hlediska naSeho pfedmétu se to tykalo zejména toho, co je funkce.

Pfedstava, ktera se mezitim vZila, totiz Ze funkce musi byt dana tymZ ana-
lytickym vyrazem vSude tam, kde se vySetfuje, byla z hlediska uZiti ve fyzice
shleddna nerealistickou. V poslednim desetileti védecky mimofadné plodného
osmnéctého stoleti pak J. Fourier (1768 — 1830) narusil vZité pfedstavy o tom,
Ze funkce, které lze vySetfovat, musi byt spojité. V historickych pojednéanich
se dosti spekuluje o tom, jak jednotlivi matematici na p¥elomu 18. a 19. stoleti
chépali pojem funkce. Néktera Fourierova vyjidieni k tomuto tématu (napf.
v jeho dile Théorie analytique de la chaleur) dne$nimu matematikovi mohou
byt z jistého hlediska blizka, protoZe si je miZeme vyloZit jako uréeni funkce
pomoci pfedpisu, kterym je bodu z v defini¢nim oboru pfifazena jedina funkéni
hodnota f(z). PfestoZe je pojem funkce din dosti obecné&, zd4 se zejména podle
toho, jak se s funkcemi zachézelo, Ze veSkeré funkce v té dobé byly pfinejhordim
po &astech hladké s nejvyse koneénym podtem bodi nespojitosti v kazdém ko-
ne¢ném intervalu. Pojem spojitosti byl rovnéz spiSe intuitivni — souvisel (fe¢eno
v dnesni terminologii) s pfedstavou souvislosti grafu funkce.

A. — L. Cauchy a jeho pfistup k integraci

Do 19. stoleti vstoupila matematickd analyza dosti nejisté pokud jde o pfed-
stavu o objektech, které zkoumala. Byla zjevnd potieba piesnéji vymezit po-
jmy, se kterymi se pracuje. Kup¥. presnad formulace pojmu spojitosti funkce
pochézi od Bernarda Bolzana (1781 — 1848). Upiesiiovany byly i dalsi pojmy;
A. — L. Cauchy (1789 — 1857) zopakoval Bolzanovu definici spojitosti funkce
v r. 1821 ale neni zcela zfejmé, zda — vzhledem k Bolzanové izolaci v Praze —
jeho préci znal.

Cauchy se vénoval také upiesnéni pojmu integralu. V osmnactém stoleti
byl integral jednoduse povaZovén za inverzni operaci k derivovani a funkce se
integrovaly pomoci Newtonova fundamentalniho vztahu (1).

Na Eudoxovu exhaustivni metodu se jakoby pozapomélo, byla vSak oblas
uZita pfi aproximaci velikosti plochy pod kfivkou v kartézském systému v ro-
viné, kdyZ k dané funkci nebylo vhodné nebo moZné uréit primitivni funkci.

V roce 1823 Cauchy formuloval novou definici integralu a zabyval se jeho
existenci pro pomérné Siroku tfidu funkci. Pro spojitou funkci f : [a,b] - R
postupoval Cauchy takto:

Rozdélil interval [a,b] na n ¢asti pomoci bodi @ = zp,%1,%2,...,Zn = b.
Tomuto dé&leni D intervalu [a, b] pfifadil aproximujici soudet

S = f@im) (@i - zio1), (2)

i=1

kterym vyjadfil soudet obsahli obdélniki se zdkladnou [z;—;, z;] a vyskou f(z;—1)
s imyslem definovat integral [ : f(z)dz jako limitu souétd tvaru (2), kdyZ maxi-
mum délek ,délicich“ intervald [z;_;, z;] bude konvergovat k nule. Upozoriiuji
na to, Ze pfi vytvéfeni sou¢tu S Cauchy pro interval [z;—1,z;] pouZiva funkéni
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hodnoty funkce f v levém bod& tohoto intervalu. Podobné& by se dalo pouZit
funkéni hodnoty f(z:) v pravém koncovém bod8. Obdobné pojmy se uZivaji
dodnes pod nizvem levy resp. pravy Cauchytiv integral.

Cauchy se samozifejmé snaZil ukazat, Ze tato limita existuje. K tomu pozna-
menal ... kdyZ délky délicich intervali jsou velmi mal€ a jejich poéet n velmi
velkyj, bude mit zpusob rozdéleni pouze neznatelny vliv na hodnotu S.

K diikazu pouZil tohoto vysledku:

Kdyz jsou a1, 09,...,a, kladni a a;,a3,...,a, libovolni &isla, potom

n n
Za.-a.- =E(a1 +a2+---+a,.) =EZa,-,

i=1 i=1

kde @ je n&jaka hodnota, kters le%i v intervalu [min a;, max a;].
KdyZ% poloZime a; = z; — z;—; a a; = f(zi—1), dostaneme pro soudet (2)

S = Ezn:(z'i —z;3) =a(b-a),
i=1

kde @ je nékde mezi hodnotami min f(z;—;) a max f(z;—1) a dle vity o me-
zihodnotéach spojité funkce musi proto byt @ hodnotou funkce f v nékterém
z bodi intervalu [e, b], tj. @ = f(a + 6(b— a)) s 8 € [0,1], a tedy

S = f(a+6(b—a))(b—a). 3)
V dal$im pak Cauchy vySetfuje pfipad, kdy% se déleni
D : {a = zo,21,22,...,2n = b}

zjemni délenim D’, kde kaZdy interval z d&leni D’ je &4sti nékterého z intervali
[Zi-1,2;] v déleni D. Pak lze soudet S’, ktery odpovid4 novému déleni D’ psat
ve tvaru

S'=8+85+---+8S.,

kde S} je soudet t&ch &lend z S’, pro které pfisluiné intervaly d&leni D’ lezi
v k-tém intervalu [zr—1, z)] d&leni D.
Kdy% nyni pouZijeme (3) na kaZdy takovy interval [zx—1,zk], dostaneme

Sk = f(zr-1 + Ok (Tk — Tk—1))(Tk — Tk—1)
pro k=1,2,...,n a n&jaké 6; € [0,1]. Proto médme

8' =" f(@k—1 + Ok(z — Tk—1))(Th — Tk—1) 4)
k=1

a oviem

S -S= i(f(wl,_l + Or(zx — Th—1) — f(Z—1))(Tk — Th—1)- (5)

k=1
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Odtud Cauchy pak vyvozuje, Ze ... hodnota S vypocitand tak, Ze intervaly
[Zk-1,zk], k = 1,2,...,n jsou malé, se znatelné nezméni, kdyz se prejde jiné-
mu zpisobu vypoctu, kde se kaZdy z prvki déleni [Tr—1, k] rozdéli do mnoha
dalsich.

Z dneSniho hlediska zde Cauchy neni zcela pfesny, protoze ze vztahu (5)
(spravné !) usoudil, Ze (v pfekladu do dneSniho zpisobu zépisu) pro kazdé
e>0je

|S" - 8| < Z |f(@r—1 + Or(zr — TR—1) — f(Zh—1)|(Tk — Z—1) <
k=1

n
<e Z(xk —z_1) =€(b—a)
k=1

jakmile je déleni D dost jemné. Nepiesnost spo¢ivd v tom, Ze tuto Gvahu lze
provést na zéklad& poznatku, Ze spojita funkce f na intervalu [a, b] je stejnomér-
né spojitd, tj. Ze ke kazdému e > 0 existuje § > 0 tak, Ze kdyz je z',z" € [a, b],
|z’ — z"'| < d, potom |f(z') — f(z")| < e. Tento pojem ale v té dobé jesté nebyl
zndm, Cauchy jej moZné ,citil“, ale nepovaZoval za nutné se o tom zminit.

Déle Cauchy postupoval uZ obvyklym zpiisobem; ke dvéma délenim D; a
D, intervalu [a, b] uréil jejich spoleéné zjemnéni D a s jeho pomoci ukézal, Ze
pro integralni souéty S; a S; odpovidajici délenim D; a D, plati

Sl —S2 zn(b_a’)a

kde n je v absolutni hodnoté malé a déleni D; a D, sestivaji z dostateénd
malych (co do délky) intervald.

Odtud pak klasickou ,,cauchyovskou“ argumentaci dochazi k tomu, Ze inte-
gralni souéty jsou blizké jisté limité, ktera se prohlasi integralem f: f(z)dz.

Tyto vyklady lze nalézt v ,Résumé des lecons donnés a 1' Ecole Royale
Polytechnique sur le calcul infinitesimal“ z roku 1823 a jsou vlastné konspektem
Cauchyovych prednisek. Vyklad pak pochopitelné pokratuje dile, jde o kurs
integralniho poctu.

Zde se spokojime s Cauchyovou definici s pozndmkou, Ze méla pochopitelné
dobové vady. Je tieba kupfikladu Fici, Ze v té dobé nebylo nic znadmo o Gplnosti
redlnych &isel a tak vlastné bylo i nekorektni soudit, Ze pfi limitnim piecho-
du pfes zjemiujici se déleni integralni souéty tvaru (2) skuteéné k né&jakému
redlnému ¢&islu konverguji. Pocatkem 19. stoleti jeSté nebyla doba zrald na to,
aby byla redlna ¢isla chipana v dne$nim smyslu slova, Gplnost byla pokladana
z geometrickych divodi za samoziejmost. Teprve v r. 1872 byly publikovany
prvni préce, které se tykaly konstrukce redlnych &sel (R. Dedekind, G. Cantor,
Ch. Meray, E. Heine). Proces aritmetizace analyzy ale v té dob& uZ zapocal
a pravé Cauchy k tomu nemalou mérou pfispél. Jeho matematické Gvahy a
dikazy jsou toho druhu, Ze je lze bez vétSi namahy preklddat do dneSni Fe-
¢éi aritmetizované analyzy. Stejné tak uZz tou dobou bylo zaseto sémé rozluky
analyzy s geometrii.
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Bernhard Riemann

2w

Georg Friedrich Bernhard Riemann se narodil 17. zafi 1826 ve vesnici Bre-
selenz (pobliz Dannenbergu v kralovstvi hannoverském).

Otec Friedrich Bernhard Riemann tam byl kazatelem. B.Riemann byl druhé
z Sesti déti rodiny. Vzdélani B.Riemanna obstarival dlouho sdm jeho otec.

Od roku 1840 byl mimo domov, 1840 — 1842 na lyceu v Hannoveru, 1842
— 1846 v Johanneu v Liineburgu. Jevil zijem o matematiku a vénoval se ji
v méfitku daleko Sir§im, neZ se na gymnéziu Zadalo.

Na Velikonoce 1846 nastupuje na univerzitu v Goéttingen. Imatrikulovan byl
jako student filologie a teologie (kviili otci a ne pfili§ dobré finanéni situaci ro-
diny). Poslouchal ale i matematické pfednasky (numerické fefeni rovnic - Stern,
zemsky magnetizmus — Goldschmidt, metoda nejmensich ¢tvercld — Gauss, ur-
ité integraly — Stern). Shledal, Ze jeho sklon k matematice je veliky a poZadal
otce o svoleni, aby se ji mohl vénovat zcela. Na univerzité v Gottingen ptisobil
sice je§té Gauss, pfednasel vSak uZ jen néco z aplikované matematiky, jinak byl
repertoar vyCerpan a Riemannovi tato univerzita nemohla nic podstatné nové-
ho dét. Od 1847 byl proto na univerzité v Berling, kde setrval do roku 1849.
Poslouchal napf. u Dirichleta teorii ¢isel, teorii ur¢itych integrali a parciél-
nich diferencidlnich rovnic, u Jacobiho analytickou mechaniku a vySSi algebru.
V r. 1849 se vratil do Gottingen a nav§tévoval jeSté po dalii tii semestry né-
které pfirodovédné a filozoficky zaméfené prednasky. Pracoval na své disertaci
»Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdnderlichen
complexen Grosse* (Zdklady obecné teorie funkci jedné proménné komplexni
veli¢iny). Préci pfedloZil v listopadu 1851 filozofické fakulté. Prici velmi uznale
posoudil Gauss, s pfedloZenim prace se Riemann pozdrZel kviili pracem experi-
mentalni povahy pro pfirodovédny seminaf a pak také proto, Ze vénoval velkou
péci zplisobu prezentace prace.

Potatkem prosince r. 1853 odevzdal Riemann sviij habilita¢ni spis ,,Uber
die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe* (O re-
prezentovatelnosti funkce trigonometrickou fadou).

Riemann byl v té dobé v matematicko — fyzikdlnim seminafi asistentem
W. Webera. Zabyval se zéklady fyziky — zejména obecnym vySetfovanim sou-
vislosti mezi elektfinou, svétlem a magnetizmem. Byl ucasten i na fyzikdlnich
experimentech.

Habilitaéni prednéska ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grun-
de liegen“ (O hypotézach, které jsou zdkladem geometrie) byla zvolena na zi-
kladé pfani Gausse, ktery byl ziejmé zvédav, jak tak mlady muZ toto obtiZné
téma pojedni. Gaussova ofekavani Riemannova pfednaska daleko piekonala,
vyjadfil se o ni (proti svym zvyklostem) mimofadné viele a vysoce hodnotil
hloubku pfednesenych myslenek.

Na podzim Riemann pfednaSel sviij prvni kurs, pfednisku nav§tévovalo osm
posluchaci (bylo to vice neZ ofekaval). Pfedmétem prednasky byla teorie par-
cialnich diferencidlnich rovnic s aplikacemi na fyzikilni problémy. Vzorem mu
byly Dirichletovy berlinské piednasky na stejné téma. V souvislosti s pfednas-
kami konstatuje Dedekind v Riemannové Zivotopise, Ze Riemann mél s Gstnim
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projevem jisté potiZe zejména proto, aby se pfizptisobil pomalejsimu chapani
svych poslucha¢ — nejenom studentii. Nebylo vZdy jednoduché sledovat jeho
. tvahy, které probihaly ve velkych krocich. Sledoval jak se jeho posluchadi tvari
a byl pfekvapen tim, Ze musel podrobné dokazovat to, co jemu samotnému pii-
padalo skoro samoziejmé. To se ale s postupem &asu se ziskanymi zkuSenostmi
ztratilo a stal se dobrym a oblibenym pfednasejicim.

Po Gaussové smrti (22. Gnora 1855) byl z Berlina do Géttingen povolan
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859). Pfi této prileZitosti byla snaha
jmenovat Riemanna mimofddnym profesorem, snaha byla bezvyslednd, vlidou
mu ale byla poskytnuta remunerace ve vysi 200 tolard, jakkoli byla tato suma
malé, poskytla Riemannovi jistou tlevu.

V roce 1855 — 1856 poprvé piednéSel o teorii Abelovych funkci. Timto té-
matem se Riemann zabyval uZz v letech 1851 a 1852 a pfi své pfednisce se
velmi intenzivné zabyval literdrni zpracovanim tohoto tématu. Rukopisy ode-
slal v poloviné roku 1857 Borchardtovi do Journal fiir reine und angewandte
Mathematik, byly to ¢tyfi prace k tomuto tématu. Price jej velmi vyéerpavala
a ptisobila na jeho zdravotni stav. Po odpoéinku byl 9. listopadu 1857 jmenovan
mimoiddnym profesorem na filozofické fakulté v Goéttingen a jeho remunerace
byla zvy3ena na 300 tolard. Tou dobou umira jeho bratr a posléze i jedna ze
sester a Riemann se ocitl v hluboce depresivnim stavu. Jeho dalsi sestry se
k nému na poééatku roku 1858 pfestéhovaly a to spolu s postupné naristajicim
uznanim v&decké price zvedlo Riemannovo sebevédomi a dodalo novou chut do
préce.

Sezndmil se s italskymi matematiky Brioschim, Bettim a Casoratim, se kte-
rymi pak pozdé&ji navizal znovu kontakty. 5. kvétna 1859 zemfel Dirichlet,
ktery po dobu svého pisobeni v Gottingen Riemanna velmi uznaval a usiloval
o zlepSeni jeho materiilnich podminek. Vladda po Dirichletové smrti nepozvala,
na uprizdnéné misto né€koho zvenku, Riemanniv véhlas byl uz tak velky, Ze
byl 30. éervence 1859 jmenovan fadnym profesorem a v prosinci zvolen fadnym
¢lenem udené spoleénosti. Piedtim ale uz byl zvolen korespondujicim ¢lenem
fyzikilné — matematické t¥idy Berlinské Akademie v&d. (Riemann byl vedle to-
ho ¢lenem Bavorské akademie véd, Francouzské Akademie a ¢lenem londynské
Royal Society.)

V roce 1860 navstivil Riemann PafiZ, ukonéil pojednédni o pohybu tekutého
elipsoidu a vénoval se zpracovani tlohy na cenu francouzské akademie o teorii
vedeni tepla na zakladé svych vysledki o zdkladech geometrie.

Toto $tastné obdobi Riemannova Zivota vrcholi 3. ¢ervna 1862 siiatkem se
sle€nou Elisou Kochovou, pfitelkyni jeho sester. UZ v ¢ervenci tohoto roku ale
dostal Riemann zanét pohrudnice, ze kterého se sice brzy uzdravil, ale ten se stal
zdrojem jeho budoucich plicnich potiZi. V listopadu 1862 se vydal na léebny
pobyt v Italii, jeho stav se zlep#il a v Cervnu 1863 se vratil domi poté, co navazal
prételstvi s prof. Enricem Bettim v Pise. Na cesté domi znovu onemocnél. Brzy
se Riemann rozhodl za G¢elem ozdravéni znovu odjet do Itilie. Cestu nastoupil
21. srpna 1863 a v prosinci toho roku se mu v Pise narodila dcera. V Pise se
Riemann doéasné usadil, pozvani na misto profesora, kterého se mu dostalo uZ
v roce 1863 prostifednictvim Bettiho vSak odmitl, protoZe se na jedné strané
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obaval profesionalni zitéZe s tim spojené a na strané druhé citil povinnost ke své
materské univerzité, kde chtél pokraovat ve své ulitelské ¢innosti. Riemanntv
zdravotni stav se nezlepSoval a tak se rozhodl vratit se do Gottingen, tam
dorazil v F{jnu 1865 a proZil tam pfijatelné zimu, ob¢as mohl i pracovat, dokon¢il
pojednani o nulovych bodech theta — funkci a pfenechal zpracovani pojednéni
o minimdlnich plochach svému byvalému Zikovi Hattendorfovi. V poslednich
mésicich se vénoval sepisovani pojednani o mechanice ucha, toto pojednéani
ale zilistalo uz nedokonéeno, jeho fragmenty byly publikoviny po jeho smrti.
V nadéji, Ze nabere pro dokonéeni svych praci nové sily, rozhodl se Riemann pro
dal3i navstévu Italie, cestu nastoupil 15. ervna 1866 v prvnich dnech prusko —
rakouské valky. 28. éervna dorazil k Lago Maggiore. Jeho sily rychle ubyvaly a
sam poznal zfetelné bliZici se konec. Je$té den pfed smrti ale pracoval. Bernhard
Riemann byl pohifben na hibitové u kostela v Biganzolo. Na jeho ndhrobku
stoji:

Hier ruhet in Gott
GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN, Prof. zu Géttingen,
geb. in Breselenz 17. Sept. 1826,
gest. in Selasca 20. Juli 1866.

Riemannovy sebrané spisy (Bernhard Riemann’s gesammelte mathematische
Werke und wissenschaftlicher Nachlass. Herausgegeben unter Mitwirkung von
R. Dedekind von H. Weber. Leipzig, B. G. Teubner, 1876) obsahuji publikované
préace a rovnéZ price z rukopisné pozistalosti, ktera byla po Riemannové smrti
v rukou R. Dedekinda. Dedekind rovnéz do tohoto svazku pfispél Riemannovym.
Zivotopisem, ktery mi poslouZil jako zdroj této biografické poznamky. Dalsi ¢ast
Riemannovy pozistalosti pak byla publikovana je§té v roce 1902 jako dodatek
k jeho sebranym spisim. Obsahuje zejména zdznamy jeho prednisek.

Riemanniv integral

V roce 1854 B. Riemann znovu nastolil otdzku, co vlastné je f: f(z)dz. Pt4
se vlastné jak se ma chapat to, s ¢im se uZ vice neZ jedno stoleti pracovalo a
co prinéselo uzitecné poznatky a bylo béZné uzivano ve fyzice.

Dejme ale slovo B. Riemannovi citaci nékterych pasdzi z jeho habilita¢ni-
ho spisu ,,Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe“: '

Neurcitost, kterd jesté v nékterych zakladnich bodech teorie urcitého integrilu
panuje, nas nuti predeslat néco o pojmu urcitého integralu a o rozsahu jeho
platnosti.

Tedy za prvé: Co se md rozumét pod f: f(z)dz ¢

Abychom toto stanovili, zvolme mezia a b sefazenou dle velikosti fadu hodnot
T1,Z2,...,Zn—1 @ 0znacéme kvili kritkosti x1 — a znakem 6y, x3 — T znakem
d2,...,0—x,_1 2nakem 4, a bud’e kladny pravy zlomek. Potom hodnota souétu

S= 51f(a + 5161) + 62f(.'121 + 8252) + 53f(132 + 6363) +---+ 6,.f(x,._1 + En(s,,)
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bude zdviset na volbé intervald 6 a velidin €. Bude - li nyni mit (ten soucet
[S.S.]) tu viastnost, Ze af jsou zvoleny & a € jakkoli, bude se nekoneéné bliZit
k pevné hranici A Jakmzle budou viechna d nekoneéné mald, pak se tato hodnota
(tj. A [S.S.]) nazgvd f f(z)dz.

Kdyz tuto vlastnost nemd, pak nemd f: f(z)dz vyznam.

Neni pfili§ obtiZné v téchto fadcich rozeznat definici Riemannova integralu
v podobé, kterd ndm je znama z novodobé&jsich uéebnic. Riemann pak pokraduje
kratkym popisem toho, Ze kdyZ dle uvedené definice f: f(z)dz nem4 vyznam,
miZe se integrilu pfesto vyznam nékdy pfipsat a popisuje jak je pomoci limity
definovan nevlastni integral (viz k tomu poznamku niZe).

Srovname-li Riemannovu definici s definici Cauchyovou, vidime, %Ze Riemann
voli libovolng bod &; = z; +¢€;0; v i-tém intervalu [z;—1, z;] v d&leni D intervalu
[a,b] a podobné jako Cauchy definuje integral vztahem

b
[ #@)ds = Jim Zf(e.xx,—z,_l),

kde  znamend maximum délek ¢; intervald [z;—1,z;] v d8leni D. Tim pfimo
zobeciiuje to, jak integral chapal Cauchy. V Cauchyové pfipadé totiz bylo

b n
/a f(z)dz = Sm ; f(i-1)(z: — zi-1),

a to, co Cauchy potieboval k vykladu své definice (pracoval se spojitou funkci!)
ve vztahu (4), se stdva pro Riemanna definici.

Déle pak Riemann postupuje takto:

Vysetifujme nyni za druhé rozsah platnosti tohoto pojmu (rozumdj pojmu
integrélu [S.S.]) neboli otdzku: ve kteryich pfipadech piipousti funkce integraci,
a ve kteryjch nikoli?

Pohlédneme na pojem integralu v uzsim smyslu, tj. predpoklddiéme, Ze soucet
S konverguje, kdyZ se viechna & stanou nekoneéné malymi. KdyZ tedy oznacime
nejvétsi rozkmit (Schwankung, oscilace) funkce mezi a a z1, tj. rozdil jeji nej-
v€tsi a nejmensi hodnoty v tomto intervalu, znakem D;, mezi x; a x3 znakem
D,,..., mezi xo,—1 a b znakem D,, musi byt

01Dy +62D2+ ---+ 0,Dy,

nekoneiné malé€ s nekoneéné malymi hodnotami 6. Predpoklidejme ddle, Ze,
pokud zistanou vsechna & mensi neZ d, nejvétsi hodnota, kterou tento sou-
det miZe nabyt, je A; A pak bude funkci d, kterd s d vidy ubjvd a stane se
s touto veli¢inou nekoneéné malou. Je-li nyni celkovd délka intervali, v nichZ
jsou oscilace vétsi neZ o, = s, pak bude pfispévek téchto intervali k souctu
601D + 02Dy + - - - + 6, D,, ziejmé > os. Odtud je

Qll>

0s <6Dy+66D3+---+6,D, <A, aprotos <
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A
— lze nyni, kdyZ je o ddno, udélat volbou vhodného d libovolné malym; totéZ

;)flati proto i 0 s a tedy se dostane:

Aby soucet S konvergoval, kdyZ budou vSechna &6 nekoneéné mald, je kromé
toho, Ze funkce f(z) je koneénd Zddouci, aby bylo moZno udélat celkovou délku
intervalid, v nichZ jsou oscilace > o, necht uz je o jakékoli, vhodnou volbou d
libovolné malowu.

Tuto vétu lze i obrdtit:

Je-li funkce f(z) vidy koneénd (immer endlich) a kdyZ p¥i nekoneéném uby-
vdni viech veli¢in § se stane celkovd délka s intervali, v nichZ jsou oscilace
funkce f(x) vétsi neZ dand velid¢ina o také nekoneéné malou, pak konverguje
soucet S, kdyZ se vsechna § stanou nekonecné malymi.

Ty intervaly, v nichZ jsou oscilace > o pfidaji k souctu d; D1+ d2Do + - - - +
0nD, hodnotu mensi nez s ndsobené nejvétsi oscilaci (rozkmitem) funkce mezi
a a b, kterd je (dle pfedpokladu) koneénd; zbylé intervaly pFispéji hodnotou
< o(b— a). Zrejmé lze nyni nejprve povaZovat o za libovolné malé a pak jesté
velikost intervali (dle piedpokladu) uréit tak, aby se i s stalo libovolné malym,
¢imé lze soudet 6; D1 +09 Dy +- - -+ 8, D, udélat libovolné malym a tim ndsledné
uzavrit hodnotu souctu S do libovolné izkych hranic.

Nalezli jsme tedy podminky, které jsou nutné a postacujici proto, aby soucet
S pfi nekoneéném ubyvdni velidin 6 konvergoval, a tedy aby v uZsim smysiu
mohla bijt 7e¢ o integrdlu funkce f(x) mezi a a b.

V této ukazce piekladu Riemannova ptivodniho textu se mluvi o integrilu
»V uz8im smyslu“ proto, Ze — jak bylo podotknuto vySe — Riemann mluvi pf¥i
definici i o nevlastnim integralu, definovaném pomoci limit a ten chépe jako
integral ,,v Sir§im smyslu“.

Nevlastni integral

U% vySe jsem se zminil, Ze Riemann ve svém habilitaénim spise rozlisil vlastni
a nevlastni uréity integral (integral v uzsim, resp. §ir§im smyslu). U nevlastniho
integralu jde o situaci, kdy% funkce f(z) je integrovatelnd mezi a + € a b pro
jakkoli malé kladné ¢ aniZ by byla integrovatelnd mezi a a b. KdyZ pak v této

situaci existuje limita
b
li d
lim /a . f(z)dz,

pak se pod pojmem nevlastniho uréitého integralu f: f(z)dz rozumi pravé tato
limita.

Jsou celkem pfirozené varianty tohoto pojmu pro druhy koncovy bod b, pro
oba koncové body a i b nebo pak pro koneény systém bodd v intervalu [a, b],
kroms nich% je funkce integrovatelni. Napf.

b c—E€1 b
z)dr = lim z)d. lim z)dz
[ s = tim [ s@yie+ tim, [ st
pro piipad ,nevlastniho“ bodu ¢ v integraénim intervalu [a,b]. Na limity zde
je tfeba hledét jako na sobé nezdvislé limitni p¥echody. MiZe se stat, Ze pra-
v4 strana tohoto vztahu mé smysl pouze pro specidlni limitni pfechod, nap¥.
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pro €1 = e2. Tento zvlastni piipad najdeme uz u Cauchyho, ktery jej nazval
hlavni hodnotou integralu (valeur principal) fab f(z)dz.

Riemanniv priklad nespojité funkce

Je na misté podotknout, Ze Riemann pfi své definici nikterak nespecifikoval
funkce, pro které sviyj integral definoval. Jednoduse pojednava o funkcich, které
pripoustéji integraci, feCeno dne$nimi slovy _integrovatelnymi funkcemi. Zavadi
tak novou tfidu funkci, které je vhodné a Gcelné zkoumat. Sdm k tomu ik
toto:

Poté, co jsme vySetfili podminky pro moznost uréitého integrdlu obecné, tj.
bez zvldstnich predpokladi o povaze integrované funkce, budiZ nyni toto vyset-
fovdni ve zvldstnich pFipadech zéasti poufito, zédsti ddle rozvinuto, a sice pro
funkce, které jsou mezi dvéma jakkoli blizkymi hranicemi (body [S.S.]) neko-
necné casto nespojite.

JelikoZ na tyto funkce jesté nikde nebylo pohlédnuto, bude dobré wvyjit od
jistého prikladu.

Poté udavd Riemann tento ptiklad (uvedu jej v dnesnim havu, abych se
vyhnul jisté tézkopéadnosti a ponékud kroucené ¢eské podobé pokusti o doslovny
preklad Riemannovy némdiny):

OBR. 6. Riemannova nespojitd funkce

Bud -
0=y "2,

n2
n=1

kde (z) oznacuje rozdil mezi = a nejbliz§im celym ¢&islem kdy% z neni tvaru

1 1
k+ X (k celé) a (z) = 0, kdyZ je z = k + > kde % je celé. Funkce (z) ma

1 1
nespojitost v kazdém bodé k + > k je celé. Limita zleva této funkce v k + 3
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. PR S o1 )
k je celé je 3 a limita zprava je ——; funkéni hodnota v tomto bodé je 0. Rada
pro f(z) konverguje (dokonce stejnomé&rné, to viak Riemann nefik4) pro kazdé
z a kdyZ je z = -2%, kde p,n jsou nesoudélna, je

1 «— 1 w2
f(x+)=f($)“2-n—2§m5=f(1)‘m

1 &1 ?
f(x—)=f(z)+—2;§m=f(“’)+ 12n2‘

Jinak pak viude je f(z+) = f(z) a f(z—) = f(z) (zde f(z—)resp. f(z+)
znamend limitu funkce f v bodé z zleva, resp. zprava).
KdyZ oznacime

“)(f1 [av ﬂ]) = Ssup f(y) — inf f(y)

y€[a,B] y€[a,f]
oscilaci funkce f v intervalu [e, ] a
w(fa JS) = hmw(fv [.’L' —&T+ 5])
el0

oscilaci funkce f v bodé z, dostaneme pro z = 2£, kde p,n jsou nesoudélnd
n

z vySe uvedenych jednostrannych limit rovnost

wifia) = 2.

8n?

Odtud pro dané o > 0 existuje jen koneny podet hodnot n, pro které je
™ . . -

) > o a proto v kazdém kone¢ném intervalu je jen kone¢ny pocet hodnot z
tvaru z = _1_7_, kde p,n jsou nesoudélnd, pro které je skok funkce f vétsi nez
predepsand hodnota o > 0. Tento konecny pocet hodnot tedy lze uzaviit do
systému intervali libovolné malé celkové délky. To z vySe podrobné citovanych
Riemannovych Gvah vede k zdvéru, Ze integral z této pomérné divoce nespojité
funkce existuje pfes kazdy omezeny interval.

Darbouxtv integral

Pfipomeiime na tomto misté je§té Gastona Darbouxe (1842 — 1917) a jeho
praci ,Mémoire sur les functions discontinues“ z Ann. Ecole. Norm. Sup. z roku
1875. .

Darboux ukazuje, %e kdyZ je funkce f(x) omezena, potom horni integralni

soulet
n

Y sup f(O)(wi— i)

i—1 §€lzi-1,3:
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a dolni integralni soucet

n

Z se[zi.vxifz,z.-] FE)(z; — zi1)

=1

prodéleni D:a =129 < z1 < - < Tn_1 < T, = b intervalu [a, b] maji limitu,
pokud max;(z; — z;—1) — 0.

Tyto limity jsou horni integral [ : f(z)dz a dolni integrél [ : f(z)dz pro horni,
resp. dolni integralni sou¢ty. Pokud horni a dolni integral ma stejnou hodno-
tu, nazyva se tato integralem funkce f. Tato definice integrilu je ekvivalentni
Riemannové definici.

Darbouxova definice zaloZena na hornich a dolnich integralnich souétech se
stala zdkladem vykladu o Riemannové integrilu i u nas (viz napf. K. Petr:
Podet integralni (1915, 2. vyd. z roku 1931) nebo V. Jarnik: Integralni poéet I.
resp. piivodni verze Uvod do integralniho po&tu z roku 1938).

Nulové mnoZiny

Paul Dubois-Reymond (1831 — 1889) ve své prici ,,Die allgemeine Funktio-
nentheorie I.“ v r. 1882 uvadi:
Je-li funkce f(z) takovd, Ze mnoZina

{z;w(f,z) > 0}

je pro kaZdé o > 0 obsaZena v koneéném systému intervali o libovolné ma-
l€ celkové délce, potom je splnéna Riemannove nutnd a postacujici podminka
integrovatelnosti pro funkci f a plati to i naopak.

Poznamenejme, %e v kazdém bodé spojitosti funkce f je w(f,z) = 0.

Tento Dubois—Reymondiiv zpisob prezentace Riemannovy podminky je po-
zoruhodny tim, jak tato podminka v sobé obsahuje pojem nulové mnoZiny
(mnoZiny nulové délky, miry). Vede také pfimo k uréeni pojmu nulové mnoZiny
. Tu lze definovat takto:

MnoZina M je nulovd (nulové délky) jestlize pro kaZdé € > 0 existuje ko-
neény systém intervald I;,i = 1,2,...,n o celkové délce Y, |I;| men3i ne? e,
pokryvajici mnoZinu M.

Pojem nulové mnoZiny vznikl v podstaté soubéZné s Cantorovou teorii mno-
Zin a sdm Cantor mu vénoval jistou pozornost.

Spolu s vySe uvedenou pozndmkou lze nyni bez vétsi ndmahy usoudit, Ze
kdyZ je funkce f integrovatelnd v Riemannové smyslu, je mnoZina jejich bod
nespojitosti nulova.

Uvahy tohoto typu ze sklonku 19. stoleti jsou predzvésti zcela nové a pie-
vratné teorie integralu, ktery byl zaveden a rozvinut Henri Lebesguem (1875
— 1941) hned z podatku stoleti dvacatého. Souviseji rovné% se vznikem pojmu
miry mnoziny.
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Jordanova — Peanova mira

Na nulové mnoZiny lze hledét jako na mnozZiny, kterym je pfifazena nula; ta
v jistém smyslu vypovida o tom, Ze tyto mnoZiny maji nulovou délku (ploZny
obsah, objem), nebo obecné miru. V jistém smyslu bylo pfirozené chtit &iselné
vyjadfit velikost nebo ,miru“ i pro jiné mnoZiny. V devatenactém stoleti by-
ly v tomto sméru udinény jisté kroky. Camille Jordan (1832 — 1922) v préaci
»Remarques sur les integrales définies z r. 1892 (Journ. de Math.) postupuje
v piipadé rovinnych mnoZin takto:

Utvofme v roving &vercovou sit (to znaji dnes u nds i z4ci zakladni skoly
— a co je§té?) tvofenou pfimkami, které jsou rovnobéZné s osami soufadnic.
Necht S je soudet plodnych obsahti viech uzavienych étverct sité, které jsou ve
vnitfku mnoZiny M a necht S’ je soudet plosnych obsahti viech &tverci sité,
které obsahuji alespoii jeden bod hranice mnoZiny M. Soudet S + S’ vyjadifu-
je soucet plosnych obsahi téch &tverci ve étvercové siti, které obsahuji body
uzavéru mnoZiny M. Pfi neomezeném zjemiiovani strany ¢tverch ve ¢tvercové
siti, konverguji éisla S a S+ S’ k limitdm. Prvni z t&chto limit se nazyva vniti-
ni, druhd pak vnéjsi Jordanova - Peanovae mira mnoziny M. JestliZe jsou tyto
hodnoty stejné, nazyva se mnozina M mé¥itelnd v Jordanové — Peanové smys-
lu a spoleénd hodnota vnéjsi a vnitini Jordanovy — Peanovy miry se nazyva
Jordanova - Peanova mira mnoZiny M.

Pfi tomto popisu jsme pouzili jména italského matematika Giuseppe Peana
(1858 — 1932), ktery ve své knize ,,Applicationi geometriche del calcolo infini-
tesimale” z roku 1887 vnéjsi miru mnoZiny uréil jako infimum plo$nych obsahd
systému vSech mnohotuhelnikd, které mnoZinu obsahuji a vnitfni miru mnoZiny
stanovil jako suprémum plo$nych obsahl systému vSech mnohotihelniki, které
jsou v mnoziné obsaZeny. Ekvivalentnost obou zpiisobi zavedeni téchto mér
(tj. Jordanova a Peanova zptlisobu) lze ukizat elementarng.

P¥i pohledu na tyto definice se snadno dostavame k antickym technikdm a
mySlenkdm, které uZivali Eudoxos nebo Archimédes. Jsou vylepSeny o pojmy li-
mity, resp. infima a supréma, které konec 19. stoleti v upfesnéné podobé pfinesl
(a které velmi pravdépodobné dobfe vyjadiuji to, co se antiti matematikové
ve své hriize z nekone¢na bali vyslovit).

Souvislost Jordanovy — Peanovy miry s pojmem Riemannova integralu je
patrna z nasledujiciho tvrzeni, které 1ze nalézt ve vySe zminéném Peanové dile.

Necht je ddna nezéporna omezena funkce f : [a,b] = R Bud

E(f,[a,b]) = {(z,2) € R%;z € [a,],0< y < f(z)}.

K tomu, aby funkce f byla integrovatelna v Riemannové smyslu v intervalu [a, b]
je nutné a staci, aby byla mnozina E(f, [a, b]) mé&fitelnd v Jordanové — Peanové
smyslu. Pfitom plati, Ze hodnota integrilu f: f(z)dz je rovna Jordanové -
Peanové mife mnoziny E(f, [a, b]).

Definitivni podobu ziskala Jordanova — Peanova mira ve velmi prestiznim
druhém vydani knihy ,,Cours d’ analyse“ od C. Jordana z r. 1893 a je proto
nazyvana ¢asto i Jordanovym objemem. Je totiZ zcela nasnadé, Ze techniku,
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kterou jsme popsali pro pfipad rovinnych mnoZin lze pfenést i do vyssich di-
menzi.

Nakonec je$té pfipomefime, Ze Vito Volterra (1860 — 1940) v roce 1881 sestro-
jil priklad spojité funkce, kterd ma omezenou derivaci, ktera neni riemannovsky
integrovatelna. V tomto piikladu jde o to, Z%e je k dispozici primitivni funkce
a jeji derivace, ale integral z této derivace vytvofeny jako ,limita“ riemannov-
skych integralnich sou¢tl neni vhodny k tomu, aby platil zdkladni newtonovsky
vztah F(b) — F(a) = f: f(z)dz. Volterra tak uréil vlastné funkci, kterd m4a Ne-
wtonidv integril ale nem4 integral Riemanniv. Odhalil tak to, Ze Riemanniv
integral neni univerzilni.

Tim lze pfehled o pfistupu k integrilu v 19. stoleti uzavfit. K tomu, jak na
integral hledime dnes ale je je§té dlouh4 cesta. Nejde ani tak o ¢as, ktery musel
uplynout, spiSe jde o pfevratné novy pohled, ktery pfinesl uZ v r. 1902 Henri
Lebesgue ve své doktorské disertaci, ve které usiloval o vystavbu univerzalniho
integralu.

Zavérem

Pfi pokusech bilancovat pfinos minulého stoleti do oblasti matematické ana-
lyzy je obtiZné jej stru¢né popsat jinak, nez Ze byl mimofadné velky. Poznéni se
posunulo dopfedu, upfesnilo se. Z hlediska dneSnich dnil (a stavu matematiky
v nich) v8ak je mnohé uZz zasuto, zapomenuto. Myslim, Ze se nezfidka znovu
objevuje to, co uZ tenkrit objeveno bylo.

Mnoho je i otdzek souvisejicich s historickym badénim nad starymi materia-
ly. Jsou zajimavé specialni otdzky matematiky, ale myslim, Ze z naSeho hlediska
jsou velmi zajimavé i otdzky regionalni.

Neni snad tajemstvim, Ze naSe teritorium v minulém stoleti mohlo vykazat
snad jediného matematika velkého formétu — B. Bolzana. Jeho osudy vSak byly
toho druhu, Ze $e ve své dobé& vyraznéji do matematiky nezapsal. Jsou hezké
spekulace na téma, co by se stalo, kdyby Bolzano nepfijal misto profesora ni-
boZenstvi a usedl v Praze na stolici matematiky misto P. Jandery. Zistavaji
ale jenom spekulacemi, které jsou vSak zarovei tim nepfijemnéjsi, ¢&im vic vime
o tom, co vSechno z matematiky a jejich zdkladi Bolzano znal a umél. Myslim,
Ze by bylo velmi uZite¢né v budoucnu bliZe a kriticky popsat situaci v mate-
matice na naSich univerzitidch v minulém stoleti. Dosavadni prace na toto téma
jsou spiSe kusé a netplné.
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