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MERCATORUV PRINOS PRO
MATEMATICKOU KARTOGRAFII

RADKA SMYKALOVA
Uvod

Tématem ¢lanku je pozemska zalezitost. A to védni obor, ktery se
zabyva vytvafenim map. Je vSeobecné zndmo, Ze se ndm nepodaii pfi-
macknout slupku od pomerance na stil, aniz bychom slupku potrhali.
A to bez ohledu na to, jak opatrné bychom se to snazili provést, néjaka
deformace bude nevyhnutelna. Pfekvapivé az do poloviny 18. stoleti ne-
byl tento fakt dokézan matematicky. Podle jedné Eulerovy véty vime,
Ze je nemozné zobrazit kouli na plochy list papiru bez zkresleni. Kdyby
byla Zemé valcem nebo kuzelem, kartografova tiloha by byla jednodussi.
Tyto povrchy jsou rozvinutelné — mohou byt srovnany do roviny bez
jakéhokoliv sraZzeni ¢i natahovéani. Ale zaklad geometrie koule je v pod-
staté odlisny od geometrie v roviné. Tudiz nelze vytvorit mapu Zemé,
ktera presné reprodukuje vSechny znaky.

Matematicka kartografie

Zakladnim tkolem matematické kartografie je teoretické i praktické
vyfeSeni pfenosu riznych bodu a car z referen¢ni plochy (z elipsoidu
nebo koule) do zobrazovaci roviny. Tento pfenos je nazyvan kartografic-
kym zobrazenim referenc¢ni plochy do roviny.

V rovinném obrazu referen¢nich ploch jsou vzdy zkresleny vzajemné
polohy bodi i tvary ¢ar. Zkresleni obecné roste s rozmeéry tizemi zobraze-
ného najednou do roviny. Matematicka kartografie se podrobné zabyva
studiem zakont zkresleni rovinného mapového obrazu. Zkresleni miize
byt délkové, thlové nebo plosné.

Kartografické zobrazeni mize byt definovano geometrickou nebo ma-
tematickou cestou. Zobrazeni definovana geometricky jsou odvozena po-
moci perspektivni projekce referencnich téles na plochy rozvinutelné do
roviny. Jsou proto Casto oznacovana jako projekce. Matematicky defi-
novand zobrazeni jsou mnohem rozsiten€jsi. Velmi vyznamnou skupinu
zde tvori zobrazeni jednoduchd, u kterych plati, ze kazda z obou sou-
fadnic v roviné (kartézskych ¢i polarnich) je funkei pouze jedné ze dvou
soufadnic na plose referenc¢ni, zemépisné délky a sitky. Jednoducha zob-
razeni se nazyvaji podle druhu zobrazovaci plochy, ktera je rozvinu-
telnd do roviny. RozliSuji se zobrazeni wvdlcovd (cylindrickd), kuzelovd



104 RADKA SMYKALOVA

(konickad) a azimutdlni. U valcového zobrazeni jsou poledniky a rovno-
bézky vyjadieny soustavou vzajemné ortogondalnich pfimek. U kuzelo-
vého zobrazeni tvofi poledniky osnovu primek vychazejicich z jednoho
bodu, ktery je soucasné spoleénym stfedem kruznic znazornujicich jed-
notlivé rovnobézky. Kuzelova zobrazeni mohou byt fesena s jednou nebo
se dvéma nezkreslenymi rovnobézkami — teény kuzel nebo seny kuzel.
Azimutélni zobrazeni je meznim pripadem zobrazeni kuzelového, kdy po-
ledniky vypliuji cely kruh. Vrchol kuzele splyne se zemépisnym pélem.
Podle polohy zobrazovaci plochy vici plose referencni se pak rozeznavaji
jednoduché zobrazeni polovd, rovnikovd a sikmad.

Obréazek 2: Rovnikova zobrazeni.

P1i odvozovani rtiznych zobrazeni se vzdy ptihlizi k pozadavkim na
charakter zkresleni rovinného obrazu. Zobrazeni mohou byt pfitom kon-
cipovana jako ekvidistantni (stejnodélnd), ekvivalentni (stejnoplochd),
konformni (stejnoihld) a kompenzacni (vyrovndvaci).

Vratme se nyni k zobrazenim s geometrickou podstatou, kterd jsou
¢asto oznacovana jako projekce.
Nejjednodussi ze vsech projekci je projekce cylindricka. Predstavme



MERCATORUV PRINOS PRO MATEMATICKOU KARTOGRAFII 105

Obréazek 3: Sikmé zobrazeni.

si, ze Zemi zastupuje perfektni kulovy glébus o poloméru R, ktery ovi-
neme valcem, a to takovym zptisobem, ze se valec dotyka glébu na rov-
niku (obr. 4). Dale si pfedstavme, ze paprsky svétla vyzatfuji ze stfedu

Obréazek 4: Globus ve valci.

glébu vsemi sméry. Bod na glébu P je potom promitnut do bodu P,
ktery je stinem nebo obrazem na vélci. Kdyz potom véalec rozbalime, ob-
drzime plochou mapu celého svéta. Témér celého... Severni a jizni pdl,
které jsou na ose valce, maji sviij obraz v nekonecénu.

Je jasné, Ze cylindrickd projekce mapuje vSechny kruznice zemépisné
délky (poledniky) na navzajem rovnobézné svislé pfimky, zatimco kruz-
nice zemépisné Sifky (rovnobézky) se jevi jako vodorovné ¢ary, jejichz
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rozmisténi se zvétsuje se zemépisnou Sitkou. Abychom nasli vztah mezi
bodem P a jeho obrazem P’, musime nejdiive vyjadfit polohu bodu P
z hlediska jeho zemépisné délky, kterou ur¢ime vychodné nebo zapadné
podél rovniku od hlavniho poledniku, ktery prochazi Greenwich v An-
glii, a z hlediska jeho zemépisné sirky, kterou uréime severné a jizné
od rovniku podél poledniku. Oznacime zemépisnou délku a zemépisnou
$itku bodu P pomoci feckych znaki A a . Déle souradnice bodu P’
oznacime x a y. Dostaneme

r =R\ y=Rtgop.
Nejnapadnéjsi znak cylindrické projekce je nadmérné tzv. severo-

jizni natahovani ve vysokych zemépisnych sitkach a z toho plynouci dras-
tické zkfiveni tvaru kontinentt (obr. 5). Samoziejmé tohle zakiiveni je
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Obrazek 5: Cylindricka projekce.

disledkem pfitomnosti tg ¢ ve druhé vyse zminéné rovnici. Cylindricka
projekce je Casto zameénovana s Mercatorovou projekci, které se na prvni
pohled podobé. Nicméné krom faktu, ze obé projekce maji obdélnikovou
sit poledniki a rovnobézek, jsou obé projekce stavény na zcela odlisSnych
principech, jak ostatné za chvili uvidime.

Dalsi znamé promitani se nazyva stereografické, které jiz znal Hip-
parchos ve druhém stoleti pfed nasim letopoc¢tem. Stereograficka pro-
jekcee je jednou z azimutalnich projekci, kdy promitame povrch referencéni
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koule na zobrazovaci rovinu. Umistime glébus na list papiru, aby se ho
dotykal jiznim pélem (obr. 6). Ted spojime kazdy bod P na glébu po-

Obrazek 6: Stereografickd projekce.

moci tsecky s bodem, ktery znaci severni pdl na glébu, a protdhneme
tuto usecku, az protne list papiru, ktery se stava mapou. Prisecik P’
na mapé je obrazem bodu P pravé v zobrazeni, které jsme chtéli popsat.

Stereograficka projekce znazortuje vSechny poledniky jako polopfim-
ky vychéazejici z jizniho pdlu S, zatimco kruznice zemépisné sirky jsou
zndzornény soustfednymi kruznicemi se stiedem S. Rovnik se zobrazi
do kruznice e, kterou mizeme povazovat za kruznici jednotkovou. Cela
severni polokoule je potom mapovana na vnéjsek kruznice e a jizni polo-
koule na jeji vnitiek. Cim bliZe je bod k severnimu pélu, tim dale bude
jeho obraz na mapé od kruznice e. Pouze jeden bod na glébu nebude
mit sviij obraz. Je to severni pol, jeho obraz je v nekonecnu.

Nechf ma glébus jednotkovy primér. To nadm zajisti, ze kruznice e
(rovnik na mapé) bude mit jednotkovy polomér. Uvazujme nyni bod
P se zemépisnou sitkou na glébu ¢. Prejeme si urcit polohu jeho ob-
razu P’ na mapé. Na obrazku 7 vidime c¢ast glébu, kde E pfedstavuje
bod na rovniku. Dale pak |[SN| = 1, |[{ONE| = 45°, |[{EOP| = ¢ a
|{ENP| = %£. Proto [{ONP| = (45° 4+ £) a tudiz P’ je umistén ve
vzdalenosti

ISP’| = tg (45° + g)
od jizniho pdlu S na mapé.

Odvozend rovnice vede k zajimavému vysledku. Necht P a @Q jsou
dva body na glébu se stejnou zemépisnou délkou ale opacnou zemépisnou
sitkou. Jak budou jejich obrazy na mapé souviset? Pii zdméné thlu ¢
v rovnici za —¢, obdrzime

’SQ , (p) B 1-— tg% 1 1

—t (45°——
& 2

T 1ttgf tg(45°+ %) [SP|
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Obrazek 7: Stereografickd projekce.

Cili |[SP’|-1SQ’| = 1. Dva body v roving, které vyhovuji této podmince
a lezi na téze polopfimce s pocatkem S, jsou nazyvany inverznimi body
vzhledem k jednotkové kruznici e. Stereograficka projekce tedy vrha dva
body glébu se stejnou zemépisnou délkou ale opacnou zemeépisnou sitkou
na dva vzajemné inverzni body na mapé. Tohle nam dovoluje vyvozovat
vSechny stereografické projekce z teorie o kruhovych inverzich. Je zndmo,
ze napt. thel mezi dvéma protinajicimi se kiivkami zistava nezménén
neboli je invariantni, kdyz kazdou z kiivek podrobime inverzi. Z tohoto
faktu muze byt ukazano, ze stereograficka projekce zachovava smér ne-
boli je izogonalni. Coz znamena, Ze mald tzemi na glébu zachovévaji
svlij tvar na mapé. Na obrazku 8 vidime severni polokouli ve stereo-
grafické projekci, kde se ovsem glébus dotyka mapy severnim pdlem a
ne jiznim. Je zfetelné, ze tvary kontinentdl na mapé jsou blizké tém na
glébu.

Predstavte si nyni, ze jste navigatorem lodi, kterd ma vyplout z pii-
stavu urcitym smérem. Nastavite svlij kompas na svilij zvoleny smeér,
feknéme 45° vychodné smérem na sever, a potom pevné nasledujete
tento vami urceny smér. Aby se nereklo, budeme ignorovat zalidnéné
pevniny, které mohou byt prekazka nasi cesty. Jakou drahou pak budete
plout? Dlouhd léta bylo v povédomi lidi, Ze draha cesty s konstantnim
smérem (znamé jako ¢ara protinajici vSechny poledniky ve stejném tthlu
— loxodroma) je oblouk na hlavni kruznici (obr. 9). V Sestnactém stoleti
vSak Portugalec Pedro Nunes ukazal, Ze loxodroma je vlastné spiralo-
vita kiivka, kterd se nekonec¢né blizi k obéma pdélim. Holandsky umélec
Maurits C. Escher, ktery zil ve dvacatém stoleti, znazornil loxodromu
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Obrazek 8: Severni polokoule.

v jednom ze svych dél (obr. 10).

Kartografové v Ssestnactém stoleti Celili velké vyzvé: navrhnout tako-
vou projekci, aby se vSechny loxodromy na map¢ jevily jako rovné ¢ary.
Takovad mapa by umoznila navigatorovi spojit body odjezdu a dojezdu,
startu a cile, vypluti a dopluti pomoci rovné linky a nasledné meéteni
thlu neboli sméru mezi touto linkou a severem. Timto zptisobem by
navigator urcoval smér plavby na motfi. Na vSech dosud sestrojenych
mapéach rovna ¢ara, kterd by predstavovala smér pluti, neodpovidala lo-
xodromé na moti. Z ¢ehoz plyne, Ze navigace byla velmi slozitym tkolem.
A také velmi riskantnim. Mnoho zivotl bylo ztraceno kvili selhani lodi
pii dosahovéani cile. A pak se to stalo. Kdyz se jeden vlamsky kartograf
podilel na pomoci ndmofnikdim, jejich dalsi nezdar ho ovlivnil natolik,
Ze se zacal touto problematikou zabyvat.

Gerardus Mercator

Gerardus Mercator, vSseobecné znamy jako nejslavnéjsi kartograf v his-
torii, se narodil 5. biezna 1512 jako Gerhard Kremer ve vlamském mésté
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Obréazek 9: Oblouk na hlavni kruZnici.

Rupelmonde (dnes v Belgii, v té dobé ¢ast Holandska). Pouze dvacet let
pred jeho narozenim Krystof Kolumbus podnikl svoji historickou plavbu
do Nového Svéta, coz mimo jiné vedlo mladého Kremera k myslenkam
o novych zemépisnych objevech. V roce 1530 se pfihlasil na Univerzitu
v Louvainu a po absolvovani se vypracoval do postaveni jednoho z hlav-
nich evropskych kartografii a projektantia. V té dobé bylo obvyklé, Ze si
studovani muzové polatinstili svad jméma. V doslovném piekladu je ho-
landské slovo ,kramer* pfevedeno na ,merchant“, ¢esky nejspis ,kupec*
nebo ,obchodnik“. Tedy Gerhard Kremer zménil své jméno na Gerardus
Mercator a pod timto jménem se i proslavil a byl od té doby znam.

Mercatorova nadéjné kariéra byla ohrozena v roce 1544, kdy byl za-
téen pro kacifstvi. Prosazoval protestantstvi v katolické oblasti. Stézi si
zachranil holy zivot a nésledné uprchl do sousedniho Duisburgu (dnesni
Némecko), kde se usadil v roce 1552 a zustal zde az do konce svého zi-
vota.

Ptred Mercatorem zdobili kartografové své mapy nerealnymi mytolo-
gickymi figurkami a fiktivnimi zemémi. Tyto mapy byly proto spise umé-
leckym vytvorem nez pravdivou prezentaci svéta. Mercator byl prvni,
ktery své mapy stavél vylucné na naprosto exaktnich tidajich. Ty ziskal
diky prizkumim, a tak pfeménil kartografii z uméni na védu. Byl také
prvni, u kterého se objevil svazek kolekci samostatnych map. Tento sva-
zek byl nazyvan ,atlas, u prilezitosti legendarni mytologické postavy,
ktera drzi glébus. Tento umeélecky vyjev zdobil titulni stranu. Atlas byl
publikovan ve tiech ¢astech, posledni z nich spattila svétlo svéta az v roce
1595 po Mercatorové smrti.

Stalo se to roku 1568, kdy Mercator sam sobé ulozil kol vénovat
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Obréazek 10: Loxodroma.

svij ¢as nové projekci mapy, ktera by odpovidala ndmornickym potie-
bam a ktera by premeénila celosvétovou navigaci z ndhodného riskantniho
snazeni na precizni védu. Ze zac¢atku byl nasmérovan dvéma principy:
mapa musi byt rozprostiena do obdélnikové sité, kde vSechny kruznice
predstavujici body téze zemépisné s$irky musi byt reprezentovany vodo-
rovnymi carami, které jsou rovnobézné s rovnikem a stejné dlouhé jako
rovinik. Druhym principem bylo, Ze mapa musi byt izogonalni, jelikoz
pouze a jen u izogonalnich map je zachovan skuteény smér mezi libovol-
nymi dvéma body glébu.

Ted budeme mluvit o glébu. Kruznice zemépisné §itky zmensuji svoji
velikost, kdyz se prislusnd zemépisna sitka zvétsuje, a to az do dosazeni
nulové délky v kterémkoliv z obou pdli. Ale na Mercatorové mapé jsou
tyto kruznice znazornény vodorovnymi ¢arami o stejné délce jako rov-
nik. Tudiz kazda rovnobézka na mapé je vodorovné (to je z vychodu na
zépad) roztafena s jistym koeficientem zavislym na zemépisné sitce dané
rovnobézky. Obrazek 13 ukazuje kruznici se zemépisnou sitkou ¢. Jeji
obvod je 2mr = 2w R cos ¢ na glébu, zatimco na mapé€ je jeji délka 27w R.

2R
2w R cos
nejme, ze tento Cinitel roztazeni je funkce proménné ¢. Tedy ¢im vétsi
je zemépisna Sifka, tim vétsi koeficient roztazeni, jak ostatné ukazuje
tabulka.

Kruznice je tedy roztazena s koeficientem = sec . Pozname-
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Obréazek 11: Gerardus Mercator.

© 0° 15° | 30° | 45° | 60° | 75°
sec o | 1.00 | 1.04 | 1.15 | 1.41 | 2.00 | 3.86

) 80° 85° 87° 89° | 90°
sec ¢ | 5.76 | 11.47 | 19.11 | 57.30 | o

A ted mohl Mercator vytahnout eso z rukdvu. Aby byla mapa izo-
gonalni, s roztazenim vychodo-zapadnich rovnobézek musi soucasné
existovat i stejné severo - jizni roztazeni vzdalenosti mezi rovnobézkami.
A tohle severo-jizni roztazeni se musi postupné zvétsovat, jak se bli-
zime k vySsim zemépisnym S$itkam. Jinak Feceno, stupné zemépisné sirky,
které jsou na glébu stejné umisténé podél jednotlivych polednikt, musi
byt pozvolna zvétSovany na mapé (obr. 14). A to je kli¢ovy princip této
mapy. Nicméné, aby byl tento plan uskute¢nén, musi byt nejdiive ur-
¢eny vzdalenosti mezi sousednimi rovnobézkami. Jak pfesné tohle Mer-
cator dé€lal, neni znamo a stéle se o tom vedou debaty v kartografii mezi
historiky. Nenechal zadny psany zaznam své metody, az na nasledujici
vysvétlujici dopis, ktery byl natistén na jeho mapé:

Pri zndzornovani svéta musime rozvinout povrch koule do roviny,
a to takovym zpusobem, aby se polohy mist na vsech strandch navzd-
jem shodovaly ve skutecném sméru a ve skutecné vzddlenosti. .. S timto
umyslem musime pouZit nové proporce a nové sestaveni poledniki s pri-
hlédnutim k rovnobézkdam. . . Kvuli tomuto divodu jsme postupné zvétso-
vali stupné zemeépisné sirky smerem k jednotlivym polum primo dmeérné
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Obrazek 12: Mercatorova mapa Evropy.

s prodluZovdnim rovnobézek do délky rovniku.

I toto nejasné vysvétleni ndm déava jasné najevo, ze Mercator musel
dobfe pochopit matematické principy, které jsou zakladem jeho mapy.
Kdyz vytvoril sit rovnobézek a poledniki, ztistalo mu uz jen polozit ,kuzi
na kostru®“ neboli pfekryt svoji sit siluetou kontinent, kterd byla zndma
v jeho dobé. V roce 1569 publikoval svoji mapu svéta pod nazvem Novy
a vylepseny popis zemi ve svELE, upraveno a urceno pro uzivdni navigd-
torti. Byla to ohromné mapa, kterd byla kvili vytisténi rozdélena na 21
¢asti a celkové métila 54x83 palcil. Je to jeden z nejvzacnéjsich kartogra-
fickych artefakt v historii. Jsou zndmy pouze tii exemplafe originalu,
které pretrvaly do soucasnosti.

Mercator zemfel 2. prosince 1594 v Duisburgu. Zil dlouhy Zivot, ktery
mu prinesl slavu a bohatstvi. A presto jeho prosluly tspéch — mapa,
ktera nosila jeho jméno — nebyla hned prijata namorni komunitou, ktera
nedokazala pochopit nadmérné prekrouceni tvaru kontinenti. Je fakt,
ze Mercator nedodal uplné vysvétleni, kterak postupné zvétsoval vzda-
lenost mezi rovnobézkami. Tim zpiusobil zmatek v myslich kartografi,
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Obrazek 13: Kruznice se zemépisnou sitkou ¢.

ktefi na jeho dilo chtéli navazat.
Edward Wright

Presné vysvétleni principt, které predstavuji zéklad Mercatorovy
mapy, podal az jeden anglicky matematik. Zil v letech 1560-1615 a
jmenoval se Edward Wright. Ve své praci s nazvem Konkrétni chyby
v navigact, kterd byla publikovana v Londyné roku 1599, napsal:

Cdsti polednikii v kaZdém bodé zemépisné §ivky se musi zvétsovat
se stejnou mirou, jako se zvétsuji sekanty. Neustdlym pricitanim odpo-
vidajicich sekant zemépisné sirce kaZdé rovnobéezky aZ do souctu vsech
predchozich sekant. .. vytvorime tabulku, kterd pravdive ukdZe body ze-
meépisné Sirky na polednicich ndmornickée planisféry.

Jinak Tfeceno, Wright pouzil numerickou integraci, aby vy¢islil
fow sec ¢ dx. Nésledujme jeho plan a pouzijme pritom soucasnou sym-
boliku.

Obrazek 15 ukazuje nahote maly sféricky obdélnik vymezeny pomoci
kruznic zemépisné délky A a A+ A\ a pomoci kruznic zemépisné sirky ¢
a o+ Agp, kde jsou thly A a ¢ méfeny v radidanech. (Jelikoz volba nultého
poledniku je libovoln4, je na obrazku ukazan pouze rozdil mezi zemé-
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Obréazek 14: Roztazeni vzdalenosti mezi rovnobézkami.

pisnymi délkami A\.) Strany tohoto obdélniku maji délky (R cos p)AX
a RAy. Necht bod P(\, ) na sféte prejde do bodu P’ (x,y) na mapé
(kde y = 0 odpovidé rovniku). Potom sféricky obdélnik bude zobrazen
na rovinny obdélnik omezeny piimkami z, x + Az a y, y + Ay, kde
Ax = RAM (obr. 16). Pozadavek, aby mapa byla izogonalni, zni — tyto
dva obdélniky musi byt podobné (coz nésledné znamena, ze smér z bodu
P(\, ¢) do sousediciho bodu Q(A+AN\, p+Agp) je stejny jako mezi body,
které jsou jejich obrazy na mapé). Tedy to nés vede k rovnici
Ay Ay  RAp

Az RAXN  RcospAN’

neboli
Ay = (Rsec p)Agp.

Rovnici Ay = (Rsecp)Ap pomoci moderni terminologie nazveme
kone¢nou diferenéni rovnici. Maze byt vyfeSsena numericky pomoci po-
stupu krok za krokem: polozime Ay; = y; —y;—1, 1 = 1,2,3,..., a sta-
novime pevny priristek Ap. Zacneme s rovnikem (yo = 0). Zvétsime ¢
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S

Obrazek 15: Sféricky obdélnik.

o Ay, vypocitame Ay; z rovnice Ay = (R sec ¢) Ay a potom vypocitame
Y1 = Yo + Ay1. Znovu zvéts§ime ¢ o Ap a vypoclitame yo = y1 + Ays.
A takto pokracujeme, az dosdhneme ke kyzené hodnoté zemépisné sirky.
Tato numericka integrace je unavujici a potfebuje hodné ¢asu na po-
stup, ledaze by nékdo mél programovatelnou kalkulacku nebo pocitac.
Nic z toho v8ak Wrightovi nebylo k dispozici. Nicméné i pfesto dokon-
¢il svlij plan neustale pficitaje sekanty v intervalech po jedné minuté
oblouku. Publikoval své vysledky v tabulce ,,polednikovych ¢asti“ pro
zemépisnou §itku od 0° do 75°. Takze nakonec se prece jen metoda kon-
strukce Mercatorovy mapy stala znamou.

Dnes bychom samoziejmé psali rovnici Ay = (Rsec¢)Agp jako di-
ferencialni rovnici: necht jsou obé hodnoty Ay a Ay nekoneéné malé.
V limité dostaneme diferencialni rovnici

d
% = Rsec p,

jejiz feseni zapiseme urcitym integralem
©
y=R / sectdt.
0

Pouzili jsme ¢ misto ¢ v integrované funkci, abychom rozlisili proménnou
v integraci od horni meze integralu. Dnes je tento integral zadavan ve cvi-
¢eni studentim druhého semestru matematické analyzy. Ale Wrightova
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Obrazek 16: Rovinny obdélnik.

kniha se objevila asi 70 let pred Newtonem a Leibnizem, ktefi vynalezli
kalkul, takze samotny Wright nemohl pouzit jejich techniku. Nemél na
vybér nez sdhnout po vyse popsané numerické integraci.

Jako ucenec napsal Wright svou knihu pro ctenare zkusené v ma-
tematice. Ale jeho teoretickd vysvétleni obycCejnym ndmornikiim fikala
velmi malo. Proto Wright navrhl jednoduchy hmotny model, ktery mél
vysvétlit nezkusenym principy Mercatorovy mapy. Predstavme si glébus
zabaleny do véalce. Glébus se dotykéa valce na rovniku. Nechtf se glébus
zvetsi jako mocovy méchyt tak, Ze kazdy bod na roztazeném globu pri-
jde do kontaktu s bodem na valci a zanecha na ném svou stopu. Kdyz
potom valec rozvineme do roviny, obdrzime Mercatorovu mapu.

Bohuzel pro dalsi generece, a to ne kviili chybé Wrighta, se tento po-
pisny model stal pramenem prezivajictho mytu, ze Mercatorovu mapu
obdrzime promitanim paprski svétla ze stiedu glébu obaleného valcem
(¢imz ziskdme cylindrickou projekci, o které jsme diskutovali diive).
Prakticky vzato Mercatorova projekce neni projekci, alespoii ne v ge-
ometrickém vyznamu slova ,projekce“. Muze byt ziskdna pouze a jen
matematickym postupem, ktery se v jadru tyké nekonecné malych veli-
¢in, tudiz kalkulu. Sdm Mercator nikdy princip valce nepouzival. Jeho
projekce — az na povrchni podobnost — neméla nic spoleéného s cylin-
drickou projekci. Ale jednou stvorené myty umiraji pomalu a jesté dnes
se mlzeme setkat s chybnymi vyroky o Mercatorové projekci v mnoha
zemeépisnych knihach.
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Dodatecné nedorozuméni vyplynulo z nadmérného zkresleni pevnin
na mapé ve vysokych zemépisnych sitkach: napf. Gronsko bylo vétsi
nez Jizni Amerika, ackoli v redlném zivoté je pouhou devitinou jeji ve-
likosti. Navic pfima c¢ara spojujici dva body na mapé nereprezentuje
nejkratsi vzdalenost mezi nimi na glébu, nelezi-1i oba body na rovniku
nebo na stejném poledniku. (Obr. 17). Za tyto nedostatky byla Merca-

50° EL T

\great circle course)
me
odr2

O/f\\'\/‘

Obréazek 17: Loxodréma a nejkratsi vzdéalenost.

torova mapa Casto kritizovana. Anonymni Wrightiv vrstenik, evidentné
urazeny touto nespravedlivou kritikou, si vybil zlost na téchto fadcich:

At se nikdo neodvdzi pripisovat hanbu Mercatorovu jménu za Spatné
pouZiti projekci. At je ta hanba potlacena docela a ostuda necht padne
na ty, kteri spatné jeho myslenky publikovali, pouZivali a prednasels.

Jak jsme vidéli, jiz sam Mercator si uvédomil, Ze zadna jedind mapa
nemuze zachovavat vzdalenost, tvar i smér. Maje na mysli potifeby na-
vigatora, Mercator se rozhodl obétovat vzdalenost a tvar, aby zachoval
smér. Dosud predstava svéta u mnoha lidi stale vychéazi z velké Merca-
torovy mapy, kteréd visela na zdi v jejich stfedoskolské ucebné.

Wrightova kniha se objevila v roce 1599, tficet let poté, co Mer-
cator publikoval svoji novou mapu svéta. Namoini komunita pomalu
zacala ocetiovat velkou dtilezitost mapy pro navigatory a v pravy cas se
tato mapa stala celosvétové uznavanou. Vyznamnost si udrzela do na-
Sich dni. Kdyz NASA zacala své prizkumy ve vesmiru v 60. letech 20.
stoleti, velkd Mercatorova mapa, na které byly neustéale sledovany drahy
sateliti, vévodila fidicimu centru v Houstonu ve staté Texas. A prvni
mapy mésicti Jupitera a Saturna byly narysovany podle jeho projekce.

Ale vratme se do 17. stoleti. V roce 1614 John Napier (1550-1617)



MERCATORUV PRINOS PRO MATEMATICKOU KARTOGRAFII 119

ze Skotska publikoval sviij vynalez logaritmi, které se staly nejdtlezi-
t&jsi pomtckou ve vypocetni matematice od stiedovéku, kdy byl piine-
sen do Evropy indicko - arabsky pocitaci systém. Kratce nato anglicky
matematik a knéz Edmund Gunter (1581-1626) vydal tiskem tabulku
logaritmickych tangent (1620). Kolem roku 1645 Henry Bond, ucitel
matematiky a velkd autorita pfes navigaci, porovnal tuto tabulku s po-
lednikovou tabulkou od Wrighta a ke svému pfekvapeni zjistil, Ze se tyto
dvé tabulky shoduji za predpokladu, ze idaj v Gunterové tabulce ma
podobu (45° + #£). Domnival se, Ze ur€ity integral [;” sectdt je roven
Intg(45° + %), ale nemohl to dokazat. Brzy se jeho domnénka stala jed-
nim z nejvyznamnéjsich matematickych problémt v 50. letech 17. stoleti.
Pod nezdafilymi pokusy se podepsali mimo jiné John Collins, Nicolaus
Mercator (bez vztahu k G. Mercatorovi), Edmond Halley. Byli to vrstev-
nici Isaaca Newtona a aktivni i¢astnici vyvoje, ktery vedl ke konstrukeci
kalkulu.

Teprve v roce 1668 James Gregory uspél v dokazovani domnénky,
kterou vyslovil Bond. Jeho dtikaz byl vSak natolik obtizny, Zze sém Halley
ho kritizoval za p¥ili§ mnoho , komplikaci“. Stésti pialo az Isaacu Barrowovi
(1630-1677), ktery podal ,inteligentni“ dikaz Bondovy domnénky v roce
1670. Byl profesorem matematiky na Univerzité v Cambridge. Zdélo se,
ze byl prvni, kdo pouzival techniku rozkladu na parcialni zlomky, ktera
je efektivni u pocitani mnohych neurcitych integrali.

Diikaz rovnosti [ sectdt = Intg(45° + %) od Issaca Barrowa

Tento dlikaz naznacuje prvni pouziti techniky rozkladu na parcialni
zlomky. Za¢neme s upravou

1
secp — _ cos2g0 _ cos.go2 _
cosp cos®p 1 —sin“p
- Cos 1 Cos n Cos
~ (14sing)(1 —sing) 2 \1+sing 1-—sing/’

Tudiz

1 cos ¢ cos ¢
de = = d
/Secgo v 2/<1+sin<p+1—sin<p> v

Prvni vyraz v zévorce, ktery integrujeme, je ve tvaru zlomku, jehoz
Citatel je derivaci jmenovatele, a druhy zlomek v zavorce je ve tvaru,
kdy (—1) krat citatel je derivaci jmenovatele. Vypoéitame tedy

1
/secwda} = §(ln]1 +sinp| —In|l —sinp|) + C.
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Kdyz pouzijeme dobte znamou vlastnost logaritmi, vysledek prepiseme

na
1 1 1+ si
§(ln]1 +sinp| —In|l —sing|) + C = iln '%‘ +C.

1+sing

Trsmp & obdrzime

Rozsitime zlomek uvnitf logaritmu vyrazem

1
—In ‘
2

1+ si 1+ si 1. (1+sing)?

—i—s?n(p. —|—s¥n<p —l—C':—ln( + sin ¢) el
1—sinp 1+sing 2 cos? ¢
Jelikoz argument logaritmu je druhou mocninou, pfepiseme vysledek na

1+singp

In ‘
cos

e

Pomoci vzoreck pro sinus a kosinus dvojnasobného argumentu upravu-
jeme

1+ 2sin § cos 2 2

2P _ain2 @
COS 3 Sin 2

(cos & +sin %)

+C =1In +0 =

In

(cos £ + sin £)(cos £ — sin §)

» in £
COS 5 +sln 3

=In
L _gin¥
COS D) sin D)

+C.

Nakonec citatel i jmenovatel v argumentu logaritmu vydélime vyrazem
cos §
1+tg%

1—tg¥

In '+C:1n‘tg<%+f>)+0.

2

Kdyz se ted vratime k uréitému integralu, mame

® TP T
tdt =1 [og (5 +2)| - mtg”.
/Osec n |tg 4+2 ng4

Ale Intgh =1In1 =0, tedy

® T ®
tdt =1Int (— —).
/Osec ntg 4+2

Vynechali jsme absolutni hodnotu, protoze v intervalu, kde zemépisné
siiky uvazujeme, —3 < ¢ < T, je tg(§ + %) kladné &islo.

Dnes je tento integral feSen pomoci substituce u = tg%, du = [% sec? %]
Ale postup s takovou substituci je stdle tvrdym ofiskem pro zacinajici

studenty.
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Zavér

Nyni jsme schopni zaznamenat soufadnice (z,y) bodu P’ na Mer-
catovové mapé z hlediska zemépisné délky X\ a zemépisné sitky ¢, ktery
odpovida bodu P na glébu. Diferenéni rovnice Az = RAX ma ziejmé te-
Seni = R\ a integral y = R [ sect dt je roven vyrazu Rlntg(45° + %).
Tudiz mame

=R\, y= Rlntg (45O + g) )
Obrazek 18 znazornuje svét, ktery se objevuje na Mercatorové mapé.
Kvili nadmérnému severo - jiznimu roztazeni ve vyssich zemépisnych Sif-
kach, je mapa omezena pouze na zemépisné Sitky od 75° severné do 60°
jizné.

| | i . Ll
| r.su i
a' - |

]

Obrazek 18: Svét podle Mercatora.

Na&s pribéh ale zcela neni u konce. Urcité jste si v§imli, ze vyjadfeni
tg(45° 4 %) uvniti logaritmu v rovnici y = Rlntg(45° + %) je stejné jako
v rovnici |[SP’| = tg(45° 4+ %) ve spojeni se stereografickou projekei. To
neni nadhoda! Jeden z velkych tspéchi osmnéactého stoleti v matema-
tice bylo rozsifeni algebry u obvyklych funkci jako napt. sinz,e® a lnx
o imaginarni a dokonce komplexni hodnoty proménné x. Na zacatku to-
hoto rozvoje stal Euler a vrchol byl zaznamenan v devatenactém stoleti
vytvorenim teorie funkci s komplexnimi proménnymi.

Nas zajima hlavné funkce w = In z, kde jak hodnoty z, tak i hod-
noty w jsou komplexni ¢isla. Pravé tohle konformni zobrazeni, kdyz je
aplikovano na sit stereografické projekce, ndm déva Mercatorovu sit az




122 RADKA SMYKALOVA

vd
w2
s w4
Inis
; T
. |
3
1 Frid
= u e
-x
4
-2 1 o 1 2
w4
-
=
L s
=
a2

Obréazek 19: Rovina z a rovina w.

na to, Ze horizontalni a vertikdlni pfimky jsou opacné. Ale tahle zména
miuze byt opravena rotaci o 90° souradného systému — vynasobime funkci
komplexni jednotkou i. Mizeme tedy zacit s glébem, provedeme ste-
reografickou projekci na rovinu z a potom zobrazime tuhle rovinu do
roviny w pomoci funkce w = iln z. Finalni produkt je Mercatorova pro-
jekce a je (jako vysledek slozeni dvou konformnich zobrazeni) konformni.
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