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3. Wenn wir jeder natiirlichen Zahl alle natiirlichen Vielfachen (alle positiven Teiler)
derselben zuordnen, so erhalten wir eine antisymmetrische Kongruenz der Menge aller
natiirlichen Zahlen. Je zwei natiirliche Zahlen besitzen in bezug auf diese Kongruenz
die obere Grenze, und zwar ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches (ihren groften gemein-
samen Teiler), und zugleich die untere Grenze, und zwar den groBten gemeinsamen Teiler
(das kleinste gemeinsame Vielfache). Beide Kongruenzen sind zueinander invers.

4. Wenn wir jeder Teilmenge in & alle ihre Obermengen (Untermengen) in G zuordnen,
so erhalten wir eine antisymmetrische Kongruenz der von allen Teilmengen in G ge-
bildeten Menge. Je zwei Teilmengen in @ besitzen in bezug auf diese Kongruenz eine
obere Grenze, und zwar ihre Vereinigungsmenge (ihren Durchschnitt), und zugleich eine
untere Grenze, und zwar den Durchschnitt (die Vereinigungsmenge). Beide Kongruenzen
sind zueinander invers.

5. Ist g eine antisymmetrische Kongruenz von G und gibt es fiir die Elemente a, b € G
die obere Grenze a—b, so gilt:
a) gla—b)=gangh;
glla—b)Dgltayugts.
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In diesem Paragraphen werden wir eine Theorie der sogenannten Reihen
von Zerlegungen auf Mengen entwickeln, in der zahlreiche Ergebnisse unserer
blshengen Ausfithrungen tiber Zerlegungen und Abbildungen von Mengen
eine Anwendung finden werden. Diese Theorie stellt die mengentheoretische
Struktur der ontsprechenden Abschnitte der Gruppoid- und Gruppentheorie
dar und gestattet einen tieferen Einblick in die diesbeziiglichen, durch klas-
sische Methoden erzielten Ergebnisse der Gruppentheorie. Aulerdem finden
die Untersuchungen und Resultate iiber Reihen von Zerlegungen auf Mengen
eine bedeutsame Anwendung im Zusammenhang mit Abbildungen auf Folgen-
mengen und auf dem Gebiet der wissenschaftlichen Klassifikationen.

1. Grundbegriffe. Es seien A = B Zerlegungen auf G.

Unter ciner Reihe von Zerlegungen auf G von A nach B oder Reihe von A
nach B verstehen wir eine endliche Folge von o (= 1) Zerlegungen 4,, ..., 4,
auf ¢ mit den folgenden 'luigonqchaftvn: a) Die erste Zerlegung der Folge
ist A, die letzte B, also 4, = A, A, = B; b) jede nachfolgende Zerlegung

ist cine \erfomorung der unmlttelbar vorangehenden, also
(A=)A;=.--= A, (=B).

Eine solche Reihe wird kiirzer mit (4) bezeichnet. Die Zerlegungen 4,, ..., 4
werden die Glieder der Reihe (A) genannt. A, ist das Anfangsglied und A,
das Endglied der Reihe (A). Unter der Linge der Reihe (A) verstehen wir

die Anzahl « der Glieder in (A).
Zum Beispiel bildet jede Zerlegung A auf @ eine Reihe von der Linge 1;
das Anfangs- und das Endglied dieser Reihe fillt mit 4 zusammen.
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Wir betrachten nun eine beliebige Reihe ((4) =) A4, =..-= A4, von 4
nach B.

Ein Glied von (A) wird wesentlich genannt, wenn es entweder das erste
Glied 4, der Reihe oder eine echte Verfeinerung des unmittelbar vorangehenden
Gliedes ist; anderenfalls ist es unwesentlich. Gibt es in (A) wenigstens ein
unwesentliches Glied 4, ,,, so heiit (A) wegen A, , = A, Reihe mit Wieder-
holungen. Sind alle Glieder der Reihe (A) wesenthch so helﬁt die Reihe (A)
ohne Wiederholungen. Die Anzahl o’ der wesentlichen Glieder in der Reihe (A4)
ist die reduzierte Linge von (A). Bs ist 1 < «’ < «, wobei die Gleichheit «’ = o«
Reihen ohne Wiederholungen charakterisiert. Wenn die Reihe (A) Wieder-
holungen enthilt, so kann sie durch Streichung aller unwesentlichen Glieder
reduziert, d. h. auf eine Reihe (A’) ohne Wiederholungen verkiirzt werden.
Die Linge der reduzierten Reihe (A’) ist der reduzierten Linge o’ der Reihe (A)
gleich. Umgekehrt kann die Reihe (A) verlangert werden, und zwar dadurch,
daB man zwischen zwei beliebige Glieder 4., 4,,, bzw. vor (hmtcr) das erste
(letzte) Glied 4,(A,) von (A) dle Zerlegung A bzw. A4,(4,) oder eine beliebige
endliche Anzahl solcher Zerlegungen emghedert Oﬂ‘enbar besitzt jede ver-
kiirzte oder verlingerte Reihe von (A) dieselbe reduzierte Linge wie die
Reihe (A4).

Sind «; < ... < az beliebige Zahlen der Menge {1, ..., «}, so ist

jalg...ggaﬂ

ebenfalls eine Reihe von Zerlegungen auf @, eine sogenannte T'eilreihe von (A).
Ist ferner 4 eine nicht leere Untermenge in @, so ist

A, NAz...z4, N4
eine Reihe von Zerlegungen auf 4.

2. Lokale Ketten. Es sei ((d) =) 4, - = A, eine Reihe von Zer-
legungen auf G von der Linge o 2 1, a 6 A ein beheblges Element und a,
daSJemge Element der Zerlegung A4, in dem & als Teilmenge enthalten ist
(y=1,...,a). Offenbar gelten die Beziehungen

@y DD, (@, = a).
Ferner ist B B
A “‘a HA/+1 (A¢+1:: Aa)

eine Zerlegung.auf a,. Sie ist eine Teilmenge in A;er’ und es gilt a,,, € K,
(@,,, = G,). Wir sehen, daB .

([K]=) Ky> - K,

eine Kette von Zerlegungen von @, nach a,, (= @) darstellt. Sie wird die
zu dem Element @ € A, gehorige lokale Kette der Reihe (A) oder dic lokale Kette
mit der Basis @ genannt; wir bezeichnen sie wie oben oder ausfihrlicher
((Ka] =) Kya— - - -— K,a. Das Element @ € A heiBt die Basis der Kette [K].
Offenbar ist die Kette [K] durch ihre Basis @ eindeutig bestimmt.
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Wir wollen beachten, daB das Endglied K, der Kette [K] die groBte Zer-
legung der Basis @ darstellt, also unwesentlich ist, und daB ferner die Zer-
legung K, wegen A, = A, , auch mit Hilfe der Formel K, =a,C 4,,,
definiert werden kann

Die lokale Kette [K] ist eine elementare Kette von a, nach @, (= a) iber 4,

Dieser Satz besagt, daBl die 7erlegung a,n4,,, eine Uberdeckung von
a,MA4,,, darstellt. Dies ist jedoch eine unmlttelbare Folgerung davon,
da,B A, ,, die Zerlegung A, , iberdeckt (y =1, ..., ).

Die Linge der lokalen Kette [K] ist offenbar gleich « und stimmt also
mit derjenigen der Reihe (A) iiberein. Wenn ein Glied 4,,, der Reihe (A4)
unwesentlich ist, also A4, , = A, gilt, so haben wir @,,, = @, und sehen,
daB K, ein unwesenthches Ghed der lokalen Kette [K] darstellt Aus dleser
Ta.tsache schlieBen wir, daB zwischen den reduzierten Lingen o', 2’ von (A)
bzw. [K] die folgende Bezlehung besteht: %’ < o’. Wenn also eine lokale Kette

der Reihe (A), abgesehen vom Endglied, keine erderholungen besitzt, so gilt das-
selbe von der Reihe (A).

3. Verfeinerungen von Reihen von Zerlegungen. Essei ((d) =) 4, =--- = 4,
eine Reihe von Zerlegungen auf G von der Lange « = 1.

Unter einer Verfeinerung der Reihe (A) verstehen wir eine Reihe von Zer-
legungen auf @, welche die Reihe (A4) als Teilreihe enthilt. Jede Verfeinerung
der Reihe (A) hat also die Form

Al,lg' —3A1ﬁ 1= 4, » B =4 1:=“’:%Az,ﬂg—12/12.ﬁ22"
2‘4:,{),2/}::4.1,12 ;Aa+l Bgsr1-1
Hier ist Ay,ﬁ_/ = A,y =1,...,u), und die 4, ..., fly,, bedeuten natiir-

liche Zahlen; wenn f, — 1 ist, so werden die Glieder 4, ; =+ = 4, 5, 4
nicht gelesen. Dieser Definition entnimmt man, dal man jede Verfeinerung
der Reihe (A) erhilt, wenn man zwischen einige benachbarte Glieder 4, 4, ,
und eventuell vor das Anfangsglied A4, und hinter das Endglied A, eine Relhe
von Zerlegungen auf @ eingliedert. Imbesondere ist also jede Verlangerung
der Reihe (A) eine Verfeinerung von (A).

Es sei nun (4) eine Verfeinerung der Reihe (A), wobei wir fiir die Glieder
der Reihe (A) dieselben Bezeichnungen wie oben wihlen, also insbesondere

A Ay(y = 1,...,a). Die im folgenden auftretenden Indizes u, » sollen
im Ball p’,” =1 die Zahlen g¢ = 1, .. ., ;v == 1,..., 8, und im Fall 5, , , > 1
auflerdem die Zahlen gt - o 4+ 1, v =1, ..., p,,, — 1 durchlaufen.

Es sei a € A, bzw. @€ ;L”'ﬂ“l_l, je nachdem, ob p,,,=1 oder j,,,>1
ist, ein beliebiges Element. Wir bcu ichnen mit a, ,, @, die durch die Be-

/iehungen aca, ,€ Eu ,» @Ca, € A, bestimmten Elementc von 4, ,, A ;
wir haben also insbesondere @y, p, a .

Die zu der Basis @ gehorige lokale Kettc [K] der Reihe (4) ist
([KJ) :t-) A], 1— e K].,‘h&‘) 1‘2 1_,~> e e I\Z ﬁ —> 0> K“-ﬁa‘>

—>Ka+1,1“> K

P

a+l, ﬂa-fl_']’
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dabei ist natirlich K, ,=a, ,MA4, ,,;, 4 By 1= A, 1,1, fernerd, , =4,
im Fall foy=1und A, y5, = s, B pr-1 1 Fall p,,,>1.
_ Wir sehen, daB wir die lokale Kette [K] erhalten, wenn wir jedes Glied
K = a,M Ay +1 der zu der Basis @, € 4, gehorigen lokalen Kette [K] der
e (4) durch die von @, nach a,,, laufende Kette
K, ;- K

NN <

v, By y+1, y+1, 8y 41-1

(fir ﬂy +1 =1 wird nur das Anfangsglied Ky By gelesen) ersetzen und, wenn
p1 > 1 ist, die Kette von @, , nach a,, also K1 1> —>K, 5 _;, am An-
fang von [K] hinzufiigen. Nun sind aber, wie leicht emzusehen ist, die in
Frage stehenden Ketten elementare Ketten von @, nach a +1 iiber @,M A4,,,
bzw. von &, ; nach a, iber a, ;I A,. Daraus schlieBen wir, dal} die zu der
BasisaC a, gehomge lokale Kette einer Verfemerung der Reihe (A) eine Verfeine-
rung der zu a, gehorigen lokalen Kette von (A) darstellt.

4. Lokalkettengebilde. Wir betrachten eine Reihe von Zerlegungen auf G':
(A=) diz--z4, (xz1).

Zu jedem Element @ € A, gehort eine lokale Kette der Reihe (A) mit der
Basis a: _ B _
([Ka]=) K,a—---—K,a.

Die von den zu den einzelnen Elementen von A, gehorigen lokalen Ketten
gebildete Menge nennen wir das zu der Reihe (A) gehérige Lokalkettengebilde
und schreiben A. Dies ist offenbar ein «-Mengengebilde beziiglich der Folge
von Zerlegungen A4,, ..., 4,,, (4,,,=A4,) von der in §1,Nr.9 beschrie-
benen Struktur.

Wenn wir jedem Punkt a € G die lokale Kette [K @] € A mit der den Punkt a
enthaltenden Basis @ = @, € A,(a € @) zuordnen, so erhalten wir eine Ab-
bildung, die sogenannte natiirliche Abbildung der Menge G auf das Lokal-
kettengebilde A. Offenbar stimmt die zu dieser Abbildung gehoérige Zerlegung
der Menge G mit der Zerlegung A, iiberein. Unter der zu dem Punkt a gehirigen
lokalen Kette der Reihe (A) verstehen wir die lokale Kette [K a].

Es seien nun

((A):) AIZ"'2A19
) =) B1§"'2Bﬁ (2, f21)

beliebige Reihen von Zerlegungen auf ' mit der besonderen Eigensehaft,
daB ihre Endzerlegungen 4,, B zusammenfallen, A, = Bj.

Wir betrachten die zu den Reihen (4), (B) gehomgen Lokalkettengebilde
A, B.

Wenn wir jedem Element [Ka) € A das zu derselben Basis a gehirige Ele-

ment [(La) € B zuordnen, so erhalten wir eine schlichte Abbildung des Lokal-
kettengebildes A auf das Lokalkettengebilde B. Diese Abbildung nennen wir
gleichbasig.
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Wir sehen, daB die zu zwei Reihen von Zerlegungen mit iibereinstimmenden
Endgliedern gehorigen Lokalkettengebilde dquivalente Mengen darstellen,
wobei die gleichbasige Abbildung des einen Lokalkettengebildes auf das andere
eine schlichte Abbildung realisiert.

5. Kettenidquivalente Reihen von Zerlegungen. Es seien
((/I):) A—lg"'g[ia
(By=) B,z=---=B,

beliebige Reihen von Zerlegungen auf G' von derselben Lénge o (=1).

Wir bezeichnen mit A, B die zu den Reihen (A), (B) gehérigen Lokal-
kettengebilde.

Wir nennen die Reihe (B) kettendquivalent mit der Reihe (A), wenn das
Lokalkettengebilde B mit dem Lokalkettengebilde A stark dquivalent ist.

Ist die Reihe (B) kettonaquivalent mit der Reihe (A4), so ist auch die Reihe (A4)
kettenaquivalent mit (B) (§ 6, Nr. 9,1). Mit Riicksicht auf diese Symmetrie
sprechen wir von kettenaquwalenten Reihen (A), (B).

Nach der obigen Definition ist die Reihe (B) ketteniquivalent mit der
Reihe (A), wenn es eine starke Aquivalenz des Lokalkettengebildes A auf
das Lokalkettengebilde B gibt (§ 6, Nr.9,1). Wenn insbesondere die Endglieder
A,, B, der Reihen (A), (B) iibereinstimmen und die gleichbasige Abbildung
des Lokalkettengebildes A auf das Lokalkettengebilde B eine starke Aqui-
valenz darstellt, so nennen wir die Reihe (B) gleichbasig kettendquivalent
mit der Reihe (A) und sprechen von gleichbasig keitendquivalenten Reihen
(4), (B).

Wir nehmen nun an, die Reihen (A), (B) seien ketteniquivalent, und f
sei eine starke Aquivalenz des Lol\all\ettongcbildes A auf das Lokalketten-
gebilde B. Wir wissen (§ 6, Nr.9,1), daB f eine schlichte Abbildung von A auf B
darstellt, wobei je zwei einander zugeordnete Elemente von A und B gewisse
gegenseitige Beziehungen aufweisen. Ausfiihrlicher kann diese Tatsache so
beschrieben werden:

Es gibt cine Permutation p der Zahlenmenge {1, ..., «} mit folgender
Auswirkung: Es seien [K] € A, f[K] = [L] € B belicbige, bei der Abbildung f
einander zugeordnete lokale Ketten der Reihen (A), (B):

([K] ’_:) ‘I{1 - %Kay
(IL]=) L.~ L.

Wir wissen, daB jedes Glied K, (L),) von beliebigem Rang y(=1, ..., «)
eine aus gewissen Elementen der 7orlommg A, “1) bestehende Zerlegung
in der ‘\Ionge G darstellt (4,,, = A4,, B,,,= B,). Nun besteht die erwithnte
Auswirkung der Permutation p darm daB es zu jedem Glied K, der lokalen
Kette [K] eine schlichte Abbildung a,, gibt, die das Glied K, sz das Glied L
der lokalen Kette [L] elementweise abbildet; dabei ist § = py.

Wir schen, daB je zwei Glieder K,, L, der lokalen Ketten [K], [L] mit
entsprechenden Indizes y, d = py dquivalente Mengen darstellen. Folglich
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sind solche Glieder K, , L, fiir die lokalen Ketten [K], [L] zuglexch wesentlich
oder unwesentlich. Somlt kommen wir zu der Erkenntnis, dal je zwes in der
starken Aquivalenz f einander entsprechende lokale Ketten dieselbe reduzierte
Linge besitzen.

Wir wollen nun zeigen, daB selbst die Reihen (A), (B) dieselbe reduzierte
Linge haben.

_Dies ist zunichst s_elbs&verstﬁndlich fiir « =1, denn die Anfangsglieder
4,, B, der Reihen (4), (B) sind immer wesentlich.

Wir nehmen also « >1 an und betrachten ein wesentliches Glied 4, .,
(1 £y <«) der Reihe (A) Dann gibt es ein Element @, € A derart, daf}
die Zerlegung @,MA,,,; in @ mehr als ein Element enthalt. Es sei @ — = {0,
ein beliebiges, der Beziehung a@ C @, entsprechendes Element von A4,. Ferner

sei [K] die zu der Basis @ gehonge lokale Kette von (A4) und [L] = f[K] die
dieser lokalen Kette [K] in der starken Aquivalenz f zugeordnete lokale
Kette von (B). Wir wenden die obige Bezeichnung der Glieder von [K], [L]
an. Dann haben wir insbesondere K, = a,MA4,,,, Ly = b;M1 B,,,, wobei
8 = py und b, € B, ist. Nun stellt nach der obigen Uberlegung das Glied L
eine mit der Zerlegung K, iquivalente, also aus mehr als einem Element
bestehende Menge dar. Daraus schlieBen wir, daB das Glied By, , der Reihe (B)
wesentlich ist; insbesondere haben wir 1 < 6 < «. Wir sehen, daB die Reihe (B)
nicht weniger wesentliche Glieder enthilt als die Reihe (4 ) Folglich gilt fir
die reduzierten Lingen o, /’ der Reihen (A4), (B) die Be7lehung o« <L
Aus analogen Griinden gilt auch die Beziehung )’ < «’, womit das Gewiinschte
gezeigt ist.

6. Halbverkettete und verkettete Reihen von Zerlegungen. Wir betrachten
wiederum beliebige Reihen (A), (B) von Zerlegungen auf G von derselben
Linge « (= 1) und benutzen die obigen Bezeichnungen. Insbesondere be-
deuten die Symbole A, B die zu den Reihen (A4), (B) gehérigen Lokalketten-
gebilde.

Wir nennen die Reihe (B) halbverkettet (verkettet) mit der Reihe (A), wenn
das Lokalkettengebilde B mit dem Lokalkettengebilde A dquivalent und
halbverkniipft (dquivalent und verkniipft) ist.

Ist die Reihe (B) halbverkettet (verkettet) mit der Reihe A, so ist auch
die Reihe (A) halbverkettet (verkettet) mit der Reihe (B) (§ 6, Nr.9,2). Mit
Riicksicht auf diese Symmetrie sprechen wir von halbverketteten (verketteten)
Reihen (A), (B).

Nach der obigen Definition ist die Reihe (B) halbverkettet (v erkettet)
mit der Reihe (A) wenn es eine Aquivalenz mit Halbverkniipfung (Aqui-
valenz mit Verkniipfung) des Lokalkettengebildes A auf das Lokalketten-
gebilde B gibt (§ 6, Nr. 9,2). Wenn insbesondere die Endglieder 4, , B, der Reihen
(A), (B) iibereinstimmen und die gleichbasige Abbildung des Lokalketten-
gebildes A auf das Lokalkettengebilde B eine Aquivalenz mit Halbver-
kniipfung (Aquivalenz mit Verkniipfung) darstellt, so nennen wir die Reihe (B)
gleichbasig halbverkettet (gleichbasig verkettet) mit der Reihe (A); in diesem
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Fall sprechen wir von gleichbasig halbverketteten (gleichbasig verketteten) Reihen
(A), (B).

Wir nehmen nun an, die Reihen (A4), (B) seien halbverkettet (verkettet),
und f sei eine Aquivalenz mit Halbverkniipfung (Aquivalenz mit Verknup-
fung) des Lokalkettengebildes A auf das Lokalkettengebilde IB. Wir wissen
(§ 6, Nr. 9), daB die Abbildung f schlicht ist; dieser Sachverhalt kann so be-
schrieben werden (§ 6, Nr.9,2):

Es gibt eine Permutation p der Zahlenmenge {1, ..., «} mit folgender
Auswirkung: Es seien [K] € A, f[K] = [L] € B beliebige, in der Abbildung f
einander zugeordnete lokale Ketten der Reihen (A4), (B). Dann sind die durch
je zwei Glieder K, L, der lokalen Ketten [K], [L] dargestellten Zerlegungen
in G halbverkniipft (verkniipft); dabei ist 6 = py. Diese Situation kann aus-
fihrlicher so beschrieben werden, dal jedes Element einer jeden der erwihnten
Zerlegungen hochstens (genau) mit einem Element der anderen inzident ist,
wobei immer wenigstens eine Inzidenz stattfindet. Dabei sind die beiden Hiillen
HE, = Ld[:K HLd = K,C Ly(% 0) verkniipft.

Smd die Rexhon (4), (B) \erkettct so ist die durch Inzidenz von Elementen
der Zerlegungen K., L, definierte Abbildung a, des Gliedes K, auf das Glied L,
schlicht. Wir sehen, dall zwei verkettete Reithen von Zerlequngen kettendqui-
valent sind. Insbesondere haben also zwei verkettete Reihen von Zerlegungen
dieselbe reduzierte Linge.

7. Modulare Reihen von Zerlegungen. Wir betrachten beliebige Reihen
(4), (B) von Zerlegungen auf ¢’ von den Lingena, ) = 1:
(A=) Az---=4,
(By=) Byz--zBy.

Wir nennen die Reihen (A), (B) modular, wenn jedes Glied A, von (A4)
in bezug auf je zwei benachbarte Glieder B,_,, B, von (B) und zuo'lelch jedes

Glied B, von (B) in bezug auf je zwei benachbarte Glieder 4, _,, , von (4)
modular ist, d.h. wenn die folgenden Formeln bestehen:
[‘1 ( 1 B,,)] - ([i;r—-li [/i_"’ Br])’ (1)

[Igd’ ( s-1> 4;1)] = (Bd—l’ [Bé’ A[:])'

Wir setzen nun voraus, da3 die Reihen (A4), (B) modular sind. In diesem Fall
gilt der folgende Satz:

Die Reihen (A), (B) besitzen gleichbasig halbverkettete Verfeinerungen (A), (B)

mit ibereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern. Diese Verfeinerungen sind

durch die in Teil a) des folgenden Beweises beschriebene Konstruktion gegeben.

Beweis. a) Wir setzen

{‘ql.‘ 1—§1] - L_,', (Axv Bﬂ) = V: B

/IO:“'BO;Gm»xv "iuwl:BlHl:V‘
Dann gelten die Formeln (1) fir y, =1, ..., 0 +1und d,r=1,..., 3 + 1.
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Wir bezeichnen die auf beiden Seiten der ersten (zweiten) Gleichheit (1)
auftretende Zerlegung von G mit 4, (B, ,), wobei die y, u, d,» die oben
erwahnten Werte annehmen.

Aus dieser Definition von 4, ,, B, , schlieBen wir insbesondere auf die
Giiltigkeit der Beziehungen

4, 1 z4,,, 4, 5.=4,

Ba—l_z_Ba Ba,a+1:Ba-

Fir y <p haben wir B, > B,,,; hieraus folgt ( b

nach § 3, Nr. 7,2 und ferner dle Beziehung [4,, (4,.,,B,))=[4

Ahnlich leitet man fiir ¢ < « die Beziehung [Ba L (Bs_1, 4,)]
her. Es gilt also fir v < f, p <«

A =>4

Py =4y, v+10

s 42

Y-

IV =
Eﬁ
$°
'S:

:

Bd ;LEB

und wir erhalten die folgenden Reihen von Zerlegungen von A4, , nach A4,
und von B, ; nach B;:
A, 4

B,

pn+1

= "f/ B+12
gBd,,,y.

ilV v

Wir sehen also, daB die folgenden Reihen von Zerlegungen auf G' Ver-
feinerungen der Reihen (A), (B) darstellen:

(D)=) U=d,z--z2d p2zdy 122y g1z 2400
=2 d, . 54=V,

(By=) U=B,,=-=2B, ,,y=2B,,=z-- 2B, ,.,=-=2B;., 4
2"'2854,“1’—"V~

Offenbar haben die Reihen (4), (B) dieselbe Linge (x + 1)(5 + 1), und
ihre Anfangsglieder bzw. Endglieder stimmen iibereir: (U =) 4, ;= B, ,,
Ayi1,pe1= Bgi1,as1(= V). Die Reihen (), (B) sind die erwihnten gleich-
basig halbverketteten Verfeinerungen der Reihen (A), (B).

b) Wir wollen zeigen, daB die Reihen (A), (B) gleichbasig halbverkettet
sind.

Zu diesem Zweck definieren wir zunichst eine Permutation p der Zahlen-

menge {1,..., (« +1)(f + 1)} mit Hilfe der Formeln
—1)(ﬂ+1 +rv—1l=@w—1)(a+1)+p—1
fir p=1,...,04+1; v=1,. ., f+1; n+v>52,

pla+)B+1)=F+1)(=+1).
Es sei nun @ € V ein beliebiges Element und
([1{6]:) I§IV>"'"’\’15(-1+1)([3+1)
([La]:) Ll'_>"'—>'L(;3+1)(m+])

die zu der Basis @ gehérigen lokalen Ketten der Reihen A), (B).



§ 10. Reihen von Zerlegungen auf Mengen 67

Ferner seien @,_,, b,_,, d, ,, b, , die durch

dcdy-lEA#—l’ dCB;'—lEBv—l; dCdu,vEAp,v’ dcbv,uer,u
(u=1, ..., 04+1; v=1,...,8+1;, G=5b=@Q)

definierten Elemente. Dann haben wir

K(p~1)(ﬂ+l)+v—l:d/‘,v—ln“£u v L(u-]) (a+l)+ﬂ—1:6v,y—lm Bv,;t (1)
(H+v>2, dy o=@, 4, b, o=b,_y),
Ky en=8NV =Ly ey

Wir wollen zeigen, dafl die mit Hilfe der Permutation p einander zuge-
ordneten Zerlegungen, nimlich K(,, 1 @B+1)4v-1und L(v D@insu-n(t+r>2),
und ferner ]&(, +1)(ﬁ 41 und L(ﬂ +1) (@41) halbverknupft sind.

Da d,, ,; zu (A, ,,[4,, B,_,]) gehort, gilt d, , ;=a, N5, wobei
t€[A4, B, ;] die Summe der]er_ugen Elemente von B,_, darstellt, die sich mit
h,_, mit Hilfe der Zerlegung A, verbinden lassen. Es ist also insbesondere
b,_, C % und folglich auch a,_ 105, 1C Ay,

Ahnlich gilt 6y w-1=b,,Na, wobei @€ [B,, A, ,]die Summe derjenigen
Elemente von A,,_1 darstellt, die sich mit @,_, mit Hilfe der Zerlegung B,
verbinden lassen. Wir haben also insbesondere @,_, C @ und folglich auch
by_10 @,_,Cb,

Aus dxeser (bellcgung folgen die Beziehungen

((Zu—lﬂbv—l)c ([I”, v—~lmhv,;t—1) = (a;t—lmv)m (b,,_,ﬁ?i)c (du—]m[)v—])’
und wir haben
—lmbv—l ;4 u—lmbv p-1-

Nach (1) ist nun aber K_, (Bansv-1 cine Zerlegung auf d,,, und
L(, _1) (@ 1) u—1 cine auf [),, u_1- Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir
e
fiir einen Al}g(*ﬂblu.k K u, vy = K (=D @+ sr-10 .L,,' = L(,,_l) @+ +u-1 Setzen.
Dann kann insbesondere die obige Gleichheit in der Form

@, 1Nb, 1= sK, ,nsL, ,
geschrieben werden.

Ein Element # € A, , ist mit einem Element von L n dann und nur dann

inzident, wenn & € (@,_,Nb,_;) C 1&,‘, , gilt. In der Tat, 1% 2 mit einem Element

von L, v, u inzident, so hat es dieselbe E 1gcnschaft in bezug auf sK, , va us
also in bezug auf @, ,Nb,_,, und wir haben # € (d,_,Nb,,) C K, ,: ist um-

gekehrt diese Beziechung erfiillt, so ist # mit a,_,Nb,_;, dlsoo mit sK, ,N .5Lv, u
und folg]ich auch mit (wenigstens) einem Element von L, , inzident.
. 3 . . . o © . . 4 >
Ahnlich sehen wir, dal ein Element g € L, , mit einem Element von K, ,
dann und nur dann inzident ist, wenn y zu (b,_,Na,_,) L, , gehort.

< o "
Nun ist leicht zu zeigen, daB die Zerlegungen K, , und L, , halbverkniipft
sind.
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Wir bemerken, daB die Durchdringung K, ,nL, , wegenac du, ,Nb,,
nicht leer ist. Ferner behaupten wir, daB jedes Element von K, , mit

hochstens einem Element von L, » inzident ist. Ist ndmlich ein Element
€ K, , nicht in der Hiille (@,_,Nb,_,) C K, , enthalten, so ist es mit keinem
Element von L » inzident. Andernfalls ist es mit wenlgstons einem Element
von L,, u mmdent und alle mit z inzidenten Elemente von L, » gehoren der
Hille (b, ,na,_,)C L » an. Nun sind aber nach §4, Nr.3 die beiden Hiillen
(@y_1Nb, )T K v und (5,_10 a, ,)C laz,,' « verkniipft. Folglich gibt es genau
ein mit x inzidentes Element von Loy, 4+ Somit ist gezeigt, dafl jedes Element
von K u,» hochstens mit einem Element von Ij,,, . inzident ist. Ahnlich liBt
sich zeigen, dafl auch jedes Element von i,, x mit hochstens einem Element
von K, , inzident ist. Wir sehen, daB die Zerlegungen K, ,, L, , tatsichlich
halbverknupft sind.

Um den Satz vollstindig zu bewelsen miiten wir noch zeigen, daBl auch
die Zerlegungen K, _ 5) (5. 1) und L(ﬂ +1) (z+1) halbverkniipft sind. Dies ist jedoch

unmittelbar ersichtlich, da die erwidhnten Zerlegungen von dem einzigen
Element @ gebildet werden.

8. Komplementéire Reihen von Zerlegungen. Wir betrachten wiederum be-
liebige Reihen (A), (B) von Zerlegungen auf G von den Lingen «,f =1
und wenden die obigen Bezeichnungen an.

Wir nennen die Reihen (A), (B) komplementir, wenn jedes Glied von (A)
zu jedem Glied von (B) komplementir ist.

Wir setzen im weiteren voraus, daB die Reihen (A), (B) komplementir
sind. Dann gelten zunichst im Hinblick auf die in § 5, Nr.5 und § 5, Nr.4
erhaltenen Resultate die folgenden Sitze:

Je zwei zu den Reihen (A), (B) gehorige lokale Ketten mit zusammenfallenden
Enden sind adjungiert.

Die Reihen (A), (B) sind modular.

Ferner wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Die Reihen (A), (B) besitzen gleichbasig verkeltete Verfeinerungen (A), (B)
mit iibereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern. Diese Verfeinerungen sind
durch die oben beschriebene Konstruktion von halbverketteten Verfeinerungen
modularer Reihen gegeben (Teil a) des obigen Beweises).

Beweis. Wir haben den Teil b) des erwihnten Beweises unter Beriick-
sichtigung der Komplementaritiat der Reihen (A), (B) dahin zu vergchérfen,
daB die Zerlegungen
(Kp, r:) K(u—-l) B+ +v-1" dy, yo1l1 ;f”' ¥

-

(Lv,,,z =) L(v-l) (a+1)+u—1:{)v,u-lf'le,,‘(/—‘+">2) Gy, o= Qu_1) ;’v,o'—"" b, 1)

>

verkniipft sind. Nun sind nach § 5, Nr.3 die Zerlegungen A, und (4, ,, B,_,)
komplementir; daraus schlieBen wir mit Riicksicht auf den ersten Satz von



Reihe (4) Reihe (8)

I>o

[

523 822 527 814 873

o
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§ 5, Nr.3, daBl das Element d, ,, € [4,,(4,, B, ;)] die Summe aller Elemente
von A, darstellt die mit dem Element G, ,Nnb, ;€ (4, ,, B,;) inzident
sind. Ferner ist ein beheblges Element z € AM , ebenfalls die Summe von
elmgen Elementen von A,; wir sehen, daB dieses Element genau dann mit
,-1 inzident ist, wenn es mit dem Durchschnitt @, ; Nb,_, inzidiert. Diese
tfberlegung3 fihrt zu K, , = (@,.,nb,;)C 4, ,; dhnlich erhalten wir auch
L = (b,.,Nna,,)CB, L Damlt ist der Satz bewiesen, da die in diesen
Formeln rechts auftreténden Zerlegungen verkniipft sind (§ 5, Nr.5).

9. Beispiel von gleichbasig verketteten Reihen von Zerlegungen. In der
vorstehenden Farbtafel ist ein Beispiel von gleichbasig verketteten Reihen (4),
(B) von Zerlegungen einer von 20 Elementen gebildeten Menge G angegeben
(vgl. S. 189, Nr. 33). Die Elemente von ¢ bzw. die aus je einem von diesen
Elementen bestehenden Mengen sind in den inneren Spalten angefiihrt und
mit Ay, By, ... bezeichnet; die Pfeile geben identische Elemente an. Die
einzelnen Glieder der gleichbasig verketteten Reihen

((/f) :) Au = CP: F=: PP I 2"{32 ;_Au 2"{42’
((B) =) B, 2B, zB,;z B, =B, = Baz = st = Bu

sind in der Figur in die entsprechenden Spalten eingesetzt worden.

Den Ausgangspunkt zu der Konstruktion der Reihen (A), (B) bilden die
komplementéren Reihen von Zerlegungen auf G,

(("_i):) "_112‘:12313_3,
((B):) BJZBz(:As)-

deren Glieder in den Reihen (), (B) unter den Bezeichnungen 4,4, 4,,, A4,
und B, ,, B, auftreten. Aus der Figur ist leicht zu entnehmen, daB tatsichlich
jedes Glied der Reihe (B) zu jedem Glied der Reihe (A) komplementir ist.

Die verkniipften Glieder der je zu derselben Basis gehorigen lokalen Ketten
der Reihen (A), (B) sind in den mit A5, B, , bezeichneten Spalten eingetragen.

In der Figur sind die zu dem Element A = By gehorigen lokalen Ketten der
Reihen (A), (B) farbig hervorgehoben. Man sicht, daB die in je zwei Spalten
A,5, B, stehenden Gh( der dieser lokalen Ketten verkniipfte Zerlegungen
darstellen. Die inzidenten Elemente solcher verkniipfter Zer legungen smd
durch die gleiche Farbe gekennzeichnet. Zum Beispiel ist der aus den Ele-
menten A,, A} beste henden Z erlegung die von den Elementen By, B; gebildete
Zerlegung 7u(r( ordnet; das Element 4, (Bg) ist mit dem einzigen Element
Bg (4,) und das Element A} (B§) mit dem cinzigen Element Bj (4y) inzident.

10. Zusammenhang mit der Abbildlmgstheorio Die vorhergehende Theorie
der Reihen von Zerlegungen auf Mengen steht in engem Zusammenhang mit
Betrachtungen iiber Abbildungen auf Mengen, die von endlichen Foloen
gebildet werden

Wir betrachten eine nicht leere, von endlichen « (= 1)-gliedrigen Folgen
gebildete Menge . und ferner eine Abbildung @ von @ auf .

6  Gruppoid- und Gruppentheorie
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Zu der Folgenmenge o/ gehéren die « Hauptteil-Mengen .o, . . ., &, (= &)
(§14,Nr.7).

Es sei y(=1, ..., «) eine beliebige Zahl.

Wir deﬁmeren eine Abbildung @, der Menge G auf die Hauptteil-Menge &,
derart, daBl wir jedem Punkt a € @ den y-ten Hauptteil () €, der I*olge aa
zuordnen. Die Abbildung @, stimmt offenbar mit a tiberein.

Die zu der Abbildung a gehorlge Zerlegung auf G wollen wir mit A, bezeich-
nen. Die Zerlegung a4, fallt mit der Abbildungszerlegung von a zusa.mmen

Es sei a € G ein beheblger Punkt.

Zu dem Element a,a = o) €., gehért die von seinen Nachfolgern
(§ 1, Nr.7) gebildete Nachfolgermenge M (a(V)) C,,; (1 <y <a). Ferner ist
es zweckmaﬁlg, M (@) = {a'®} zu setzen. Die Mengenfolge

((Ma]=) M(@V)—...— M (a?)

nennen wir die zu dem Punkt a gehorige Nachfolgerkette.

Wir betrachten nun das Element ¢’ € ., und das von seinen a,-Urbildern
gebildete Element a, € A,. Bei der Abbildung a, (1 <y <«) v vnd jeder
Punkt von a, auf emen Nachfolger von a®? abgeblldet zuglcmh besitzt jeder
Nachfolger von a® beziiglich dieser Abbildung ein oder mehrere Urbilder
in @, die stets in @, enthalten sind. Wir sehen, daB die @, ;-Urbildmengen der
einzelnen Nachfolger von %, d.h. die a,,,-Urbildmengen der Elemente
von M (a™), eine Zerlegung von a, darstellen; diese ist die durch die partielle
Abbildung a,,, des Elements a, auf die Nachfolgermenge M (@) erzeugte
Abbildungszerlegung (K,a =)a,n 4,,,. Nach dem ersten Aquivalenzsatz
(§ 6, Nr. 8) ist die Nachfolgermenge M (a') mit der Zerlegung K ,a aqmvalent
Natiirlich ist auch die Menge M (a‘¥) mit der Zerlegung K, a aqu alent.

Durch diese Uberlegung ergibt sich:
Die Folgenmenge .« und die Abbildung @ von G auf & bestimmen eine
Reihe von Zerlegungen auf ¢ von der Linge «, die sogenannte Abbildungsreihe
(A=) 4,=---=4,,

deren Glieder die zu den einzelnen Abbildungen a,, ..., a, gehorigen Zer-
legungen darstellen.

Zu jedem Punkt a € G gehort die Nachfolgerkette
((Mal=) M(@V)—...— M (a?)

und die durch die Reihe (A4) bestimmte lokale Kette
((Kal]=) Ka—..-—K,a.

Je zwei Glieder M (a"), K, a dieser Ketten von demselben Rang y sind dqui-
valente Mengen.

Wir betrachten nun zwei nicht leere Folgenmengen 7, %, die von endlichen
o (= 1)-gliedrigen Folgen gebildet werden, und beliebige Abbildungen a, b der
MengeGauf o' bzw. %. Wirhabendanndie Hauptteil-Mengen «5, ..., &, (= %),
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PBis ooy Bol= F), ferner die Abbildungen a,, . . ., a,(= a), b;, .. .,b,(=b)
von G auf die entsprechenden Hauptteil-Mengen und die Abbildungsreihen

(A=) 4z-=4,
((B)=) Byz---zB,.
Zu jedem Punkt a € G gehoren zwei Nachfolgerketten
((Ma]=) M(@W)—>---— M ("),
((Na]=) N@BD)—...—> N ()
sowie die lokalen Ketten der Reihen (A), (B):
([Kal=) K,a—---—K,a,
((Lal=) Lya—>---—>L,a.

Je zwei Glieder M (a'), K,a bzw. N (b), L,a dieser Ketten von demselben
Rang y sind dquivalente Mengen. o

Wir nehmen nun an, dafl die Abbildungsreihen (A), (B) gleichbasig ketten-
aquivalent sind. o

In diesem Fall stimmen also zunéchst die Endglieder 4,, B, der Abbildungs-
reihen (A), (B) iiberein: A, = B,. Ferner laB3t sich Folgendes zeigen:

Es gibt eine Permutation p der Zahlenmenge {1, ..., o} derart, daff das
Hlied M (') von beliebigem Rang y der zu jedem beliebigen Punkt a € G ge-
horigen Nachfolgerkette [Ma) und das Glied N (b)) vom Rang 6 = py der zu
demselben Punkt a gehirigen Nachfolgerkette [Na] dquivalente Mengen dar-
stellen.

Beweis. Nach unserer Annahme ist die gleichbasige Abbildung des Lokal-
kettengebildes A der Reihe (A) auf das Lokalkettengebilde B der Reihe (B)
cine starke Aquivalenz. Es gibt also eine Permutation p der Zahlenmenge
{1, ..., o} mit folgender Auswirkung:

Es sei a € G ein beliebiger Punkt und @ das ihn enthaltende Element von
A, = B,. Ferner seien [K @), [La] die zu der Basis @ gehorigen lokalen Ketten
der Reihen (A), (B). Dann sind je zwei Glieder K,a, L;a der lokalen Ketten
[K a], [La] dquivalente Mengen; dabei ist 6 = py.

Wir betrachten nun das Glied M (a’) von belicbigem Rang y der zu dem
Punkt @ gehorigen Nachfolgerkette [Ma] und das Glied N () vom
Rang 6 = py der zu demselben Punkt a gehorigen Nachfolgerkette [Na].
Wir haben K,a = K,a, Lsa = Ly;a. Nun ist, wie wir wissen, M (@) mit
K,a(= K,a), ferner K,a mit Lya(= Lya) und schlieBlich Lsa mit N (b®)
dquivalent. Folglich ist (§ 6, Nr.10,7) M () mit N (b9) aquivalent. Damit
ist der Satz bewiesen.

Ausdiesem Satzergibtsich die aufunseren Uberlegungen beruhende Folgerung :
Wenn man einen beliebigen Punkt a € G vermaige der Abbildungen a,, by in die
Hauptteil-Mengen &, Zs abbildet, wobei y, & die oben beschriebenen Werte
haben, so sind die Nachfolgermengen der beiden Bilder a,a, bsa dquivalent.

6*
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11. Bemerkungen iiber eine Anwendung der obigen Theorie auf dem Gebiet
der wissenschaftlichen Klassifikationen. Die Theorie der Reihen von Zerlegun-
gen bzw. der Abbildungen auf Folgenmengen hat eine interessante Anwendung
auf dem Gebiet der wissenschaftlichen Klassifikationen gefunden. Wir wollen
uns mit einigen diesbeziiglichen Bemerkungen begniigen, da eine ausfiihrlichere
Behandlung dieser Frage die Konzeption dieses Buches iibersteigen wiirde.

Unter einer wissenschaftlichen Klassifikation (") oder Klassifikation ()
der Menge (¢ verstehen wir eine Menge . von endlichen o« (= 1)-gliedrigen
Folgen von Elementen und eine Abbildung @ der Menge ¢ auf die Menge .«
Fiir jedes a € G heilit das y-te Glied der Folge aa das Merkmal vom Rang y
des Elements a(y =1, ..., «). Dementsprechend werden die Elemente von .«
Merkmalsfolgen genannt. Offenbar kann man die obigen Resultate iiber Ab-
bildungen auf Folgenmengen unmittelbar anwenden. Im Fall von wissen-
schaftlichen Klassifikationen werden die Elemente von G als Individuen, die
Hauptteil-Mengen als Merkmalsmengen und die Abbildungsreihe als die
Klassifikationsreihe bezeichnet.

In konkreten Fillen werden bei der Aufstellung einer Klassifikation an die
Wahl der Merkmale spezielle Bedingungen gestellt, durch die die zugehorige
Klassifikationsreihe mit bestimmt wird. Man denke etwa an die auf dem
Gebiet der Naturwissenschaften vorkommenden Klassifikationen, bei denen
die Merkmale der zu Kklassifizierenden Individuen als bestimmte, den Indi-
viduen anhaftende und durch die Natur gegebene Eigenschaften zu wihlen
sind.

Zur Bestimmung eines Individuums e mit Hilfe einer Klassifikation (&)
wird die ihm zukommende Merkmalsfolge aa festgestellt. Nun kommt es in
konkreten Fillen vor, dafl bei einem Individuum einige Merkmale nicht fest-
gestellt werden konnen, sei es, dall es sich um ein beschidigtes oder patho-
logisches Individuum handelt, sei es aus Mangel an einigen zu der Feststellung
notwendigen Mitteln, oder aus anderen Griinden. In solchen Fillen ist die
Bestimmung des Individuums mit Hilfe der Klassifikation (.#) im allgemeinen
nicht moglich.

Aus diesem Sachverhalt ergibt sich nun das folgende Problem: Es soll ein
Verfahren zur Aufstellung von zwei in geeigneten gegenseitigen Bezichungen
stehenden Klassifikationen der Menge (@ angegeben werden; man verlangt, daf3
a) die beiden Klassifikationen dasselbe Resultat ergeben, d. h. die voneinander
nicht zu unterscheidenden Individuen in den beiden Klassifikationen dieselben
sind; b) fiir jedes Individuum die fehlenden Merkmale in der ecinen Klassi-
fikation durch bestimmte Merkmale in der anderen ersetzt werden kénnen.

Die oben gewonnenen Erkenntnisse iiber Abbildungen auf Folgennfengen
zeigen einen Weg zur Losung dieses an sich offenbar sehr schwierigen Pro-
blems. Man geht von zwei geeignet gewihlten komplementéiren Reihen von
Zerlegungen der zu klassifizierenden Menge aus und wihlt, unter Anwendung
der in Nr.7 beschriebenen Konstruktion, diec Merkmale in den beiden Klassi-
fikationen so, dafl die zugehérigen Klassifikationsreihen gleichbasig verkettet
herauskommen (Nr. 8). Ist dies erzielt, so kann man aus der Kenntnis der ersten
9 Merkmale in der einen Klassifikation und der ersten 4 + 1 Merkmale in
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der anderen fiir jedes Individuum mit Hilfe der zwischen den entsprechenden
Nachfolgermengen bestehenden schlichten Abbildung das (y + 1)-te Merkmal
in der zuerst genannten Klassifikation bestimmen. Die Moglichkeit der tat-
sichlichen Durchfiihrung dieser Konstruktion in konkreten Fallen kann
jedoch wegen der voraussichtlich vorhandenen speziellen Eigenschaften
der zu wihlenden Merkmale keineswegs sichergestellt werden. Das beschriebene
Konstruktionsprinzip 148t dennoch eine gewisse Freiheit in der Wahl der Merk-
male zu, da die komplementédren Reihen von Zerlegungen, von denen man bei
der Konstruktion auszugehen hat, beliebig gewahlt werden kénnen.

12. Ubungsaufgaben.

1. Das zu einer Reihe ((4) =) A, = --- = 4, von Zerlegungen auf ¢ gehorige Lokal-
kettengebilde ist eine Folgenmenge 7. Ordnet man jedem Punkt « € G die entsprechende
lokale Kette [ K a] zu, so erhalt man eine Abbildung @ der Menge ¢ auf die Folgenmenge ..
Die diesbezugliche Abbildungsreihe ist durch die Reihe (A4) dargestellt. Der y-te Haupt-
teil (y =1, ..., «) der zu einem beliebigen Punkt a € (7 gehorigen Folge aa ist durch die
Kette K,a—--- —»I?yrz dargestellt. Man ecrhalt fir 1 <y <o alle seine Nachfolger,
wenn man am Ende der erwahnten Kette je eine Zerlegung 7,11 “iv+2 hinzufugt;
7,1 durchliuft die Elemente der Zerlegung Ey["l:iy“(a €a, € A},); Ay = A,. Es
gibt Abbildungen der Menge ' auf Folgenmengen mit beliebig vorgegebenen Abbildungs-
reihen auf G.

2. Die Tafel zu Nr. 9 kann als das Schema von zwei Klassifikationen mit gleichbasig
verketteten Klassifikationsreihen aufgefafit werden. Die den einzelnen Individuen bzw.
den einzelnen Klassen der voneinander nicht zu unterscheidenden Individuen zukom-
menden Merkmalsfolgen sind in den einzelnen Zeilen der Figur angegeben; die Pfeile
zeigen immer die denselben Individuen zukommenden Merkmalsfolgen in den beiden
Klassifikationen an. Fiir jedes Individuum sind die im obigen Text naher beschriebenen
aquivalenten Nachfolgermengen in je zwei mit 4, 5 und B, 5 bezeichneten Spalten ange-
fithrt. Zum Beispiel kann bei einem Individuum aus der Kenntnis der Merkmale 4,, A4,,
Ay, Ay, A; in der Klassifikation (4) und der Merkmale B,, B,, B;, B,, B;, By, B,
(bzw. Bj) in der Klassifikation (B) auf das Vorhandensein des Merkmals A4 (bzw. Af)

in der Klassifikation (Ao) geschlossen werden. Der Leser moge sich den Sachverhalt in
allen Einzelheiten iiberlegen.
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