
Grundlagen der Gruppoid- und Gruppentheorie

§ 12. Grundbegriffe über Gruppoide

In: Otakar Borůvka (author): Grundlagen der Gruppoid- und Gruppentheorie. (German). Berlin:
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1960. pp. 79--85.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401504

Terms of use:
© VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/401504
http://project.dml.cz


§ 12. Grundbegriffe über Gruppoide 79 

der Zusammensetzung von Permutationen, ähnlich wie in Beispiel c) in Nr. 3 definiert 
wrerden. Es sind für n —-4, 5, 6 die entsprechenden Multiplikationstabellen aufzustellen. 

3. In Beispiel b) in Nr. 3 kann die Menge G nur die Zahlen 0, 1, . . ., n — 1 ent
halten. Es sollen für diesen Fall, und zwar für n = 1, 2, 3, 4, 5, die entsprechenden 
Multiplikationstabellen aufgestellt werden. 

4. Ist n (^ 5) eine natürliche Zahl und gelten für die natürlichen Zahlen a, b die Un
gleichungen a, b < n, so ist die Anzahl der Primfaktoren von 10 a + b höchstens gleich n. 
Daraus schließen wir, daß man in der Menge G = {1, 2, . . ., n} eine Multiplikation auf 
folgende Weise definieren kann: Das Produkt ab eines beliebigen Elements a eG mit 
einem Element b € G ist durch die Anzahl der Primfaktoren der Zahl 10 a -f b gegeben. 
Der Leser möge sich überzeugen, daß für n = 6 die entsprechende Multiplikationstabelle 
folgendermaßen aussieht: 

1 1 2 3 4 5 6 

1 1 3 1 2 2 4 
2 2 2 1 4 2 2 
3 1 5 2 2 2 4 
4 1 3 1 3 3 2 
5 2 3 1 4 2 4 
6 1 2 3 6 2 3 

5. In dem System aller Teilmengen einer nicht leeren Menge kann eine Multiplikation 
so definiert werden, daß man jeder zweigliedrigen Folge von Teilmengen die Summe der 
letzteren zuordnet. Kann man analog eine Multiplikation mit Hilfe des Durchschnitts 
definieren? 

6, Der Leser möge selbst Beispiele von Multiplikationen in Mengen angeben. 
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1. Definition. Eine nicht leere Menge G mit einer in ihr erklärten Multi
plikation M heißt ein Gruppoid: G ist das Feld, M die Multiplikation des 
Gruppoids. Gruppoide werden wir mit großen Frakturbuchstaben bezeichnen, 
und zwar im allgemeinen mit den gleichen wie ihre Felder. Zum Beispiel 
bezeichnen wir ein Gruppoid, dessen Feld G ist, mit 05, und wurde ein Gruppoid 
mit 05 bezeichnet, so bedeutet der Buchstabe G im allgemeinen das Feld 
von 05. 

2. Weitere Grundbegriffe. Die Gruppoide $ . $ „ , S „ . Auf Gruppoide über
tragen wir die Begriffe und Symbole, die für ihre Felder definiert wurden. 
Wir sprechen z. B. von Elementen eines Gruppoids s ta t t von Elementen seines 
Feldes und schreiben a £ 05 s ta t t a£ G\ wir sprechen von Unter- oder Teil
mengen in einem Gruppoid und schreiben A c 05 oder 05 D A< von Zerlegungen 
in und auf einem Gruppoid, von der Ordnung eines Gruppoids, von einer Ab
bildung eines Gruppoids in oder auf eine Menge, in oder auf ein Gruppoid, 
usw. Nicht leere Teilmengen in Gruppoidcn werden auch Komplexe genannt. 
Wenn das Feld. G eines Gruppoids 05 eine abstrakte Menge ist, so heißt auch 
das Gruppoid 05 abstrakt. 
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Ebenso übertragen wir auf Gruppoide die Begriffe und Symbole, die für 
ihre Multiplikationen definiert wurden. Insbesondere besitzt jede zweigliedrige 
Folge von Elementen a, b £ & ein bestimmtes Produkt a • b oder ab. Wenn 
für je zwei Elemente a, b £ & die Gleichheit ab = ba besteht, so heißt das 
Gruppoid & kommutativ oder abelsch. Einem endlichen Gruppoid © können 
wir eine Multiplikationstabelle zuordnen, in der seine Multiplikation be
schrieben wird. In § 11, Nr. 3 haben wir einige Beispiele von Multiplikationen 
angegeben; jedes von ihnen ist zugleich ein Beispiel für ein Gruppoid. 

In unseren weiteren Überlegungen werden wir öfter Gelegenheit haben, 
auf die folgenden Gruppoide, die wir mit Q, 3n> ©n bezeichnen wollen, hin
zuweisen. Das Gruppoid 3 besteht aus der Menge Z aller ganzen Zahlen, 
und seine Multiplikation stimmt mit der arithmetischen Addition überein 
(§ 11, Nr. 3a). Das Gruppoid Qn besteht aus der Menge _Zn = {0,1, . . ., n — 1}, 
wobei n eine beliebige natürliche Zahl bedeutet, und seine Multiplikation 
wird als die Addition in bezug auf den Modul n definiert (§11, Nr. 3 b). Das Grup
poid @n besteht aus der Menge Sn aller Permutationen einer endlichen Menge II 
von der Ordnung n(^z 1), und seine Multiplikation wird mittels der Zusammen
setzung von Permutationen definiert. Wir bemerken, daß ein Gruppoid, 
dessen Elemente aus Permutationen einer endlichen oder unendlichen Menge 
bestehen und dessen Multiplikation mittels Zusammensetzung von Per
mutationen definiert wird, Permutationsgruppoid heißt. Zum Beispiel ist 
das Gruppoid @n ein Permutationsgruppoid. 

3. Vertauschbare (kommutative) Teilmengen. Es sei (überall im folgenden) (II 
ein Gruppoid, und es seien A, B beliebige Teilmengen in &. Die von allen Pro
dukten ab gebildete Menge, wobei a alle Elemente in A und b alle Elemente 
in B durchläuft, heißt das Produkt der Teilmenge A mit der Teilmenge B oder 
das Produkt aus A und B; dieses Produkt wird mit A • B oder AB bezeichnet. 
Wenn eine der Teilmengen A, B leer ist, so wird unter den Symbolen A • B, 
AB die Nullmenge verstanden. Für a£& schreiben wir im allgemeinen 
aA bzw. Aa statt {a}A bzw. J.{a}; es bedeutet also z. B. das Symbol aA 
die Menge aller Produkte des Elements a mit den einzelnen Elementen von A 
oder, im Fall A = 0, die Nullmenge. Statt AA schreiben wir kürzer AI2. 

Ist AB = BA, so heißen A, B miteinander vertauschbar oder müeinmider 
kommutativ. In diesem Fall bestehen also für beliebige Elemente a £ A} b £ B 
und geeignete Elemente a1,a" £ A; V,b" £ B die Gleichheiten ab — b'a!, 
ba = a"b". Wenn das Gruppoid & abelsch ist, so sind offenbar je zwei Teil
mengen in & miteinander vertauschbar. Im allgemeinen gilt für zwei Elemente 
a,b £ & die Beziehung ab 4= ba, und man sieht, daß zwei Teilmengen A, B C & 
keineswegs miteinander vertauschbar zu sein brauchen, wie dies etwa für 
die Teilmengen A = {a}, B = {b} zutrifft. Zum Beispiel wird in dem 
Gruppoid 3 das Produkt der Teilmenge A = {1} mit der Teilmenge 
B = {. . ., — 2, 0, 2, . . .} durch die Teilmenge {. . ., 1 , 1 ,3 , . . . } dargestellt, 
und es gilt offenbar AB = BA; für A =.-= {0, 1} und B =--- {. . ., - 2 , 0, 2, . . .} 
ist AB = BA -= Z. Wir wollen beachten, daß für das Gruppoid ® immer 
die Beziehung 00 C & gilt. 
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4. Unter- und Obergruppoide. Ideale. Es sei A ein Komplex in &. Wenn 
AAcA ist, wenn also das Produkt von jedem Element a£ A mit jedem Ele
ment b £ A wiederum in A liegt, so sagen wir, A sei ein gruppoidaler Komplex 
in ©. In diesem Fall wird durch die Multiplikation M in © eine sogenannte 
partielle Multiplikation MA in A eindeutig best immt; durch diese partielle 
Multiplikation MA wird jeder zweigliedrigen Folge von Elementen a, b £ A 
dasselbe Element wie durch die Multiplikation M zugeordnet. Die Menge A 
mit der Multiplikation MA bildet ein Gruppoid 9t; wir sagen 9t sei ein Unter
gruppoid in W und 03 ein Obergruppoid auf 9t, und schreiben 91C % oder 
0) D 9t. Wenn A in 0) echt ist, so nennen wir 91 echtes Untergruppoid in & 
und W echtes Obergruppoid auf 9t. Im Gruppoid ÖJ gibt es stets das mit & 
identische größte Untergruppoid (vj. 

Wenn sogar die Beziehung GAcA (oder AG c A oder zugleich 
GA C AD AG) erfüllt ist, so wird 9t linksseitiges (oder rechtsseitiges oder 
zweiseitiges) Ideal in 0) genannt . Der Fall A =f= (? wird wiederum durch das 
Attribut ec/?l charakterisiert. 

Zum Beispiel ist der von allen ganzen Vielfachen einer natürlichen Zahl 
m gebildete Komplex in dem Gruppoid 3 gruppoidal, da das Produkt (d. h. 
die arithmetische Summe) von je zwei ganzen Vielfachen von m wiederum 
ein ganzes Vielfaches von m ist; dieser Komplex und die in ihm als Multi
plikation erklärte arithmetische Addition stellt ein Untergruppoid in 3 dar, 
das offenbar im Fall m > 1 in 3 e<?ht *SV E-11 anderes Beispiel ist folgendes: 
Es sei A c 3 n der von allen Elementen in S n ; die einen bestimmten P u n k t 
a G / / unverändert lassen, gebildete Komplex. Dieser Komplex A ist grup
poidal; denn, wenn zwei Permutationen p. q £ £ n den Punkt a unverändert 
lassen, so gilt dies auch von ihrem Produkt p • q (d. h. von der zusammen
gesetzten Permutat ion qp). Wir sehen, daß der Komplex A zusammen mi t 
der in ihm als Multiplikation definierten Zusammensetzung von Permutat ionen 
ein Untergruppoid 9t C S n darstellt. 

Für beliebige Gruppoide 9t, ^ , W gelten offenbar die folgenden Aussagen: 
Ist ty ein Untergruppoid in 9t und 91 ein solches in W, so ist auch $8 ein Unter-

gruppoid in W. 

»Sind 91, s-9 Untergrup}X)ide in m und besteht für ihre Felder A, B die Be
ziehung BcA. <so ist 93 ein Untergruppoid, in 9V 

5. Weitere Begriffe. Im Einklang damit , daß wir auf Gruppoide Begriffe 
und Symbole, die wir für ihre Felder definiert haben, übertragen, verstehen 
wir unter dem Durchschnitt einer Teilmenge B c W und eines Untergruppoids 
9t CW den Durchschnitt der Teilmenge B und des Feldes von 9t; ähnlich 
sprechen wir von dem Produkt der Untermenge B mit dem Untergruppoid 9t, 
von dem Produkt des Untergruppoids 9t mit der Teilmenge ß , von der Hülle 
des Untergruppoids 9t in einer Zerlegung Ä, von der Durchdringung der Zer
legung Ä mit dem Untergruppoid 9t, usw. Dementsprechend wenden wir die 
Bezeichnungen B n 9t oder 91 H « , B% oder %B, 91 C .4 oder Ä3%, Ä Fl 21 
oder 9t n A, usw. an. 
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6. Durchschnitt von Untergruppoiden. Wir betrachten zwei Untergruppoide 
91, 35 C © nnd setzen voraus, daß der Durchschnitt A n B ihrer Felder nicht 
leer ist: 4̂ n 5=4=0. Dann gelten für beliebige Elemente a, b £ A n B einer
seits die Beziehungen ab £ AA C A, andererseits ab £ BBC B, und wir 
sehen, daß ab £ A n B ist. A n B stellt also einen gruppoidalen Komplex in @ 
dar. Das zu dem Feld A n B gehörige Untergruppoid in ® heißt der Durch
schnitt der Untergruppoide 31,93 und wird mit % n 33 oder 58 n 91 bezeichnet. 
Wir sehen, daß je zwei Untergruppoide in %, deren Felder gemeinsame Ele
mente besitzen, stets einen Durchschnitt haben, der wiederum ein Unter
gruppoid in ® ist und offenbar ein Untergruppoid in jedem dieser Unter
gruppoide darstellt. Wir wollen beachten, daß der Durchschnitt von zwei 
Untergruppoiden lediglich dann definiert ist, wenn die Felder der beiden 
Untergruppoide gemeinsame Elemente besitzen. Zum Beispiel haben die 
Untergruppoide 91, 33 C S n , deren Felder A, B von allen Elementen in @n ge
bildet werden, die einen Punkt a £ H bẑ w. b £ H unverändert lassen, einen Durch
schnitt; denn die Mengen A, B haben wenigstens ein Element gemeinsam, und 
zwar die identische Permutation von H, die alle Punkte in H unverändert läßt. 

Der Begriff des Durchschnitts von zwei Untergruppoiden in & läßt eine 
unmittelbare Erweiterung auf Systeme von Untergruppoiden in (!) zu. Wenn 
ein System {9lls 9l2> • * •} von Untergruppoiden in © so beschaffen ist, daß 
der Durchschnitt ät n ä2 n . . . der entsprechenden Felder nicht leer ist, so 
stellt dieser Durchschnitt, wie leicht nachgewiesen werden kann, einen grup
poidalen Komplex in & dar; das zugehörige Untergruppoid in ® heißt der 
Durchschnitt des Systems von Untergruppoiden {9l1? 9I2, . - .} und wird mit 
3Ii H Sl2 n . . . oder fl St oder ähnlich bezeichnet. 

7. Produkt einer endliehen Folge von Elementen» 1. Definition. Wir be
trachten eine endliche Folge von Elementen at, . . ., an £ @, wobei wir n >̂ 2 
annehmen, und fragen, was unter dem Produkt dieser Folge ax, . . ., an ver
standen werden soll. Das Produkt der zweigfiedrigen Felge (n = 2) von Ele
menten at, a2 haben wir bereits definiert und wissen, daß es mit at - az oder 
a1a2 bezeichnet wird. Im Fall n == 3 erklären wir das betreffende Produkt so: 
Das Produkt der dreigliedrigen Folge von Elementen %, a2, az ist die von den 
sogenannten Produktelementen at(a2az), (ata2) «3 gebildete Menge und 
wird mit {axa2az} bezeichnet. Mit dem Symbol at • a2 • a3 oder ata2az be
zeichnen wir eines der Produktelemente, etwa das Produkt a1(a2az) des Ele
ments at mit dem Element a2a2 oder das Produkt (ata2) % des Elements 
ata2 mit a3. Im Fall n = 4 stellen wir eine analoge Definition auf: Das Pro
dukt der vierglieclrigen Folge von Elementen at, a2, a3, a4 ist die von den 'Pro
duktelementen %(«2%

a4)> (aia2)(azai)> (a ia2aa)a4 gebildete Menge und 
wird mit {ata2aza4} bezeichnet. Mit dem Symbol at • a2 • a3 • a4 oder ata2a^a^ 
bezeichnen wir eines der fünf Produktelemente «i(«2(

a3a4))> ai((a2%) %)» 
(%«2)(%a4), (a1(a2az)) a4, ((ata2) a3) &4. Diese speziellen Fälle dürften wohl 
zum vollen Verständnis der folgenden allgemeinen Definition genügen: 

Unter dem Produkt der n-gliedrigen Folge von Elementen at, at, . . ., an 

verstehen wir die auf folgende Weise definierte Menge {ax a2 • • • ÄW) . Für 
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n = 2 besteht die Menge {axa2} aus dem einzigen Element ata2, für n > 2 
ist sie durch die Formel 

K % • * * an) = W K ' * * <*n} U {«i %} {o» • • •»»} U • • • U {o- - • • a n . J {aw} 

definiert. Die einzelnen Elemente von {04 a2 • • • an} werden Produktelemente 
genannt und mit ata2* • • an bezeichnet. Offenbar gibt es nur endlich viele 
dieser Produktelemente. Für n = 2 unterscheiden wir im allgemeinen nicht 
zwischen dem Produkt und dem entsprechenden Produktelement. 

2. Assoziative Gruppoide. Nach den obigen Erörterungen besitzt eine drei
gliedrige Folge von Elementen at,a2,a3£ © höchstens zwei Produkt
elemente a1(a2a2)i (a1a2) as. Wenn diese stets übereinstimmen, wenn also für 
je drei Elemente ax, a2, a3 £ @ die Gleichheit a1(a2a^) = (ata2) az gilt, so heißt 
die zugehörige Multiplikation und auch das Gruppoid (VJ assoziativ. 

Die in der klassischen Mathematik am häufigsten vorkommenden Gruppoide 
sind dadurch gekennzeichnet, daß jede endliche Folge ihrer Elemente ein 
einziges Produktelement besitzt; wie wir später (§ 18, Nr. 1,1) sehen werden, 
besitzen genau die assoziative Gruppoide diese Eigenschaft. 

Zum Beispiel ist das Gruppoid $ assoziativ, da nach der in ihm erklärten 
Multiplikation die aus beliebigen Elementen a, b, c £ $ gebildeten Produkte 
a(bc), (ab)c durch die arithmetischen Summen a + (b -f- c), (a + b) + e dar
gestellt werden und folglich übereinstimmen. 

Das Gruppoid $n (n 2ü 1) ist ebenfalls assoziativ. Nach der in ihm erklärten 
Multiplikation sind nämlich die aus beliebigen Elementen a, b, c £ Qn ge
bildeten Produkte a(bc), (ab)c durch die Reste von a + r, s + c bei der 
Division durch n bestimmt, wobei r bzw. s den Rest von b + c bzw. a -f- b bei 
Division durch n bedeutet. Da sich die Zahlen a + r,a + (b + c) nur um ein 
ganzzahliges Vielfaches der Zahl n unterscheiden, ist a(bc) der Rest der Zahl 
a -f (b f c) bei Division durch n\ aus analogen Gründen ist (ab)c der Rest von 
(a + b) -\ c bei Division durch n. Da nun a f (b + c) ^ (a -f- b) + c ist, er
gibt sich die Beziehung a(bc) (ab)c. 

Schließlieh stellt auch Srt (n 2? 1) ein assoziatives Gruppoid dar, denn nach 
Definition der Multiplikation in 2 n sind für je drei Elemente p$q,r£ ©n 

die Produkte p • (c/ • r), (p • f/) • r durch die zusammengesetzten Permutationen 
(rq)p, r(qp) gegeben, und diese sind einander gleich (§8, Nr. 7,3). 

3. Beispiel: Als Beispiel für die Berechnung des Produkts einer endlichen 
Folge von Elementen in einem Gruppoid wollen wir das Produkt (1 • 2 • 3 • 4} 
in dem in §11, Nr. 5,4 beschriebenen Gruppoid bestimmen. Nach der zu
gehörigen Multiplikationstabelle haben wir 

{ 1 . 2 . 3 } - , { 1 } . { 2 . 3 } U { 1 . 2 } . { 3 } : - , { 1 } . { 1 } U { 3 } . { 3 } = {1}U{2} = {1,2}; 

{2 • 3 • 4} =,. {2} • {3 • 4} u {2 • 3} • {4} =,-. {2} • {2} u {1} • {4} •--= {2} u {2} = {2}; 
{1-2-3-4} :{1}. {2.3-4} u {1-2}-{3-4} u { l - 2 - 3 } . {4} 

= {l}.{2}u{3}.{2}u{l,2}.{4} = {3}u{5}u{2,4} = {2,3,4,5}. 

Die Produktelemente 1 * 2 • 3 • 4 sind also die Zahlen 2, 3, 4, 5. 
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8. Produkt einer endlichen Folge von Teilmengen. 1. Definition. Es seien 
Al9 . . ., An (n ^ 2) beliebige Teilmengen in &. 

Unter dem Produkt der n-gliedrigen Folge von Teilmengen Ax, A2, . . ., A 
verstehen wir die Summe aller Produkte {axa2 • • . an), wobei die a1£A1, 
a2£ A2, . . ., an£ An alle Elemente von A1; A2, . . ., An durchlaufen. Dieses 
Produkt wird mit AXA2 • • • An, bezeichnet. Wenn eine der Mengen At, . . ., A 
leer ist, so wird unter dem erwähnten Produkt die Nullmenge verstanden. Nach 
dieser Erklärung und nach der Definition von [at a2 • • • an} ist jedes Element 
a£A1A2'"An durch das Produkt eines Produktelements % • • • ak mit einem 
Rroduktelement ak + 1 • • • an dargestellt, wobei 1 <L k <g n — 1 ist; daraus folgt 
die Beziehung a £ (At • • • Ak) (Ak + 1 • • . An), und wenn k den obigen Un
gleichungen genügt, so stellt das Produkt jedes Elements in At * • • Ak mit 
jedem Element in Ak+1 • • • An ein Element a 6 AtA2 • • • An dar. Aus dieser 
Überlegung folgt die Gültigkeit der Formel 

M , * , 4 = ^ i ( ^ ' ' ' 4 ) u ( 4 i i 2 ) ( 4 * - 4 ) u - ' U ( 4 1 ' ' ' 4 „ 1 ) i r 

Bedeutet A eine Teilmenge in @, so schreibt man statt A • * • J. kürzer An; 
folglich gilt für n 2> 2 die Formel n 

An = AAn~1uAUn-~2U''><uAn~1A. 

Die obigen Definitionen des Produkts einer endlichen Folge von Elementen 
oder Teilmengen in einem Gruppoid stellen offenbar eine Verallgemeinerung 
des Produkts einer zweigliedrigen Folge von Elementen oder Teilmengen dar. 

2. Beispiel. Es sei A die von den Elementen 1, 2, 4 gebildete Teilmenge 
in dem Gruppoid aus § 11, Nr. 5,4. Wir haben 

A2 = {1,2,4}. {1, 2,4} = {1.1, 1.2, 1.4, 2 • l, 2 • 2, 2 • 4, 4 . 1 , 4 .2 , 4.4} 
- { 1 , 2 , 3 , 4 } ; 

A* = {1, 2,4}. {1,2,3,4} u {1,2,3,4}. {1,2,4} = {1,2,3,4,5}; 
^ 4 = {1, 2,4}. {1, 2, 3,4, 5} u {1, 2, 3,4}. {1,2, 3,4} u [1,2,3,4, 5}. {1,2,4} 

= {1,2,3,4,5}. 

9. Übungsaufgaben. 

1. Wenn die Teilmengen A, BC W als Summen von einigen Teilmengen ay, b$ ge

geben sind, also A = äj_U. . ., B ------ btU- . ., so gilt AB U « v b<5, wobei die öy bzw. bd 

alle Teilmengen ö j , . . . bzw. bit . . . durchlaufen. 

2. Wenn analog zu Aufgabe 1 die Gleichheiten A •--äl C\ . , ., B •- 6 , n . . -, gelten, 
so ist AB C n öy 6^, wobei die äy bzw. b^ alle Teilmengen ä j , . . . bzw. b,, . . . durchlaufen. 
Insbesondere gelten für je drei Teilmengen A,B, C C ^> die folgenden Beziehungen: 
*)(AnB)CcACC\BC;b)C(AnB)C CA H C B. Es soll an geeigneten Beispielen gezeigt 
werden, daß sich in diesen Beziehungen das Zeichen C nicht immer durch das Gleich
heitszeichen ersetzen läßt. 

3. Es ist zu zeigen, daß die Anzahl Nn der in dem Produkt einer ra-gliedrigen Folge 
von Elementen in © enthaltenen Produktelemente (n lz. 2) im allgemeinen durch die 
Formel Nn = (2 n — 2)!/(» — 1)In! gegeben ist. 
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4. Es sei i c @ eine Teilmenge in ($, und es seien m, n natürliche Zahlen. Man be
weise die Gültigkeit der folgenden Formeln: 

a) AmAncAm + n; h) (Am)nC-4mn. 

5. Es seien A C B Teilmengen in © und ferner n eine natürliche Zahl. Dann gilt die 
Beziehung An C B** 

6. Für das Feld G von (& und jede natürliche Zahl n gilt Gn^Gn^¥1; folglich bestehen 
die Beziehungen G^G2^GB^ 

7. Es mögen G und n dieselbe Bedeutung haben wie in Aufgabe 6. Man zeige, daß Gn 

einen gruppoidalen Komplex in ÖJ darstellt und daß das zugehörige Untergruppoid ein 
zweiseitiges Ideal in @ ist. 

Bemerkung . Dieses Ideal wird mit ©n bezeichnet. 
8. Für ein assoziatives Gruppoid ® gelten die folgenden Aussagen: a) Jedes Unter

gruppoid in © ist wiederum assoziativ; b) für je drei Teilmengen A, B, CC © gilt die Be
ziehung A(BC) = (AB)C. 

9. Jedes assoziative Gruppoid © hat die Eigenschaft, daß für je zwei grappoidale 
und miteinander vertauschbare Komplexe A, B C ® auch der Komplex ABgruppoidal ist. 

Bemerkung. Sind in diesem Fall ".}(, U3 miteinander vertauschbare Untergruppoide 
in ©, so heißt das zum Produkt ihrer Felder gehörige Untergruppoid Produkt von % und %$; 
dieses Untergruppoid wird mit K)[ ^ oder ^ sh bezeichnet. 

10. Jedes assoziative Gruppoid © hat die Eigenschaft, daß die von allen seinen mit 
jedem Element in © vertauschbaren Elementen gebildete Menge gruppoidal oder leer ist. 

Bemerkung. Das zugehörige Untergruppoid in © heißt das Zentrum von ©. 
11. Es sei 0i das Gruppoid, dessen Feld von allen natürlichen Zahlen gebildet wird 

und in dem die Multiplikation auf folgende Weise definiert ist: Das Produkt ab mit be
liebigen Faktoren a, b £ 0$ wird durch das kleinste gemeinsame Vielfache bzw. den größten 
gemeinsamen Teiler der Zahlen a, b dargestellt. Man zeige, daß in beiden Fällen das 
Gruppoid © abelseh und assoziativ ist. 

§ 13. Homomorphe Abbildungen (Deformationen) von Gruppoiden 

1. Definition. Es seien W, W* beliebige Gruppoide. Wie wir bereits bemerkt 
haben (§ 12, Nr. 2), versteht man unter einer Abbildung des Gruppoids @ in 
das Gruppoid W* eine Abbildung des Feldes G von W in das Feld G* von (#*; 
ähnlieh überträgt man auf Gruppoide auch die übrigen Begriffe, die wir im 
Zusammenhang mit Abbildungen von Mengen besproehen haben. Naeh dieser 
Definition betrifft also der Begriff der Abbildung des Gruppoids (ij in das 
Gruppoid 0)* lediglieh die beiden Felder und hängt im allgemeinen von den 
in den Gruppoiden W, W* definierten Multiplikationen nicht ab. 

Ks gibt jedoch Abbildungen, die sieh durch gewisse Beziehungen zu den 
in 05 und 0)* definierten Multiplikationen auszeichnen. Für die Gruppoid-
theorie sind die sogenannten homomorphen Abbildungen am wichtigsten, 
die dadurch charakterisiert sind, daß sich mit ihrer Hilfe die Multiplikationen 
in W und (>$* in gewissem Sinn gleichzeitig ausführen lassen. Ausführlieh 
wollen wir diesen Begriff so beschreiben: 

7 Gruppoid- und Gruppentheorie 
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