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142 III. Gruppen

Beweis. Aus x € p¥ folgt = pa(@ € A), und aus v ' =alplaltecA)
ergibt sich 71 € Ap-1. Es gilt also n(pA) C Ap-*. Aullerdem ist jeder Punkt
y=apleUpia €NA) das n-Bild von pa’ 1€p‘2[( 'L A); es gilt also
ApLtCn(pA). Somit erhalten wir n(pA) = Ap-L.

Bemerkung. Man nennt jede der beiden Nebenklassen p, Ap-! zu der
anderen invers und spricht von zueinander inversen Nebenklassen. Wird eine
von ihnen etwa mit @ bezeichnet, so wendet man fiur die andere die Bezeich-
nung a-! an.

Satz 9. Die linksseitige Nebenklasse pU und die rechtsseitige Nebenklasse
Ngq stellen jeweils dquivalente Mengen dar.

Beweis. Nach Satz 8 und nach § 7, Nr. 3,4 sind die Mengen p % und % p-!
miteinander dquivalent; nach dem zu Satz 5 analogen Satz fir rechtsseitige
Nebenklassen haben die Mengen Ap-1, Aq dieselbe Elcrenschaft Daraus folvt
die Behauptung nach §6, Nr. 10,7.

3. Ubungsaufgaben.

1. In einer abelschen Gruppe & stimmen die linksseitige und die rechtsseitige Neben-
klasse jedes Punktes p € & in bezug auf eine beliebige Untergruppe A C (% iiberein,
also pA =Ap.

2. Es seien U, B beliebige Untergruppen und € ein Komplex in (5. Es soll gezeigt
werden: a) Die Summe aller mit C' inzidenten linksseitigen (rechtsseitigen) Nebenklassen
in bezug auf U wird von dem Komplex CUA(AC) dargestellt; b) die Summe VpA aller
mit irgendeiner rechtsseitigen Nebenklasse Bp(p € () inzidenten linksseitigen Neben-
klassen in bezug auf U stimmt mit der Summe aller mit der linksseitigen Nebenklasse p
inzidenten rechtsseitigen Nebenklassen in bezug auf ¥ iiberein.

3. Es sei pe @ ein beliebiges Element der Gruppe ($ und ¢ die mit der Gruppe (%
assoziierte (p)-Gruppe (§ 19, Nr. 7, 9). Wir betrachten eine beliebige Untergruppe A C »
in . Es soll gezeigt werden: d) Die linksseitige (rechtsseitige) Nebenklasse p“)[ (M 1))
des Elements p in bezug auf die Untergruppe S)1 stellt das Feld einer Untergruppe “‘l, C o
(’)I,C U) in 6 dar; b) fir jedes Element x in (5 bzw. in (¢ stimmt die linksseitige (rechts-
seitige) Nebenklasse xo ‘5{1(‘5{, oz) mit der linksseitigen (rechtsseitigen) Nebenklasse
U (Ux) uberein.

§ 21. Nebenklassenzerlegungen in Gruppen

Eine iiberaus wichtige Eigenschaft von Gruppen besteht darin, dal durch
jede Untergruppe einer Gruppe gewisse Zerlegungen auf dieser Gruppe be-
stimmt werden.

1. Der Begriff der Nebenklassenzerlegung auf Gruppen. Wir betrachten die
von allen linksseitigen Nebenklassen in bezug auf eine beliebige Untergruppe
AC G gebildete Menge. Nach Satz 1 aus § 20, Nr.2 ist jeder Punkt p€ & inder
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linksseitigen Nebenklasse p U enthalten, wiahrend diese natiirlich ein Element
der betrachteten Menge darstellt; nach Satz 4 aus § 20, Nr.2 sind je zwei
verschiedene Elemente der betrachteten Menge disjunkt. Wir sehen, daB die
von allen linksseitigen Nebenklassen in bezuy auf die Unlergruppe U gebildete
Menge eine Zerlegung der Gruppe 3 darstellt. Diese Zerlegung von (% nennen
wir die linksseitige Nebenklassenzerlegung bzw. Restklassenzerlequng der Gruppe 6
in bezug auf die Untergruppe U oder die linksseitige Klassenzerlegung von
und schreiben 65/,9.

Analog stellt man fest, daB die von allen rechtsseitigen Nebenklassen in bezug
auf die Untergruppe A gebildete Menge ebenfalls eine Zerlequng der Gruppe ®
darstellt; dies ist die sogenannte rechtsseitige Nebenklassenzerlegung bzw. Rest-
klassenzerlegung der Gruppe (& in bezug auf die Untergruppe U oder die rechts-
seitige Klassenzerlegung von (9, und wir schreiben /9.

Zum Beispiel gelten die Formeln ¢/,(% == ¢/, = G ., 6/, {1} = &/, {1} =
= Guims Guaxs Gpin bedeuten die groBte bzw. die kleinste Zerlegung der
Gruppe (.

In den folgenden Ausfithrungen dieses Paragraphen werden wir uns mit
Eigenschaften der linksseitigen Klassenzerlegungen von (¢ beschiftigen. Die
Eigenschaften der reohtssemgen Klassenzerlegungen sind wieder (§ 20, Nr.2)
durchaus analog, und wir iberlassen es dem Leser, sich mit ihnen einzeln
zu befassen. Zum SchluBB dieses Paragraphen werden Wechselbeziehungen
zwischen der linksseitigen und rechtsseitigen Klassenzerlegung der Gruppe
in bezug auf dieselbe Untergruppe beschrieben.

2. Durchdringungen und Hiillen im Zusammenhang mit Nebenklassenzer-
legungen.

1. Esseien 9 D 9, € Untergruppen in . Wir betrachten die Durchdringung
A,BNE und die Hille €A/, B. Wegen ANC 40 sind diese Gebilde
nicht leer. 4 D B, € sind die Felder der erwiihnten Untergruppen.

Es qilt die Formel

W BNE = ANC)/ (BNE). (1)

Wenn ferner die Untergruppen ANE, B miteinander vertauschbar sind, so

gilt auch GO, = (€ N AV, Y. @)

Beweis. a) Wir werden feststellen, daB jedes Element in der rechts (links)
in (1) auftretenden Zerlegung auch in der links (rechts) auftretenden vor-
kommt. Jedes Element a € (ANE)/,(BNE) hat die Form a = a(BNE) =

aBnaC, wobei a € ANC ist. Aus a € A, AD YV finden wir aB € A,V
aus a € € folgt die Gleichheit a€ = C. Somit ergeben sich die Beziehungen
a-=aBnCeABME. Es sei nun a € A,BME ein beliebiges Element,
also @ aBNE (4= 0), a € A: ferner sei x € @ ein beliebiger Punkt. Wegen
x € a®PB crhalten wir aB - =B, und wegen x € € gilt die Gleichheit C = z2€,
also @ = 2B nNax€ — 2(BNE). Da ferner aus a € WA, AD BV die Bezichung
aB C A folgt, haben wir x € ANCE, so daB a = (ANE),(VBNE) gilt. Damit
ist die Formel (1) bewiesen.
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b) Wir nehmen nun an, die Untergruppen ANE, B seien miteinander
vertauschbar. Diese bltuatlon ist z. B. immer dann erfillt, wenn die Unter-
gruppen B, € miteinander vertauschbar sind (§ 22, Nr.2).

Den Beweis der Formel (2) wollen wir dhnlich wie im Fall a) fiihren. Jedes
Element @ € (CN A)B/;B hat die Form =B mit € (CNA)B; wir schen,
daB 2 das Produkt ab aus einem Punkt a EEN Y und einem 1’unkt () €Y
darstellt. Folglich bestehen die Gleichheiten @ = (ad)®B = a(bB) =: aB (die
letztere wegen der nach Satz 2 aus § 20, Nr. 2 geltenden Bczmhung SB = B).
Aus a € A, AD VB folgt B € AV, und aus a € € schen wir, daB aB mit €
inzident ist. Somit ergibt sich die Beziehung @ € € = %/;8. Es sei nun a ein
beliebiges Element in € = %/;B, also a == (1% wobei @ einen Punkt in 9
darstellt und ¢®B mit € inzidiert; funer sei ¢ € ENaWB. Aus der Beziehung
¢ € B schlieBen wir nach den Sitzen 1 und 4 aus § 20, Nr. 2 auf das Bestchen
der Gleichheit @ = ¢®B, aus der (wegen aC ) ¢ € A folgt. Wir haben also
c€ €N A und folglich auch ¢ = 1€ (ENAYB. Aus dieser Beziehung und
aus BC(ENA) B erhalten wir a € (ENA)V/,B, womit die Formel (2) be-
wiesen ist.

Wir wollen nun den Spezialfall anfithren, in dem die Untergruppe A mit &
zusammenfdllt. In diesem Fall gilt

G/ BNE=C(BNCE) (1)
und ferner, falls die Untergruppen B,E miteinander vertauschbar sind,
CCG/B=0ECV,V. (27

2. Die obigen Erorterungen sollen nun dahin erweitert werden, daf} statt
der Durchdringung und der Hiille einer Untergruppe die einer linksseitigen
Klassenzerlegung betrachtet werden.

Es seien A D B, € 5D Untergruppen in ¢. Wir betrachten die Durchdrin-
gung U/,BE,D und die Hille €/,DC A/ B. Wegen AN C =+ O sind diese
Gebilde nicht leer. 4 D B, C D D bedeuten die Felder der erwihnten Unter-
gruppen.

Es gilt die Formel

W, BNE, D= (UNC),(BNTD). (3)

Wenn ferner die Untergruppen ANE, B mitcinander vertauschbar sind. so
gilt auch g
! C/DCAL  (ENWB . ()

Beweis. a) Jedes Element @ € (ANE)/,(B N T) hat die Form a  «(BNT)
=aBNaD, wobei « € ANE ist. Aus ¢ € A, AD Y ergibt sich aB &AL,V ;
und aus a €€, €D D folgt a® € €/, D. Somit stellt @ den (nicht lecren)
Durchschnitt der Elemente ¢®B und ¢® von A,V bzw. €/, dar, so dall
acAKBNE,D ist. Es sei nun a€ A/BNE,D cin beliebiges Element,
also a=aBNcD(F0), acU, c€C; ferner sei € @ ein belicbiger Punkt.
Wegen 2 € a®B haben wir a®B = 8, und wegen z€¢® gilt ¢D - 2T,
also d=aBNcD=aBNaeD=2(BNT). Da ferner aus a€ADY,
c € €D D die Bezichungen ¢®B C U, ¢® C € folgen, finden wir 2 € ANE, so0
dal @ € (UNEC)/, (BN D) gilt. Damit ist die Formel (3) bewiesen.
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b) Die Formel (4) folgt unmittelbar aus den Bezichungen
0:1’2 [ 9{/[%\‘ - 5(6/[@) [: (‘,(/l pa) (§ 2, 3) S(@/’l%\) =C
und aus Formel (2) auf S. 143,
In dem speziellen Fall, in dem die Untergruppen QI @: mit ¢ zusammen-
fallen, also die Klassenzerlegungen %/,8 (= 5/,%8), €/, D (= ¢/,D) die Gruppe &
bulvckon, stimmt /8N (SS/,~ mit der grofiten %mcmsamen Verfeinerung

(65,8, 5/,D) der erwithnten Klassenzerlegungen iiberein (§ 3, Nr.5), und wir
erhalten (5,98, 5/, T) = G/,(BN D).

3. Uberdeckungen und Verfeinerungen von Nebenklassenzerlegungen. Es
seien A, B C & beliebige Untergruppen in 4. Wir wollen uns {berlegen,
wann die linksseitige Nebenklassenzerlegung von (¢ in bezug auf die Lnter-
gruppe A (B) eine [ berdeckung (Verfeinerung) der lmkssmtlg,en Nebenklassen-
zerlegung von (¥ in bezug auf dlel ntergrappe B (A) darstellt, also 3/, A = &/, B
ist.

Wenn die Klassenzerlegung 3/, die K]a«vmerleuung ¢/, B tberdeckt,
so stellt das Feld 4 von A die Summe von einigen linksseitigen Nebenklassen
in bezug auf die Untergruppe B dar: unter diesen Nebenklassen befindet sich
das Feld B von B, da 4 und B inzident sind (1 € An B), und es ergibt sich
die Beziehung %A D 8. Wenn umgekehrt die Beziehung 9% O 8 bestcht, so ist
(§ 20, Nr.2.7) jede linksseitige Nebenklasse in bezug auf 9 die Summe aller
mit ihr inzidenten linksseitigen Nebenklassen in bezug auf B; wir schen,
daf} in dieser Situation die linksseitige Nebenklassenzerlegung von ¢ in bezug
auf die Untergruppe (W) cine Uberdeckung (Verfeinerung) der linksseitigen
Nebenklassenzerlegung von (3 in bezug auf die Untergruppe B () darstellt.
Somit sind wir zu dem folgenden Resultat gekommen:

Die linksscitige Nebenklassenzerlequng der Gruppe & in bezug auf die Unler-
qgruppe W(B) diberdeckt (verfeinert) die linksseitige Nebenklassenzerleqgung von
in bezuy anf die Untergruppe B (AN) dann und nur dann, wenn A eine Obergruppe
auf der Gruppe B darstellt, d. h., die Bezichung 3/, = &/, B gt genan dann,
wenn WD B st

1. Die groBte gemeinsame Verfeinerung zweier Nebenklassenzerlegungen.
s seien 9 B C G beliebige Untergruppen in 6.

Wir wollen zeigen, dall die grifite gemeinsame Verfeinerung der linksseitigen
Nebenklassenzerleqgungen der Gruppe &3 in bezug auf die Untergruppen A, B
durch die linksseitige Nebenklassenzerlequng von (5 in bezug auf die Untergruppe
WNY dargestelll wird, d. ., es gilt (G/A, G/V) — G/ (AN V).

Beweis. Die groBte gemeinsame Verfeinerung der Klassenzerlegungen
65/, %, $/;B besteht aus allen nicht leeren Durchschnitten je einer linksseitigen
Nebenklasse p mit einer solehen ¢ 8 (§ 3, Nr. 5). Jeder nicht leere Durc h\chm‘(t
pAN gV stellt die linksseitige Nebenklasse jedes in ihm enthaltenen Punktes
in bezug auf die Untergruppe AN B dar; jede linksseitige Nebenklasse ¢ (AN B)
ist der nicht leere Durchschnitt der beiden linksseitigen Nebenklassen ¢, ¢ %
(§ 20, Nr. 2, Satz 6). Damit ist der Satz bewiesen. (Vgl. auch dasselbe Ergebnis
oben in Nr. 2.) :
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5. Die kleinste gemeinsame Uberdeckung zweier Nebenklassenzerlegungen.
Es seien nun A, BC G beliebige, miteinander vertauschbare Untergruppen
in &. Dann existiert das Produkt A®B der beiden Untergruppen und stellt
eine Untergruppe in & dar.

Wir werden zeigen, daB die kleinste gemeinsame Uberdeckung der linksseitigen
Nebenklassenzerlegungen der Gruppe & in bezug auf die Untergruppen A, B
durch die linksseitige Nebenklassenzerleqgung von ( in bezug auf die Untergruppe
AYB dargestellt wird, d. h., es gilt [/, A, G/, B] = G/, ADB.

Beweis. Zunichst sehen wir im Hinblick auf die Beziehungen A C AY,
B C ADY und den Satz aus Nr. 3, dafl die linksseitige Nebenklassenzerlegung
®/,UAB eine gemeinsame Uberdeckung der beiden Klassenzerlegungen (3/,9,
(¢5/,B darstellt. Wir haben zu zeigen, daBl sich zwei linksseitige Nebenklassen
cA, pAE G/, A mittels der Klassenzerlegung ($/,B dann und nur dann verbin-
den lassen, wenn sie in derselben Klasse der Zerlegung (3/,2(8 enthalten sind.

a) Wenn die linksseitigen Nebenklassen ¢, p¥ in derselben Klasse der
Zerlegung &/, AB enthalten sind, gilt p = cba, wobei b € B, a € A geeignete
Punkte darstellen. Wir sehen, da3 dann die beiden Klassen mit der Klasse
c¢B € ¢/, B inzident sind und folglich mit Hilfe der Klassenzerlegung 6/,0
miteinander verbunden werden koénnen.

b) Wenn eine Bindung {&/,%, ¢/,B} von ¢ nach pY existiert,

CIQI, P ('19[ (Cl =c, Cp = p) ,

so sind je zwei benachbarte Klassen ¢; %, ¢;,'; A mit einer geeigneten Klasse
dg® inzident, und folglich gibt es Punkte aﬁ, ¥z, welche den Beziehungen
1€ ANV, 5 € dﬁ% Neg Al =1, — 1) geniigen. Die Punkte
Yy (y =1, 0 Yy =0, 0 = )smd in dcr Klasse ¢, 8, die Punkte 4, ¥,
in der Klasse d; B enthalten. Daraus schheBen wir auf das Bestehen der Formeln
Ly = Ypy1@yy Yp = %gbg, in denen a, € A, bg € B gecignete Punkte bedeuten,
und ferner auf die Giltigkeit der Beziehungen ¢, = ¢;a,b, - - - b, _,a, € ¢; AV.
Damit ist gezeigt, daBl die linksseitigen Nebenklassen ¢ Q. p in derselben
linksseitigen Nebenklasse cA®B € $5/,AB enthalten sind.

6. Komplementiare Nebhenklassenzerlegungen. Wir betrachten beliebige
Untergruppen 9, B C 65 in ¢ und wollen zeigen, dal} die linksseitigen Neben-
klassenzerlegungen &/,, 63/, B dann und nur dann komplementir sind, wenn
die beiden Untergruppen A, B miteinander vertauschbar sind.

Beweis. a) Wir nehmen an, die Klassenzerlegungen /,%, (4,8 scien
komplementir. Es sei # das die Einheit 1 € (§ enthaltende Elemont der
kleinsten gemeinsamen Uberdeckung von 3/, und ($/,8. Wegen 1 € AN B
sind die Felder der Untergruppen %, 8 Teilmengen von @. Es seien a € %,
b€ B beliebige Punkte. Wir betrachten die linksseitigen Nebenklassen
bAE B/, A und ¢ B € ¢/, B. Sie sind mit B bzw. A inzident und folglich
in % enthalten, also b, 1B C %. Da nun die Klassenzerlegungen 3/, %, (85/, B
komplementdr sind, erhalten wir bANa'B 4 0. Es gibt Punkte o’ € A,
b € B, fir die ba’ = a 1b" gilt. Daraus folgt ab = Wa 1€ BU, und es er-
gibt sich AV C BUA. Analog erhalten wir BAC AV, Also ist AV = BA.
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b) Nun nehmen wir an, die Untergruppen 9, B seien miteinander ver-
tauschbar. Nach dem Satz aus Nr. 5 wird die kleinste Uberdeckung von 5/,
und 4/, durch die Klassenzerlegung &/, % B dargestellt. Es sei cAB € &/, AB
ein beliebiges Element. Jedes in ¢ B enthaltene Element der Klassenzer-
legung ¥/, hat die Form c¢b ¥, wobei b € B einen geeigneten Punkt bedeutet;
ahnlich hat jedes in ¢AYB enthaltene Element von 6/,B die Form ca®,
wobei a € 9 ist. Wir haben zu zeigen, daBl je zwei in ¢AB enthaltene
Nebenklassen ¢b 9, ca®B inzident sind, so dal es Punkte a’ € U, b’ € B gibt,
die die Gleichung ba’ — ab’ befriedigen. Dies ist jedoch leicht einzusehen:
Da die Untergruppen 2, 8 miteinander vertauschbar sind, gibt es geeignete,
der Gleichung a 'b = b a’~! geniigende Punkte o’ € A, ¥’ € B; wir sehen, daB
sie die erwihnte Gleichung befriedigen.

7. Beziehungen zwischen linksseitigen und rechtsseitigen Nebenklassen-
zerlegungen. Es scien U, B C ¢ beliebige Untergruppen in 6.

Satz 1. Die linksseitige (rechtsseitige) Nebenklassenzerlequng 3/, (&/,%)
wird durch die erweiterte Inversion n der Gruppe 8 auf die rechtsseitige (links-
seitige) Nebenklassenzerlegung 3/, (63/,A) abgebildet, also n(G/,A) = /A,
n(G/A) = &/,A. Die beiden Nebenklassenzerlequngen 3/,%, &/, A stellen dqui-
valente. Mengen dar: 5/, ~ 3/

Beweis. Nach §7, Nr. 3,4 ist die Menge n((%/,%) eine mit 3/, dquivalente
Zerlegung auf ¢, und nach Satz 8 aus § 20, Nr. 2 stellt jedes Element von
n(G/,A) ein Element von &/ dar. Daraus folgt n(®/,A) = &/,A. Analog
erhilt man n(65/,90) — /9.

Satz 2. Die kleinste gemeinsame Uberdeckung der linksseitigen und der
rechtsseitigen Nebenklassenzerlegung 3/, bzw. &3/, B ist die von den Komplexen
BpAC G (p € ) gebildete Menge. Die beiden Nebenklassenzerlequngen 3/,
&/, B sind komplementdr.

Beweis. Jedem Punkt p € ¢ ordnen wir den Komplex BpA C ¢ zu und
betrachten die von diesen Komplexen gebildete Menge C. Zuniichst sehen wir,
dafB} jeder Punkt von (4 wenigstens in einem Element von €' enthalten ist.
Ferner wollen wir zeigen, daBl je zwei verschiedene Elemente von € disjunkt
sind. In der Tat, sind irgendwelche Elemente Bpd, BqA € O inzident
(p, q € B), so gibt es Punkte a,a’ € A, b,V € B, fir die bpa = V' qa’ gilt.
Hieraus erhalten wir (80)p(a ) = (B )q(a’ A) und folglich (nach § 20, Nr. 2,
Satz 2, und dem analogen Satz fiir rechtsseitige Nebenklassen) B p 9 — Bq A,
womit das Gewiinschte gezeigt ist. Wir sehen, daB diec Menge C eine Zer-
legung der Gruppe 65 darstellt. Ferner ist (§ 20, Nr.3,2) jedes Element 8 pA € C
die Summe aller Elemente von 3/, die mit der rechtsseitigen Nebenklasse 8 p,
und zugleich die Summe aller Elemente von ¢3/,8, die mit der linksseitigen
Nebenklasse p ¥ inzident sind. Folglich ist die Zerlegung €' der Gruppe &
cine gemeinsame Uberdeckung der beiden Klassenzerlegungen 3/, ¢/,98.
Es sei & - BpAE C cin beliebiges Element, und @ € &/,A, b € ¢3/,B seien
beliebige, in @ enthaltene Nebenklassen. Sodann haben wir @ — bp U, b — Bpa,
wobei @ € A, bE W ist. Es gilt bpa€ and, und wir sehen, daBl die beiden
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~

Nebenklassen @, b inzident sind. Folglich gilt C = [/, ¢5/,8] nach §5,

Nr. 2, und die beiden Zerlegungen (j/,‘)l ¢/,B sind komplementéir. Damit ist
der Sat7 bewiesen.

Insbesondere haben wir fiir B = 9 das folgende Resultat:

Fir jede Untergruppe A C & stellt die von den Komplexen Ap WA C & (p € &)
gebildete Menge die kleinste gemeinsame Uberdeckung der linksseitigen und der
rechisseitigen Nebenklassenzerlegung &/, bzw. &/, dar. Die beiden Klassen-
zerlegungen &3/, A, &/ N sind komplementir.

8. Ubungsaufgaben.

1. In einer abelschen Gruppe @ stimmen die linksseitige und die rechtsseitige Neben-
klassenzerlegung in bezug auf eine Untergruppe A C § uberein, also (/% = 5/,91.

2. Die linksseitige (und zugleich die rechtsseitige) Nebenklassenzerlegung der Gruppe 8
in bezug auf die von allen ganzzahligen Vielfachen einer natirlichen Zahl n gebildete
Untergruppe 9 C 3 ist die in § 15, Nr. 2 betrachtete Zerlegung Z,.

3. Man zeige an einem Beispiel, dall im allgemeinen die linksseitige und die rechts-
seitige Nebenklassenzerlegung einer Gruppe in bezug auf eine Untergruppe 9 C & nicht

itbereinzustimmen brauchen.

4. Es seien % D B Untergruppen in . Wir betrachten beliebige linksseitige (rechts-
seitige) Nebenklassen @, ¢, (d,, ¢,) in bezug auf 9 und bezeichnen mit A;, €, baw. A,, C
die Zerlegungen in (4:

A=an 6,8 =6, 6,8). C=an &8 (—&C 6,).
A,=a,N 6,8 (=a,C6,%), C=¢M6/,8 (-¢C G/,8).

Jedes Element von A, baw. C; stellt eine linksseitige und jedes Element von A, bzw. C,
eine rechtsseitige Nebenklasse in bezug auf die Untergruppe 8 dar. Ferner bestchen die
Aquivalenzen 4,~ C,, A,~ C,.

5. Esseien A D SB Untergruppen in (. Wir betrachten zwei zueinander inverse Neben-
klassen @ € (55 2, a ! € 3/, und die Zerlegungen auf @ bzw. a 1:

=aMG,% (=aC G,B), A= a'MN6,V (—a e 6G,0).

Jede der beiden Zerlegungen 4,, 4, wird durch die erweiterte Inversion n der Gruppe (5
auf die andere abgebxldet Dl( Zerlog\mg,cn 4,, 4, sind aquivalente Mengen, also 4;~ A,.

6. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen der Aufgabe 4 gilt die
Aquivalenz 4,~ C,.

7. Es gei p € @ ein beliebiges Element der Gruppe (5, ¢ die mit der Gruppc‘ ¢ asso-
ziierte (p)-Gruppe (§19,Nr.7,9), A C & eine beliobigo Untergruppe in ( und ‘i,(j (:5(‘5[,C (:'y)
die zum Feld p % (2 p) gehorende Untergruppe in @ (§20 Nr.3, 3). Man zeige, daBl die linl\x-

seitige (rechtsseitige) Nebenklassenzerlegung von ¢ in bezug auf die Untergruppe 9 ("I )
mit der linksseitigen (rechtsseiten) Nebenklassenzerlegung von (¢ in bezug auf die Unter-
gruppe A iibereinstimmt, also

G = GLA, &), 90— 65,9

ist.
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