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142 III. Gruppen 

Beweis . Aus x £ p% folgt x = pa(a £ 2t), und aus x~l — a~1p~l(a'~1 £ 3t) 
ergibt sich ar1 £ %pl. Es gilt also n(p%) C ^ip"1. Außerdem ist jeder Punkt 
y^a'p~-1£%p^1(a'£%) das n-Bild von pa'~l £ p%(a'^ £ %); es gilt also 
%p~x Cn(p%), Somit erhalten wir n(p%) = %px. 

Bemerkung . Man nennt jede der beiden Nebenklassen p%,%p~l zu der 
anderen invers und spricht von zueinander inversen Nebenklassen. Wird eine 
von ihnen etwa mit ä bezeichnet, so wendet man für die andere die Bezeich­
nung ä~~l an. 

Sa tz 9. Die linksseitige Nebenklasse p% und die rechtsseitige Nebenklasse 
%q stellen jeweils äquivalente Mengen dar. 

Beweis. Nach Satz 8 und nach § 7, Nr. 3,4 sind die Mengen p% und %p l 

miteinander äquivalent; nach dem zu Satz 5 analogen Satz für rechtsseitige 
Nebenklassen haben die Mengen %p~l> %q dieselbe Eigenschaft. Daraus folgt 
die Behauptung nach § 6? Nr. 10,7. 

3. Übungsaufgaben. 

1. In einer abelschen Gruppe 06 stimmen die linksseitige und die rechtsseitige Neben-
klasse jedes Punktes p € OD in bezug auf eine beliebige Untergruppe % C W überein, 
also p%^%p. 

2. Es seien %, SB beliebige Untergruppen und C ein Komplex in 0$. Es soll gezeigt 
werden: a) Die Summe alier mit C inzidenten linksseitigen (rechtsseitigen) Nebenklassen 
in bezug auf % wird von dem Komplex C%(%C) dargestellt; b) die Summe Wj)% aller 
mit irgendeiner rechtsseitigen Nebenklasse S$\p{j> £ (*»>) inzidenten linksseitigen Neben-
klassen in bezug auf % s t immt mit der Summe aller mit der linksseitigen Nebenklasse p% 
inzidenten rechtsseitigen Nebenklassen in bezug auf ^ überein. 

3. Es sei p € 06 ein beliebiges Element der Orupp(. 0> und 06 die mit der Gruppe 0> 
assoziierte (p)-Gruppe (§ 19, Nr. 7, 9). Wir betrachten eine beliebige Untergruppe % C n> 

in 03. Es soll gezeigt werden: a) Die linksseitige (rechtsseitige) Nebenklasse p%(%p) 
des Elements p in bezug auf die Untergruppe % stellt das Feld einer Untergruppe %tQ

 IV) 

o o o o 

(%rC 06) in 03 dar ; b) für jedes Element x in 0} bzw. in Ö> stimmt die linksseitige (rechts-
seitige) Nebenklasse x o %l(%f o x) mit der linksseitigen (rechtsseitigen) Nebenklasse 
x%(%x) überein. 

§21. Nebenklassenzerlegungen in Gruppen 

Eine überaus wichtige Eigenschaft von Gruppen besteht darin, daß durch 
jede Untergruppe einer Gruppe gewisse Zerlegungen auf dieser Gruppe be­
stimmt werden. 

1. Der Begriff der Nebenklassenzerlegung auf Gruppen. Wir betrachten die 
von allen linksseitigen Nebenklassen in bezug auf eine beliebige Untergruppe 
91C 05 gebildete Menge. Nach Satz 1 aus § 20, Xr. 2 ist jeder Punkt p£ (M in der 
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linksseitigen Nebenklasse p% enthalten, während diese natürlich ein Element 
der betrachteten Menge darstellt ; nach Satz 4 aus § 20, Nr. 2 sind je zwei 
verschiedene Elemente der betrachteten Menge disjunkt. Wir sehen, daß die 
von allen linksseitigen Nebenklassen in bezug auf die Untergruppe % gebildete 
Menge eine Zerlegung der Oruppe (SS darstellt. Diese Zerlegung von (SS nennen 
wir die linksseitige Nebenklassenzerlegung bzw. Restklassejizerlegung der Oruppe ($5 
in bezug auf die Untergruppe 21 oder die linksseitige Klassenzerlegung von & 
und sehreiben (>J/j9l. 

Analog stellt man fest, daß die von allen rechtsseitigen Nebenklassen in bezug 
auf die Untergruppe 2( gebildete Menge ebenfalls eine Zerlegung der Oruppe 0} 
darstellt; dies ist die sogenannte rechtsseitige Nebenklassenzerlegung bzw. Rest-
klassenzerlegung der Oruppe 0J in bezug auf die U ntergruppe % oder die rechts­
seitige Kta.ssenze riegung von OL und wir sehreiben 0J/r2(. 

Zum Beispiel gelten die Formeln («/,(« - W/r(« G m a x , W//{!} W/r{!} -
m̂m*> ^ma\ ' ^min bedeuten die größte bzw. die kleinste Zerlegung der 

0!nippe (H). 
In den folgenden Ausführungen dieses Paragraphen werden wir uns mit 

Eigenschaften der linksseitigen Klassenzerlegungen von (tf beschäftigen. Die 
Eigenschaftender rechtsseitigen Klassenzerlegungen sind wieder (§20, Nr. 2) 
durchaus analog, und wir überlassen es dem Leser, sich mit ihnen einzeln 
zu befassen. Zum Schluß dieses Paragraphen werden Wechselbeziehungen 
zwischen der linksseitigen und rechtsseitigen Klassenzerlegung der Gruppe W 
in bezug auf dieselbe Untergruppe beschrieben. 

2. Durchdringungen und Hüllen im Zusammenhang mit Nebenklassenzer-
legungen. 

1. Es seien 21 D 2V (S Untergruppen in (Hj. Wir betrachten die Durchdringung 
%l^nd und die Hülle C V J I / ^ . Wegen AnC^O sind diese Gebilde 
nicht leer. A D B. C sind die Felder der erwähnten Untergruppen. 

Es gilt die Formel 
9 W i t t o>Jnl£)./(^ne). (1) 

Wenn ferner die Untergruppen 2(ni£ ,23 miteinander rertauschbar sind, so 

,jiltu,teh C : W - ( G n « W . (2) 

B e w e i s , a) Wir werden feststellen, daß jedes Element in der rechts (links) 
in (1) auftretenden Zerlegung auch in der links (rechts) auftretenden vor­
kommt. Jedes Element d £ (21 n lS)//(* n(S) hat die Form d « ( ^ n l S ) 

a^natt., wobei a £ 91 o(J ist. Aus a £ 9V 21 D * finden wir as# £ 2t / /*; 
aus a £ (£ folgt die (deiehheit a(i C. Somit ergeben sieh die Beziehungen 
ä a2Vn(S£2V / iV itV Es sei nun rl G 91 ' / ^ fTlS ein beliebiges Element, 
also ä aV>n(S ( \- ()). a £ 9V. ferner sei .r £ n ein beliebiger Punkt . Wegen 
/ £ a ^ erhalten wir asl\ .r2V und wegen x£(i gilt die Gleichheit C xQ, 
also ä - . j ' ^ n ^ G . r ( * n l i ) . Da ferner aus a £ 2V 2t D * div Beziehung 
<iWC9t folgt, haben wir . r £ 9 l n ( L so daß ä (2t n(£) / / (* n<5) gilt. Damit 
ist die Formel (t) bewiesen. 
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b) Wir nehmen nun an, die Untergruppen 9tn(£, 3} seien miteinander 
vertausehbar . Diese Situation ist z. 13. immer dann erfüllt, wenn die Unter­
gruppen 35,6 miteinander vertausehbar sind (§22, Nr. 2). 

Den Beweis der Formel (2) wollen wir ähnlich wie im Fall a) führen. Jedes 
Element ä £ ( 6 n 31)35735 hat die Form .r33 mit .« 6 ((J n 31) * : wir sehen, 
daß x das Produkt ab aus einem Punk t « £ l £ n 9 t und einem Funkt Off 3> 
darstellt. Folglieh bestehen die Gleichheiten ä - (ab)s# • a(bs#) a 35 (die 
letztere wegen der nach Satz 2 aus § 20, Nr. 2 geltenden Beziehung 6 35 B). 
Aus a £ 3L 3t D 35 folgt ff 35 £ 3t//35. und aus a £ 6 ^ h e n wir, daß «35 mit Vi 
inzident ist. Somit ergibt sich die Beziehung « £ (S C 9t//35. Es sei nun ä ein 
beliebiges Element in (£ C 31//33. also ä O35,, wobei a einen Punkt in 3t 
darstellt und #33 mit (S inzidiert: ferner sei r £ ( £ n f f 3 v Aus der Beziehung 
c £ a35 schließen wir nach den Sätzen 1 und F aus § 20, Nr. 2 auf das Bestehen 
der Gleichheit ä = c 3 3 , aus der (wegen ä C 3t) c £ 3t folgt. Wir haben also 
c £ S n 3t und folglieh auch c c [ £ ((In 303*. Aus dieser Beziehung und 
aus 35 C ( G n 3 f ) 35 erhalten wir a £ ( ( in 91)3H3v womit die Forme! (2) he-
wiesen ist. 

IVir wollen nun den (Spezialfall anführen, in dem die Untergruppe 31 mit 0) 
zusammenfällt. In diesem Fall gilt 

Cö/^nG (£"/(3^nC) (U) 

w-/?rf ferner, falls die Untergruppen 35, G miteinander vertauschbar sind, 

^ L Ö ^ - ^ ' ^ L (20 
2. Die obigen Erörterungen sollen nun dahin erweitert werden, daß statt 

der Durchdringung und der Hülle einer Untergruppe die einer linksseitigen 
Klassenzerlegung betrachtet werden. 

Es seien 5 tD35 , (£ l )X Untergruppen in 0>. Wir betrachten die Durchdrin­
gung S t / ^ n e / , 2 ' und die Hülle S/ ,2 r31/^35. Wegen An('--- <> sind diese 
Gebilde nicht leer. ADB,CDD bedeuten die Felder üvv erwähnten Unter­
gruppen. 

Es gilt die Formel 
Si /^nG^X - (31 n<£)/,($ n X). (3) 

Wenn, ferner die Untergruppen 3(n(£ r 3> mitr inander vertausehbar sind, so 
ailt auch ,_ _ w 4 ., 

C ' , ! : « / « ((ln9l)3V^- (l) 
B e w e i s , a) Jedes Element ä £ (3( n (£)//(* n X) hat die .Form O a (tf n X ) 

- ff35na-X. wobei a £ 3 t n ( i ist. Aus a £ 9t, 3t D 35 ergibt sich a 35 £ 3 1 / ^ : 
und aus a £ G; K D l folgt « X E G / j X . Somit stellt O den (nicht leeren) 
Durchschnitt der Elemente ff35 und « S von 3U/35 bzw. (S/'/X dar. so da 1.4 
ä £ 31/̂ 35 n K p ist. Es sei nun ff £ 3(̂ /35 n(S ; /X ein beliebiges Kiemen!, 
also ä - - a S 3 n c X ( = | - 0 ) , ff£3L c£(£ ; ferner sei .r £ a Um beliebiger Punkt . 
Wegen # £ « S 3 haben wir #35 - ~-*r35, und wegen . r £ r X gilt- cX • .'-X. 
also ä - a ^ n c X - a :35nxX x ( 3 5 n X ) . Da ferner aus a £ 91 D 35, 
C £ ( 5 D X die Beziehungen a 3 3 c 3 ( , c S c t t folgen, finden wir . r £ 9 l n ( 5 \ so 
daß ä £ (?{riß)/ f (35 n X ) gilt. Damit ist die Formel (3) bewieset». 
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b) Die Formel (4) folgt unmittelbar aus den Beziehungen 

( S / 2 : 5 l / / ^ «((£//T)i. 5(//^ ( § 2 , 3 ) , «(G/,X) C 

und aus Formol (2) auf S. 143. 
In dem speziellen Kall, in dem die Untergruppen 5(, (£ mit (ty zusammen­

fallen, also die Klassenzeriegungen 5(//
sy ( (V)//33)? (£//X (- WZ/T) die Gruppe (v> 

bedecken, stimmt (̂ )//53 f~l W//T mit der größten gemeinsamen Verfeinerung 
(W//S}V W'/'X) der erwähnten Klassenzorlogungon überein (§3 , Nr. 5), und vir 
erhalten (W;,^. («//^) 0 > / / ( ^ n T ) . 

3. I benlcekunüen und Verfeinerungen v<»n Nebenklassenzerlegungcn. Es 
seien 5(, y\ C 0) beliebige Untergruppen in rtf. Wir wollen uns überlegen, 
wann die linksseitige Nebenklassenzerlegung von (W in bezug auf die Unter­
em ppe 5(P-8) eine- Uberdoekung (Verfeinerung) der linksseitigen Nebenklassen-
zerlegung von (ü in bezug auf die Untergruppe -8 (91) darstellt, also W//2( <:" W//^ 
ist. 

Wenn die KInssonzerlegung 0) /5( die Klassenzerlegung (^)//53 überdeckt, 
so stellt das Foid .4 von 51 die Summe- von einigen linksseitigen Nebenklassen 
in bezug auf die Untergruppe 53 dar : unter diesen Nehenklassen beiludet sieh 
das Feld B von 53. da A und B inzident sind (1 £ A n B)t und es ergibt sieh 
die Heziehung 5( 1J 53. Wenn umgekehrt die Heziehung 5( D s-8 besteht, so ist 
(§ 20, Nr. 2.7) jede linksseitige Nobenklasso in bezug auf 51 die Summe aller 
mit ihr inzidenten linksseitigen Nehenklassen in bezug auf 53; wir sehen, 
daß in dieser Situation die linksseitige Nebenklasseiizerlogung von W in bezug 
auf die Untergruppe 5f(s-8) eine Uberdoekung (Verfeinerung) der linksseitigen 
Nobonkiassenzerlogung von (S) in bezug auf die Untergruppe 53(5() darstellt. 
Somit sind wir zu dem folgenden Resultat gekommen: 

Die linksxcillijc Xebcnklasscnzerleaunj der (trnppe (sS in txzutj auf dir (Tnter-
jruppc. %(S)S) übt rdeckt (rf r fr inert) dir Unksscitije Xcbcnklasscnzerlejunfj von (SS 
in bezuj auf die (''nU rjruppc 53(51) dann und nur dann, wenn 51 eine Obrrjruppe 
auf der (hiifipr ^ darstellt, d. lt., die Beziehung (s\,fi\ "::; (sV/s-8 fjilt jenau dann. 
wt nn 51 ") 5̂  ist. 

1. Die irrößte gemeinsame Yerleinerung zweier Nebenklassenzerlegungen. 
Es seien 51, 53 C (s) beliebige Untergruppen in iS). 

Wir wollen zeigen, daß die (jrnf.itc aenu insamr \ t rfcinenuuj der linksseifijcti 
Xcf>rtiklassrtizt.rlr(jun<jrn der (int ppe (Nu /// ber.mj auf die (rtdcnjrupprti 5V s-8 
durch die tinksst itiyc X(bt nklasscnzerletjutifj von (sS in bezuj auf dir (^ntcnjruppc 
5t rV-8 darjcsUUt wird. d.h.. es tjilt (<N> /5V W ,5V) 0>/(5tn s-8). 

B e w e i s . Die größte gemeinsame Verfeinerung der Klassenzerlegungen 
(*»)//5F ( ^ 5 3 besteht aus allen nicht leeren Durchschnitten je einer linksseitigen 
Nobenklasso f>5(mit einer solchen q^ (§ 3, Nr. 5). .Jed(T nicht leere Durchschnitt 
/>5lnr/53 st«4!!! die linksseitige Nebenklasse jedes in ihm enthaltenen Punktes 
in bezug auf die Untergruppe 51 n 5> dar : jede linksseitige Nebenklasse r ( 5 l n siM 
ist der nicht leere Durchschnitt d»T beiden linksseitigen Nehenklassen f 5 V f 5 i 

(§ 20. Nr. 2. Satz <»). Damit ist der Satz bewiesen. (Vgl. auch dasselbe Ergebnis 
oben in Nr. 2.) 
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5. Die kleinste gemeinsame Überdeckung zweier Nebenklassenzerlegungen. 
Es seien nun 91, 93 C & beliebige, miteinander vertauschbare Untergruppen 
in ©. Dann existiert das Produkt 9t 93 der beiden Untergruppen und stellt 
eine Untergruppe in ® dar. 

Wir werden zeigen, daß die kleinste gemeinsame Uberdeckung der linksseitigen 
Neben Hassen zerlegtingen der Gruppe 03 in bezug auf die Untergruppen 9t, 93 
durch die linksseitige Nehenklassenzerlegung von 0) in bezug auf die Untergruppe 
9t93 dargestellt wird, d .h . , es gilt [Ö/-3I, 0^93] (*»//» « . 

B e w e i s . Zunächst sehen wir im Hinblick auf die Beziehungen 9(C9(93, 
93 C 9(93 und den Satz aus Nr. 3, daß die linksseitige Nebenklassenzerlegung 
05/^9193 eine gemeinsame Uberdeckung der beiden Klassenzerlegungen 0i»//9V 
0)/j93 darstellt. Wir haben zu zeigen, daß sieh zwei linksseitige Xebenklassen 
c9( ? p9(£ GJ//91 mittels der Klassenzerlegung 05//93 dann und nur dann verbin­
den lassen, wenn sie in derselben Klasse der Zerlegung OV;9(93 enthalten sind. 

a) Wenn die linksseitigen Nebenklassen c9(, p% in derselben Klasse der 
Zerlegung 05/̂  9193 enthalten sind, gilt p cba. wobei b £ 93, a £ 9( geeignete* 
Punkte darstellen. Wir sehen, daß dann die beiden Klassen mit der Klasse1 

c 93 £ 0 ^ 9 3 inzident sind und folglieh mit Hilfe der Klassenzerlegung 0V;9> 
miteinander verbunden werden können. 

b) Wenn eine Bindung {Oj/^f, CW//93} von c9( nach yi9( existiert, 

C l9(, . . . . ca9( (r- - c , ra p ) , 

so sind je zwei benachbarte Klassen r^9(, c^+
>

19( mit einer geeigneten Klasse 
dß^S inzident, und folglieh gibt es Punkte j - ß , t/ß, welche (hm Beziehungen 
JßECßtyndßW, !/ß£dß^ncß^%(ii 1 a - ' - t ) genügen . Die Punkte 
*r7'^y~i (*/ '"'"' ' ; * • ** a - yo •'•'-'• c\'xa c j s i n d in der Klasse cy 93, die Punkte1 r/7, //,. 
in der Klasse dß

sB enthalten. Daraus sehließen wir auf das Bestehen der Formeln 
xy = yy-iay> l/ß ^ xßhß> i n denen tfy £ 9V bß£ 93 geeignete Punkte bedeuten, 
und ferner auf die Gültigkeit der Beziehungen cx e1albl • • • b^ ^ax £ c, 91S-1V 
Damit ist gezeigt, daß die linksseitigen Nebenklassen r 91- />9( in derselben 
linksseitigen Nebenklasse c9(93£ 05//9(93 enthalten sind . 

6. Komplementäre Xebenklassenzerlegunjren. Wir betrachten beliebige 
Untergruppen 9V 93 C 0) in 03 und wollen zeigen, daß die linksseitigrn Nvhvn-
klassenzerlegungen 05/j9(, 03/^93 dann und nur dann komplementär sind, wenn 
die beiden Untergruppen 9V 93 miteinander rvrtauxchhar sind. 

B e w e i s , a) Wir nehmen an, die Klassenzerlegungen 05//9V OJ/, 93 seien 
komplementär . Es sei ü das die Einheit 1 £ 0} enthaltende Klemon! eler 
kleinsten gemeinsamen Überdeckung von 05//9t und W//S-!V Wegen 1 £ 91 O 9̂  
sind die Felder der Untergruppen 9(> 9.3 Teilmengen von ü. Es seien a £ 9(, 
6 £ 93 beliebige Punkte . Wir betrachten die linksseitigen Nebenklassen 
b9(£ 05/,9t und a l s 8£05 / ,93 - Sie sind mit « bzw. 9( inzident und folglich 
in ü enthalten, also b%, a l 93 C u. Da nun die Klassenzerlegungen (y//9(, 0^95 
komplementär sind, erhalten wir h%C\a l 93 j ü. Es gibt Punkte1 « ' £ ? { , 
V £ 93; für die ha' - a W gilt. Daraus folgt ab b'a' l £ ÜB 91, und es er­
gibt sieh 9193C 93 9V Analog erhalten wir ^ 9 ( C 9 ( i V Also ixt 9VB ^ 9V 
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b) Nun nehmen wir an, die Untergruppen Vt, V3 seien miteinander ver­
tauschbar. Nach dem Satz aus Nr. 5 wird die kleinste Überdeckung von W/jVl 
und W//« durch die Klassenzerlegung QJ/,8193 dargestellt. Es sei cVt« £ « / , « » 
ein beliebiges Element, Jedes in c 9193 enthaltene Element der Klassenzer­
legung W/jVl hat die Form cb%, wobei b £ 33 einen geeigneten Punk t bedeutet : 
ähnlieh hat jedes in cVU-B enthaltene Element von W//93 die Form caty, 
wobei a £ Vt ist. Wir haben zu zeigen., daß je zwei in c9lsl^ enthaltene 
Xebenklassen cbVt. ca^B inzident sind, so daß es Punkte a' £ VI. b' £ SQ gibt, 
die die Gleichung ba! at/ befriedigen. Dies ist jedoch leicht (anzusehen: 
Da die Untergruppen VI, 53 miteinander vertausch bar sind, gibt es geeignete, 
der Gleichung a xb f/ a' l genügende Punkte a! £ VI. 1/ £ W\ wir sehen, daß 
sie die erwähnte Gleichung befriedigen. 

7. Beziehungen zwischen linksseitigen und rechtsseitigen Nebenklassen-
zerlegun^en. Es seien Vt. ^ C (^ beliebige Untergruppen in W. 

S a t z 1. Die linksseitige (rechtsseitige) Nebenklassenzerlegung W/'jVt ((H/fVl) 
wird durch die erweiterte Incersion n der (Uruppe. OU auf die rechtsseitige (links­
seitige) Nebniklassenzcrlegung {SSJJ){ ({s)ifi{) abgebiUUt, also u (W/,91)- (vj/r9l, 
#i(W/r?() (s*/9t. Die beiden Nebenkfas.senzertegungen W//9t? W r9l stellen äqui-
rafenfe Mengen dar: (Ip'/Jt —_• W/r9f-

B e w e i s . Xaeh $ 7, Xr. 3,4 ist die Menge w((ty//9t) eine mit W.'/Vt äquivalente 
Zerlegung auf 0>, und nach Satz 8 aus § 20. Xr. 2 stellt jedes Element von 
#i(<*);/9t) ein Element von W r9l dar. Daraus folgt w(W//90- 05/r9(. Analog 
erhält man #i(<s>/r9f) W/,9t. 

S a t z 2. />/(. kleinste gemeinsftnw f berdeckung der linksseitigen und der 
rechtsseitige/t Ncbenklassenzerlcgung W/Vt bzw. (H/rV3 ist die von den Komplexen 
^PVt C W(P £ (s>) getnhlete Menge. Die beiden Nebenklassenzerleguttgen W/jVl, 
(^rV^ sind komplementär. 

Bewei s . Jedem Punkt p£ {s\ ordnen wir (hm Komplex ^/>Vl C (V> zu und 
betrachten die von diesen Komplexen gebildete Menge (\ Zunächst sehen wir. 
daß jeder Punkt von (ty wenigstens in einem Element von Ü enthalten ist. 
Kerner wollen wir zeigen, daß je zwei verschiedene Elemente von C disjunkt 
sind. In drv Tat , sind irgendwelche Elemente ^/>Vl. 9^</9l £ C inzident. 
( /U/G05) . so gibt es Punkte a. af £ 91. bJ/£^, für die bpa f/qa' gilt. 
Hieraus erhalten wir (KiSb)p(a%) (slW)q(a'%) und folglich (nach § 20. Nr. .2. 
Satz 2. und dem analogen Satz für rechtsseitige Xebenklassen) 4>^Vl 9.V/91. 
womit das (Gewünschte gezeigt ist. \\ rir scheu, daß die Menge r' eine Zer-
leguugdcr(2nrppeW darstellt. ECLTHT ist (^20, Xr.:?,2) jedes Element V-S/>91 £ C 
die Summo aller Elemente von W//91. die mit-der rechtsseitigen Xebenklasse 93 p. 
uud zugleich die* Summe aller Elemente von ( H / ^ , die mit der linksseitigen 
Xebenklasse ;>Vl inzident sind. Folglich ist die Zerlegung C der Üruppe W 
' ine gemeinsame ('berdeckung der beiden Klasscnzerlegungen (^ /9l. W/ r^-
Es sei tl ^p^{£C ein beliebiges Element, und ä £ (H/,91. b £ («, ' r^ seien 
beliebige, in *7 enthaltene Xebenklassen. Sodann haben wir ä bpKUJ) s$Pa-
wobei a £ Vt, b£ V'- ist. Es gilt bpa £ ä n b , und wir sehen, daß die beiden 
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Nebenklassen ä, 5 Inzident sind. Folglieh gilt C = [<5j/,3t, ®/r85] nach § 5, 
Nr. 2, und die beiden Zerlegungen @/j§t? @/f83 sind komplementär. Damit ist 
der Satz bewiesen. 

Insbesondere haben wir für 58 = SC das folgende Resultat: 
Für jede Untergruppe 2t C © stellt die von den Komplexen %p% c © (p € @) 

gebildete Menge die kleinste gemeinsame Überdeckung der linksseitigen und der 
rechtsseitigen Nebenklassenzerlegung ($$//3t bzw. @/r3t d#r. Die beiden Klassen­
zerlegungen &IAI, ®IT% sind komplementär. 

8. Übungsaufgaben. 

1. In einer abelschen Gruppe (^ dummen die linksseitige und die rechtsseitige Neben­
klassenzerlegung in bezug auf eine Untergruppe % C W überein, also Wjfil {S>/AH. 

2. Die linksseitige (und zugleich die rechtsseitige) Nebenklassenzerlegung der Gruppe 3 

in bezug auf die von allen ganzzahligen Vielfachen einer natürlichen Zahl n gebildete 

Untergruppe % C 3 l^ ^ie m § ^ ~^v> % betrachtete Zerlegung Zn. 

3. Man zeige an einem Beispiel, daß im allgemeinen die linksseitige und die rechts­
seitige Nebenklassenzerlegung einer Gruppe in bezug auf eine Untergruppe \}l C Ö> nicht 
übereinzustimmen brauchen. 

4. Es seien 5i 3 ^ Untergruppen in (**>. Wir betrachten beliebige linksseitige (rechts­
seitige) Nebenklassen ölf c, (är, cr) in bezug auf % und bezeichnen mit Aly (\ bzw. Ar, Cr 

die Zerlegungen in Co: 

4---«,nov.* (---ffifz©/!»), T\ -önov,« ( *,rw/i«). 
Är--ärn&lrW(--är\z^/A>)- cr crr\(*lA> ( rrctt!A*)-

Jedes Element von Al bzw. C. stellt eine linksseitige und jedes Kiement von Af bzw. (\ 
eine rechtsseitige Nebenklasse in bezug auf die Untergruppe K43 dar. Ferner bestehen die 
Äquivalenzen At~ Cr Ar~ (Jr. 

5. Es seien SK ~j s^ Untergruppen in (tf. Wir betrachten zwei zueinander inverse Ncbcn-
klassen ä e (s)/fi\, ä"1 6 W/Al und die Zerlegungen auf a bzw. a 1: 

Ar rinOiVi1 ( ä r O j / ^ ) , Ar a 'nOVr^ ( « MV^Vc) . 

Jede der beiden Zerlegungen A,, Af wird durch die erweiterte Inversion »* der Gruppe h> 
auf die andere abgebildet. Die Zerlegungen Af, Arsind äquivalente Mengen, also A,~ Ar. 

0. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen der Aufgabe1 4 <jtjlt die 

Äquivalenz Af~ Cr. 

7. Es sei p € o5 ein beliebiges Element der Gruppe (\>, ('•> die mit der Gruppe (V> asso­
ziierte (p)-Gruppe (§ 19,Nr. 7,9),9lC W e i n e beliebige Untergruppe in 0> und VljC (NH^rC **-') 
die zum Feld pW(\?lp) gehörende Untergruppe in 0> (§20, Nr. 3, 3). Man zeige, daß die links­
seitige (rechtsseitige) Nebenklassenzerlegung von (*) in bezug auf die Untergruppe V'̂ Vl,,) 
mit der linksseitigen (rechtssciten) Nebenklassenzerlegung von (SS in bezug auf die» Unter­
gruppe % übereinstimmt, also 

ist. 
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