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CAYLEYHO-KLEINOVE METRIKY 

JÁN ČIŽMÁR 

Úvod 

Rozvoj počítačovej geometrie a počítačovej grafiky v posledných 
dvoch desaťročiach 20. storočia priniesol so sebou renesanciu zaujmu 
o klasickú projektívnu geometriu přibližné v tej podobě, v akej sa zavr
šila okolo dvadsiatych rokov 20. storočia. Od prvých, rýdzo utilitárnych a 
pragmatických použití v týchto nových disciplínách, kde sprvu neboli pr
vořadé exaktně základy takej pomocnej disciplíny, akou bola projektívna 
geometria, sa zakrátko přišlo k pochopeniu, že seriózně budovanie no
vých odborov ako častí aplikovanej matematiky vyžaduje ich postavenie 
na solidný teoretický základ, ktorým sú najma fundamentálně geomet
rické disciplíny, akými sú projektívna geometria, diferenciálna geomet
ria, algebrická geometria a deskriptívna geometria, nehovoriac o takých 
samozřejmých predpokladoch, akými sú syntetická geometria euklidov
ského priestoru a analytická metoda v tejto oblasti. Autoři, ktorí sa 
podujali splniť tuto úlohu - vybudovat5 v nevyhnutnom rozsahu pevné 
základy hlavných geometrických disciplín so zretelbm na potřeby a mož
nosti ich uplatnenia v počítačovej geometrii - mali k dispozíciu teóriu 
týchto základných, vo vztahu k hlavnému předmětu pomocných oblastí 
na úrovni podstatné vyššej, než bola v aplikáciách použitelná a želatefná. 
Aby sa přípravný předmět nepresýtil teóriou, bola potřebná selekcia a 
redukcia jeho obsahu a metod z hfadiska aplikačných cielbv, a to aj 
za cenu narušenia jeho strohej vedecko-logickej struktury a zvýrazně
me tých jeho pojmov a tém, ktoré majú pre aplikácie fundamentálny 
význam. Jedným z takýchto kategoriálnych pojmov je pojem metriky 
priestoru, ktorý bude v tejto práci zúžený na metriku projektívnej ro
viny. 

Metrizácia projektívnej roviny, t. j . zavedeme metriky do nej, je zá
kladným predpokladom použitia projektívnej roviny v počítačovej geo
metrii. Obvyklým prostředím splňajúcim tuto podmienku bývá rozšířená 
reálna euklidovská rovina s obvyklou euklidovskou metrikou vo vlastnej 
časti tejto roviny. (Pre body nevlastnej priamky metrický pojem vzdi-
alenosti stráca zmysel.) Celý přínos tohto modelu projektívnej roviny 
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spočívá v možnosti využívat' výhody homogénnych súradníc, vyhýbať sa 
zložitejším formuláciám v relácii rovnobežnosti a pod. 

Dualita projektivně] roviny zrovnoprávňuje množinu všetkých bodov 
roviny s množinou všetkých priamok roviny a zjednocuje aritmeticko-
algebrickú metodu analytického vyjadrovania týchto objektov. Dvojpo-
mer ako základný číselný invariant projektívnej roviny, charakterizujúci 
tak štvoricu kolineárnych bodov, ako aj štvoricu priamok toho istého 
zvazku priamok, je potom velmi účinným nástrojom definovania a opisu 
niektorých vlastností, ktoré sa blížia k metrike alebo ju priamo zakla-
dajú. Na základe duality je definícia vzdialenosti dvoch bodov (metrika 
roviny) formulovaná pomocou dvojpomeru ekvivalentná s definíciou od
chylky (velkosti uhla) dvoch priamok, v ktorej je ako prostriedok použitý 
dvojpomer. Pravda, takto zjednodušené možno situáciu charakterizovat' 
len za určitých upřesňujúcich podmienok, ktorými sa obmedzuje trieda 
projektívnych rovin, v ktorých možno pojem vzdialenosti, resp. pojem 
odchylky zaviesť. Problém miery uhla je vo všeobecnosti komplikovanější 
než problém vzdialenosti, čo je bezprostředné zjavné napr. aj z pre~ 
važujúceho spósobu zavádzania metriky v súčasných vysokoškolských 
učebniciach geometrie pomocou skalárneho súčinu vektorov: zavedenie 
operácie skalárneho násobenia vektorov za účelom možnosti definovať 
vzdialenosť dvoch bodov je zároveň dostačujúcou podmienkou možnosti 
definovať odchylku dvoch osnov priamok v afinnom priestore definova-
nom s použitím vektorového priestoru. Obvykle zostáva z pohfadu di
daktického systému nevyjasněná otázka možnosti zavedenia miery uhla 
nezávisle od pojmu vzdialenosti a v časovej súslednosti před ním. Tento 
problém len potvrdzuje všeobecné známu skutočnosť, že v trvalo aktuál-
nom probléme miery v geometrii je problém zavedenia uhla a jeho miery 
jeden z najzložitejších a jeho koncepčné spracovanie patří k najťažším a 
najnevďačnejším témam v školskej elementárnej syntetickej geometrii. 

Prvý pokus o projektívnu charakterizáciu miery uhla uveřejnil Ed
mond LAGUERRE (1834-1886) v článku Sur la théorie des foyers (O teo
rii ohnísk, 1853). V dnešnom jazyku projektívnej geometrie sa jeho defi-

— 2 
nícia vztahuje na komplexifikáciu A0(C) rozšírenej reálnej ortogonálnej 

— 2 

roviny A0(R). Prirodzene, Laguerre v tom čase pracoval s rozšířenou re-
álnou euklidovskou rovinou E (R), ktorú podlá potřeby nesystematicky 
doplňoval imaginárnymi elementmi bez náležitého objasnenia ich exis-
tencie a ich začlenenia do sústavy existujúcich objektov s ich reláciami. 

Odchylka (vefkosť uhla) dvoch róznobežných priamok x, y $ vlast-
ným priesečníkom A (obr. 1) sa definuje pomocou izotropických priamok 
i, j incidujúcich s bodom A, čo sú samodružné (invariantně) priamky 



34 JÁN ClŽMÁR 

pravouhlej involúcíe priamok vo zvazku priamok so stredom A, (V pra-
vouhlej involúcii tvoria dvojicu vzor - obraz priamka a kolmica na ňu 
incidujúce s bodom A; zo symetrickosti relácie kolmosti vyplývá, že po~ 
stavenie priamky vo dvojici vzor - obraz je záměnné - involutórne. Sa
modružné priamky pravouhlej involúcie sú, prirodzene, imaginárně, lebo 
neexistuje reálna priamka rozšírenej euklidovskej roviny, ktorá by bola 
na seba kolmá.) Odchylka priamok (^p(x, y) priamok x} y (číslo!) je de
finovaná vzorcom 

vK^y) = ^ l n ( i , j ; x , y ) 

kde (i, j;x, y) je dvojpomer štvorice priamok i, j,x,yv uvedenom poradí. 
Táto formula sa desaťročia traktovala v klasickej (syntetickej) projektív-
nej geometrii ako tzv. projektivna definícia odchylky dvoch priamok 

Voči tomuto názvu a chápaniu existuje niekofko vážných námietok: 

- Nejde o konštrukcíu vo všeobecnej reálnej projektívnej rovině, ale 
o konštrukciu v rovině s pevnou vyznačenou priamkou, ktorá je 
invariantná vzhladom na príslušnú grupu projektívnych kolineácií: 
je to rozšířená afinná rovina s podgrupou „afinnýeh" transformácií 
vzhfadom na „nevlastnú" priamku rozšírenej afinnej roviny ( 

- navýše sa póvodná reálna rovina rozšířila na komplexnú. 

- Odchylka je invariantná len vzhladom na tie transformácie afinnej 
podgrupy, v ktorých sú invariantně kružnicové body I, J roviny 
—.2 • 2 
AQ(C); to je podobnostná grupa roviny A 0(C), v ktorej je oproti 
afinnej rovině navýše definovaná kolmosť priamok. To je teda roz
šířená afinná rovina s ortogonalito% nazývaná podobnostnou alebo 
ekviformnou rovinou, pretože jej charakteristická grupa zachovává 
podobnosť. 
Stav projektívnej geometrie v čase publikácie Laguerrovho článku 
bol příliš nerozvinutý na to, aby sa v jeho špeciálnom případe 
invariancie dvoch imaginárnych bodov odhalil všeobecnější fakt, 
že táto dvojíca bodov reprezentuje priamkovú singulárnu kuželo
sečku. 
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1. Podobnostně roviny a podobnostně grupy 

1.1 Základné pojmy 
Koncepcia teorie podobnostných rovin a grup podobnostných trans-

formácií vychádza z Laguerrovho příkladu a je jeho zovšeobecnením. 
Východiskovú situáciu pre definíciu týchto objektov charakterizuje spl-
nenie nasledovných predpokladov: 

- Je daná komplexifikácia P2(C) reálnej projektívnej roviny P2(R) 
2 

s operačnou grupou GP(2\ R) modelom A (C) s nevlastnou pri-
amkou LJ a operačnou grupou GAUJ(2\R). 

2 

- Sústava súradníc v A (C) je vybraná tak, že nevlastnou priamkou 
cO je súradnicová os OQ s rovnicou XQ = 0. 

- Podmnožina všetkých afinných transformácií grupy GAW(2\ fí), vzhfa-
dom na ktorú sú invariantně dva pevné body priamky cO, je pod-
grupou grupy GAU(2\R). 

Definícia 1. Podgrupa GSLJ(2\R) afinnej grupy GA0J(2\R), vzhfadom 
na ktorú sú invariantně dva pevné body nevlastnej priamky cO, sa nazývá 

2 
pódobnostnou grupou roviny A (C). 

Prvky podobnostnej grupy sa nazývajú podobnostně transformácie 
2 

(podobnosti) roviny A (C), pevné body (u)} (v) priamky cO sa nazývajú 
základné body podobnostnej roviny. (Grupa GS(2\ fí) by sa exaktně malá 
označovat' GSUyV(2\ fí). Pri pevné vybranej jedinej dvojici (u), (v) přísluš
nost' grupy k dvojici netřeba osobitne vyznačovat'.) 

2 

Rovina (A^C), GSUjV(2\ fí)) sa nazývá podobnostná rovina. 
Ak {(u),(v)} je dvojica róznych reálných bodov, rovina sa nazývá 

hyperbolickou pódobnostnou rovinou, h-podobnostnou rovinou alebo jed
noducho h-rovinou. 

Ak {(u),(v)} je dvojica združených komplexných bodov, rovina sa 
nazývá eliptickou pódobnostnou rovinou, e-podobnostnou rovinou alebo 
jednoducho e-rovinou. 

Každá vlastná priamka incidujúca so základným bodom sa nazývá 
minimálna. 

Nech a, resp. 6 sú rozne vlastně priamky, ktoré nie sú minimálně, 
t. j . ani jedna z nich neinciduje so žiadnym z dvojice základných bodov 
(u), (v). Nech nevlastný bod priamky a, resp. b je (a), resp. (b). Priamky 
a, b sa nazývajú korelované, resp. nekorelované, keď dvojpomer (uvab) 
štvorice bodov (u)J(v)J(a),(b) je kladný, resp. záporný. V e-rovine sú 
korelované každé dve reálné priamky. 
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1.2 V z d i a l e n o s ť 

Nech M ( m o , m i , ra2), N(no, n i , n2) sú dva rózne reálné vlastné body 
incidujúce s priamkou a. Priamka a má rovnicu 

Xo X\ X2 
niQ m\ m2 
n 0 n x n2 

= 0 

Nevlastný bod priamky a má súradnice 

(o) = (o, rno ГЩ 

n 0 Пi 
mo m 2 

n 0 n 2 

- ( 
o, Po Pl 

90 Я\ 
> 

P0 P2 

<7o % 

ж0 
Жl ж 2 

2/o 2/1 2/2 =: [x,y,г] 
20 Zl z-i 

Analogicky, ak priamka b = PQ je určená bodmi P = (I>o,Pi,P2). Q = 
(r/o, 91,92)) nevlastný bod (6) priamky b m á súradnice 

Označme 

Potom dvojpomer (uv(a)(b)) možno napísať v tvare 

/ / w.x\ \umn]\vpq] , . . rtX (uv(a)(b)) = \ jp-í í i (viz obr. 2). 
[umrajfupç] 

X .^-

U 
/ co. 

"" x ' ' 
^A ^ 

ЧY 

Obr. 1 Obr. 2 

Nech M.N" C a je úsečka s vlastnými reálnými krajnými bodmi na 
reálnej priamke a, ktorá nie je minimálna. Analogicky, nech PQ C b je 
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úsečka s vlastnými reálnými krajnými bodmi na reálnej priamke b, ktorá 
nie je minimálna. 

A. Modul 
Definícia 2. Modulom usporiadanej dvojice úsečiek (MN,PQ) alebo 
modulom úsečky MN vzhXadom na úsečku PQ sa nazývá výraz 

[uran] [vmn] [uvp]2[uvq]2 

[upq] [vpq] [uvm]2[uvn]2 

{uv{a){Ъ))([vmn][uVp][uЩ]^ 

m\MN/PQ) 

[vpq] [uvm] [uvn] 

Vlastnosti modulu: 
1. Je invariantný vzhladom na grupu podobnostných transformaci!. 
2. V e-rovine je vždy kladný, v /i-rovine je kladný, resp. záporný, pre 
korelované, resp nekorelované priamky a, 6. 
3. Zachovává si hodnotu nahradením bodov M, IV, P, Q bodmi M, IV, P, Q, 
pre ktoré platí m2(MN/MN) = 1, m2(PQ/PQ) = 1 
4. m2(MN/PQ) • m2(PQ/MN) = 1 

B. Význačná kuželosečka 
o 

Nech sú v rovině A (C) dané tieto základné objekty: 
- vlastná reálna priamka a, ktorá nie je minimálna 

- na nej dva rózne vlastné reálné body M, N 
- vlastná reálna priamka 6, ktorá nie je minimálna a je rózna od priamky 
a 

- dva rózne vlastné reálné body P, Q, z ktorých žiaden neinciduje 
s priamkou a 

Veta 1. Množina všetkých bodov X roviny A (C), pre ktoré platí 

m2(MX/PQ) = m2(MN/PQ) , 

je regulárna kuželosečka. 
Táto kuželosečka sa označuje K(M,V), skrátene K, a nazývá sa 

význačnou kuželosečkou. 
Vlastnosti význačnej kuželosečky K: 

1. Bod M je stredom kuželosečky K. Kuželosečka K obsahuje body 
N,u,v. To znamená, že priamky Mu a Mv sú asymptoty kuželo
sečky K. 

2. Kuželosečka K je invariantná vzhladom na záměnu bodu P bodom 
P a bodu Q bodom Q, pre ktoré platí 

m2(PQ/PQ) - 1 • 
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3. Všetky priemerové priamky, na ktorých priemery majú reálné krajné 
body, sú okrem asymptot korelované s priamkou a = MN (obr. 3). 

4. Vlastnosti 1 - 3 sú invariantně vzhfadom na grupu podobnostných 
transformaci!. 

Jednotkovou úsečkou sa nazývá fu-
bovofná pevná orientovaná úsečka 
aj každá orientovaná úsečka OJ, pre 
ktorú platí 
m2(OJ/OJ) = 1, ak priamky OJ, 
O J sú korelované a 
m2(OJ/OJ) = - 1 , ak priamky OJ, 
OJ nie sú korelované. 

Obr. 3 

Podobnostná dlžka úsečky: Nech X, Y sú také dva vlastné body, pre 
ktoré priamka XY nie je minimálna. Podobnostnou dížkou úsečky XY 
meranou jednotkou OJ sa, nazývá číslo 

D(XY/OJ) := y/\m?(XY/OJ)\ . 

Orientovaná vzdialenosť dvoch bodov: Nech OJ je jednotková úsečka 
a 0 ' J ' jednotková úsečka na priamke XY, kde O = X (obr. 4). Oriento
vanou podobnostnou vzdialenosťou bodu Y od bodu X meranou jednotkou 
OJ sa nazývá číslo 

V(XY/OJ) := (e • D(XY/OJ) , 

kde e = 1, ak body Y, J ležia na tej istej polpriamke so začiatkom O, a 
e = — 1, ak body Y, J ležia na opačných polpriamkach so začiatkom O. 

Obr. 4 Obr. 5 
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1.3 Odchylka dvoch priamok (velkost' orientovaného uhla 
dvoch priamok) 
Nech M, N sú rozne vlastně body incidujúce s priamkou a, ktorá 

má nevlastný bod (a). Analogicky, nech P,Q sú rózne vlastně body 
incidujúce s priamkou 6, ktorá má nevlastný bod (b) (obr. 5). Odchylka 
</?(a, b) priamok a, b je definovaná následovně: 

V /i-rovine: <p(a,b) =: |<(a,6)| = ±log((u)(i;)(a)(&)), 
v e-rovine: <p(a,b) =: |<(a,6)| = ^log((u)(v)(a)(b)), 

kde log označuje hlavnú hodnotu prirodzeného logaritmu. 
Pomocou súradníc bodov M, N> P, Q má odchylka priamok a, b vy

jádřeme 

<p(a,b) =: < a,6 = -log} {f-^i , 
2t [vmn] [upq] 

kde t = 1 pre /i-rovinu a t = i pre e-rovinu. 

1.4 Rovnice podobnostnej transformácie 
Tvar rovnic Fubovolnej transformácie z grupy GS(2\ R) možno dostať 

ako špecializáciu rovnic transformácie z afinnej grupy GALJ(2\R)} ktorá 
je operačnou grupou v (nie na) rozšírenej afinnej rovině A (C). 

Ak X(XQ,XI,X2) je vzor a X ^ Q , ^ , ^ ) jeho obraz v afinnej trans-
formácii z grupy GA(JJ(2] i?), platí 

^o = coo^o 

x'x = Cio^o + CnXi + Ci2X2 

X2 = C20X0 + C21X1 + C22X2 (!) 

COOŤ^O, Cll C12 
C21 C22 

-£ 0, CІJ e R 

Ak sa za základné body zvolia (u) = (0, l , í ) , (v) = (0,1, - t ) , kde 

t = 1 pre /i-rovinu 

£ = — 1 pre e-rovinu , 

podmienka invariantnosti bodov (ix), (v) v transformácii (1) dává rovnice 
(pre neznáme p, a) 

P = cn + C12Í a = C11 - cl2* 

pí = c2i + c22í, p ž 0, pre bod (u), -<rt = c2i - c22ť, <x ^ 0, pre bod (v) 

Porovnáním vyjadrenia pre t(^ 0) z oboch sústav sa dostávajú rovnosti 

p + a = 2cn, p + a = 2ci2 , odkial' c\\ = c 2 2 . 
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Použitím tejto rovnosti na 

ť-_£zi» t=
 Cl2 

cl2 P - C22 

sa dostane C21 = t2 • C12, ekvivalentně C12 = t2 • C21, takže rovnice podob-
nostnej transformácie majú tvar 

#o = coo^o 
x[ = cio^o + cnxi + t2 • C21X2 (2) 

x2 = C2QX0 + c2i^i + ciix 2 ; 

v nehomogénnych súradniciach (po odhomogenizovaní vzhfadom na XQ 
a označení x = 2 1 , y = ^2-

xo > ^ xo 

x = 6nx + í 26 2iy + 6i (2') 

y = b 2i^ + &iiy + ^2, 
kde 62! + ť 2 ^ ^ 0. 

Hodnota 5 = \/|^ii + t2b21\ sa nazývá deformácia podobnostnej 
transformácie. (V elementárnej geometrii to je koeficient podobnosti.) 

Podmienkou S = 1 možno grupu podobnostných transformácií spe
cializovat' na grupu zhodnostných transformácií, zachovávájúcich vzdia-
lenosť lubovofných dvoch bodov Xi(x\, y\), ^2(^2,2/2) (daných nehomo-
génnymi súradnicami), vyjádřenu spoločne pre metrickú (zhodnostnú) 
e-rovinu aj /i-rovinu vzťahom 

d(X1,X2) = x / K ^ - x x ) 2 - * 2 ^ - ^ ) 2 ! (3) 
pričom t = i pre e-rovinu a t = 1 pre /i-rovinu. 

Obe tieto metrické roviny sa dostanu ako typy v úplnej klasifikácii 
metrických rovin podlá Cayleyho-Kleinovho principu. 

2. Cayleyho-Kleinove metriky (Cayleyho-Kleinove roviny) 
Novů koncepciu zavedenia metriky do projektívnej roviny prezento

val Arthur CAYLEY (1821-1895) v článku A sixth memoir upon quan-
tics (Siesty memoár o kvantikách, 1859). (Kvantikami nazýval Cayley 
dnešné formy v algebře.) 

Základným objektom Cayleyho úvah je reálna projektívna rovina 
P2(R), podlá potřeby a okolností rozšířená na svoju komplexifikáciu 
P2(C). Reálna kuželosečka v tejto komplexifikácii je daná homogénnou 
kvadratickou rovnicou s reálnými koeficientami: 

2 2 

/ / ClijXiXj = U, &ij 6E II, CLij = (1 ji 5 

2^0 J = 0 
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bodmi kuželosečky sú všetky kořene tejto rovnice v rovině P2(C). Táto 
kuželosečka sa nazývá absolútum roviny. Je určujúcim objektom metriky 
roviny nasledovným spósobom. 
Vzdialenosť p(X, X) bodu X(XQ,XI,X2) od bodu Xf(xQ, x[, x2) je daná 
formulou 

/ J / J &ijXiXj 

i 3 

cos p — JO p — , . — 

/ E E aijXiXj / £ E aijxfy 

Ak sa rovnica regulárnej kuželosečky roviny P2(C) napíše v kanonickom 
tvare 

x2
Q + x\ + x\ = 0 , (4) 

vzorec pre vzdialenosť nadobúda tvar 

X0XQ + X\X\ + £2^2 
cosp 

/ 2 ^/X2 + Xi 2 + X2
2^Xf

Q
2 + X\2 + XÍ 

Táto formula je formálně zhodná so vzorcom pre odchylku polohových 
vektorov OX, OXf v J5*3. Číselná hodnota vzdialenosti je potom daná 
ako hodnota funkcie arkus kosinus pre daný výraz. 

Prienikom absolúta (4) s nevlastnou priamkou u (rovnica XQ = 0) sú 
kružnicové (cyklické) body (0, l , i ) , (0,1, —i). 

Cayleyho ideu metriky rozvinul a teoreticky zovšeobecnil Felix KLEIN 
(1849-1925) v prácach Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geomet
rie (O tzv. neeuklidovskej geometrii 1871-1872) a Erlanger Programm 
(Erlangenský program, 1872). Podlá Kleina metriky zavedené do reálnej 
projektívnej roviny tvoria triedy příslušné ku všetkým typom kuželbse-
čiek v tejto rovině. Teda absolútom (základnou kuželosečkou), invariant-
ným vzhladom na všetky transformácie príslušnej grupy zhodnostných 
transformácií, móže byť kuželosečka lubovolhého typu v reálnej projek
tívnej rovině. (V niektorých situáciách je metodicky výhodné chápat' 
tieto kuželosečky ako objekty komplexnej projektívnej roviny a podlá 
potřeby priberať do úvah aj body, ktoré nie sú bodmi reálnej roviny, ale 
ich súradnice - ako komplexně čísla - formálně spíňajú rovnice kuželb-
sečiek s reálnými koeficientmi.) 

Pre váčšiu prehladnosť klasifikácie typov metrik reálnej projektívnej 
roviny je účelná krátká rekapitulácia klasifikácie typov kuželbsečiek v re
álnej projektívnej rovině (tabulka 1). (Kuželosečky sa chápu ako objekty 
komplexnej projektívnej roviny.) 
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Tabulka 1 

Typ bodovej kužeľosečky 
Kanonický tvar rovnice 

Typ dotyčnicovej kužeľosečky 
Kanonický tvar rovnice 

(v priamkových súradniciach) 
l.a imaginárna regulárna bo-

dová kužeľosečka 

Xг\ ~ ~ Xл ~\~ Xn ~—' U 

l.b imaginárna regulárna do-
tyčnicová (priamková) ku-
žeľosečka 
ЄQ+Єг+Є = 0 

2. a reálna regulárna bodová ku-
žeľosečka 

Xn ~ ~ Xл Xr) —— u 

2.b reálna regulárna dotyčni-
cová (priamková) kužeľo-
sečka 
Є0 + Є-Є = o 

З.a imaginárna singulárna bo-
dová kužeľosečka (s jedi-
ným reálnym singulárnym 
bodom) 
xl + x% = 0 

З.b imaginárna singulárna do-
tyčnicová (priamková) ku-
žeľosečka (s jedinou reálnou 
singulárnou priamkou) 
Є + Є2 = o 

4.a reálna singulárna bodová 
kužeľosečka (s jediným 
singulárnym dvojnásobným 
bodom) 
X-j Xry ~~~ u 

4.b reálna singulárna dotyčni-
cová (priamková) kužeľo-
sečka (s jedinou singulárnou 
dvojnásobnou priamkou) 
Є-Є2 = o 

5.a reálna singulárna bodová 
kužeľosečka priamka dvoj-
násobných bodov 

x\ = Q 

5.b reáłna singulárna dotyčni-
cová (priamková) kužeľo-
sečka - stred zväzku dvoj-
násobných priamok 
Є = o 
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Cayleyho výsledok bol metodologickým východiskom Kleinových úvah. 
Klein si povšimol, že Cayleyho špeciálna projektívna metrická rovina je 
metrická e-rovina (a speciálně je ňou aj rozšířená euklidovská rovina), 
ktorá má za invariant vzhfadom na grupu metrických ( = zhodnostných) 
transformaci! dvojicu združených imaginárnych bodov. Táto dvojica je 
„reálnou" singulárnou kuželosečkou typu 3.b. Kleinov výskům dal aj 
pozitivnu odpověď na výskumný problém, či možno metrickú geome-
triu roviny zaviesť ako geometriu invariantov vzhfadom na podgrupu 
projektívnej grupy, ktorej transformácie zachovávajú fubovolhú pevnú 
kuželosečku. 

Jednotlivé typy metrik roviny příslušné ku všetkým typom kuželb-
sečiek podfa vyššie uvedenej klasifikácie sa nazývajú Cayleyho-Kleinové 
metriky a roviny s týmito metrikami majú názov Cayleyho-Kleinové ro
viny (skrátene C-K-roviny). Speciálně názvy týchto metrik, resp. rovin, 
podfa typu základnej kuželosečky (absolúta) sú: 

Typ absolúta Názov roviny Názov geometrie 
l.a (l.b) eliptická rovina eliptická geometria 
2.a (2.b) hyperbolická rovina hyperbolická geometria 
З.a (З.b), 4.a (4.b), parabolické roviny parabolické geometrie 

5.a (5.b) 
4.b Minkowskiho rovina Minkowskiho geometria 

З.b euklidovská rovina euklidovská geometria 
5.b semimetrická rovina semimetrická geometria 

V nasledujúcom prehfade sú uvedené konkrétné spósoby zavedenia 
metriky do jednorlivých typov C-K-rovín. 

Eliptická r o v i n a 
d(X,Y)^\ci-\og(IJXY), 
c ^ 0 - konstanta, 
log - hlavná hodnota logaritmu. 
Pre c -= — 1 sa dostává známa 
obvyklá definícia. 

H y p e r b o l i c k á r o v i n a 
d(X,Y) = \c-\og(IJXY), 
c ^ 0 - konstanta. 
Pre c = 1 sa dostává obvyklá špeci-
alizácia; 
d(x,Y) > 0 právě vtedy, keď X,Y 
sú vnútorné body základnej kuželo
sečky. 
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Minkowskiho rovina 
Herman MINKOWSKI (1864-1909) 
U(0,1,1),V(0,1,-1); 
X(xQ, XI,X2), Y(y0, yi,y2); 

d(X,Y) = őф~-^j 
8 - konstanta, 

|x 2 x0 

{X2У0}-ІX1У0} | 
жo2з/o2 

Џ2Уo\ 
Уl УO 

[XlУoì 
Xi XQ 

y\ yo 

Euklidovská rovina 
Po odhomogenizovaní sa zavedie obvyklá euklidovská metrika 

J i . 

x ү 

Semimetrická rovina 
Vzdialenosť d(X, Y) je definovaná 
len pre dvojice vlastných bodov 
-X", V, pre ktoré priamka XY inci-
duje s bodom U -= V. Na priamke 
XY je indukovaná jednorozměrná 
parabolická geometria (a metrika) 
(pozři [2]). 

u=v 
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