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TT1 dodatky

D1. Elementarni teorie pravdépodobnosti

KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI |

Uvazujme pokus, ktery lze libovolnékrat opakovat za stale stejnych podmi-
nek. VSechny jeho mozné vysledky tvoii mnozinu (ndhodnych) elementarnich
jevit M, o nichz pfedpokldadédme, Ze jsou vSechny stejnd mozné (tj. - jinak re-
feno - stejné pravdépodobné (v jakémsi intuitivnim smyslu)) a Zze v kazdém
pokusu nastane pravé jeden elementarni jev. (Ndhodnym) jevem A nazyvame
kazdou podmnozinu mnoziny elementarnich jevi.

Obsahuje-li mnoZzina elementdrnich jevi celkem m elementarnich jevi a jev
A C M obsahuje a elementarnich jevi, pak pravdépodobnost jevu A znacime
P(A) a je rovna

P(A) =2

3

(nekdy se tika: P(A) je rovna poméru poctu pfipada pfiznivych ku poétu pii-
padi moznych) !.

| VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTI |

Dale uvedené vlastnosti lze snadno odvodit z klasické definice pravdépo-
dobnosti. Protoze ndhodné jevy chidpeme jako mnoziny, miZeme pro operace
s nimi pouzivat mnozZinové symboliky.

1/0< P(A) < 1.

2/ (Ac B) = (P(A) < P(B)).

3/ Jsou-li jevy A, B disjunktni (tj. ANB = 0), pak P(AUB) = P(A)+P(B).
(Této vlastnosti se nékdy ¥ika véta o s¢itani pravdépodobnosti; udava prav-

dépodobnost toho, Ze ze dvou disjunktnich jevl nastane aspon jeden.)

3.1 Diisledek 1.
Oznafme A° doplnék jevu A. Pak P(A¢) =1 — P(A).

3.2 Dusledek 2.
Necht jevy A, B nejsou disjunktni. Pak P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

INenf to samoziejmé definice v matematickém smyslu, spi3 jakési slovni vyjadfeni intui-
tivné chapaného pojmu.
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4/ Povazujeme-li za intuitivné jasny pojem nezdvislosti ndhodnych jevi,
pak pro nezavislé nahodné jevy A, B plati P(AN B) = P(A).P(B).

Této vlastnosti se nékdy ik véta o nasobeni pravdépodobnosti; udava
pravdépodobnost toho, Ze dva nezéavislé jevy nastanou soucasné. Nezévislost
nahodnych jevii je ov8em tieba také definovat; jedna z moZnosti spociva v tom,
ze se jako nezavislé ndhodné jevy definuji pravé ty jevy, pro jejichz pravdépo-
dobnosti plati P(AN B) = P(A).P(B).

STREDN{ HODNOTA DISKRETNf NAHODNE VELIC‘INY_}

Intuitivné lze ndhodnou veli¢inu chapat jako ¢iselnou veli¢inu, kterd méni
svou hodnotu ptsobenim nédhodnych vlivit (v zavislosti na ndhodé). Formalné
lze definovat ndhodnou veli¢inu jako redlnou funkci definovanou na mnoZiné
elementarnich jevi (a spliujici navic jisté predpoklady); pro nas vyklad toto
intuitivni pojeti postaci.

Nahodnou veli¢inu ¢ nazyvame diskrétni, mize-li nabyvat pouze hodnot
z néjaké spocetné mnoziny M. Takovou ndhodnou veli¢inu lze zadat pomoci
pravdépodobnostni funkce pg (z), ktera je definovana pro vechna z € M vzta-
hem

pe(z) = P(§{ = ).
Poznamenejme, ze podle definice pravdépodobnosti musi byt
> pela) =1
zeM

Stredni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny & se obvykle znaéi E(£) a je

definovana vztahem
E©) =) zpela),
zEM

pokud je fada vpravo absolutné konvergentni.

D2. Bernoulliova véta

[ BinomicKE ROZDELENT ]

Predpokladejme, Ze koname sérii n nezavislych pokust, z nichz v kazdém
muze jev A nastat s pravdépodobnosti p; takto usporfddané sérii pokusi se
nékdy fikd Bernoulliovo schéma. Ozna¢me £ nahodnou veli¢inu, jejiz hodnota
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je rovna poctu vyskytl jevu A v provadéné sérii n nezdvislych pokust. Snadno
zjistime, Ze pro jeji pravdépodobnostni funkci plati

n

Ple=h = (})rra-p*,

kde £ = 0,1,...,n; o této ndhodné veli¢iné ¥ikdme, e m4a binomicky zakon
rozdéleni pravdépodobnosti (nebo kratce: ma binomické rozdélent).

Cebysevova nerovnost]

Vzhledem k tomu, jakym zptisobem Jakob Bernoulli dokazoval své tvrzeni,
povazujeme za vhodné pfipomenout zde nerovnost, ze které se vychézi pii do-
kazovani Bernoulliovy véty dnes 2:

Necht ndhodna veli¢ina £ ma stfedni hodnotu E(£) a koneény rozptyl var(€).
Pak pro kazdé e > 0 plati

var(§)
P~ Bl 2 ) < “5E
Nerovnost nese jméno petrohradského matematika P.L.Cebyseva (1821 -
1894), ktery ji publikoval v r. 1867; jeho pravdépodobnostni prace jsou po-
drobné rozebrany v [2], str. 222 - 246.

[ Bernoulliova vétai

Necht m je pocet vyskytl jevu A v sérii n nezavislych pokusi, z nich
v kazdém muzZe jev A nastat s pravdépodobnosti p. Pak pro libovolné ¢ > 0
plati
lim P(|—T—:——p’ 26) =0.

n—roo

D3. Poznamka k tloze o rozdéleni sazky

Obecné lze Glohu o rozdéleni sazky formulovat takto:

Necht hraci A, As, ..., A, hraji sérii her o n&jakou &astku C; tuto ¢astku
ziskd ten hra¢, ktery jako prvni vyhraje k her. Pravdépodobnost vyhry hrade A;
v kazdé jednotlivé hie je rovna p;, i = 1,2,...,n; pochopitelné 5 p; = 1. Série

2Podrobnosti lze najit naptiklad v kni%ce LIKES, J. - MACHEK, J.: Podet pravdépodobnostt.
SNTL Praha, 1982 (2. vyd. 1988), str. 131 - 132.
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her je prerusena ve chvili, kdy hra¢i 4; chybi do vyhry a; her, i =1,2,...,n.
Jakou pravdépodobnost vyhry celé série ma hra¢ A; v piipadé dohravani?
Oznalme tuto pravdépodobnost jako P(1).
MAa-li hra¢ A; vyhrét celou sérii, mize byt sehrédno a; + us + - - - + u, her,

kde 0 < wu; <a;—1,i=2,3,...,n; pfitom ale posledni hru musi vyhrat hrac¢
A1. V predeslych a; +ug+- - - +u, — 1 hradch musi hrd¢ A, vyhréat pravé (a; —1)-
krat, hra¢ A, prave us-krat, ... , hra¢ A, pravé u,-krat; pravdépodobnost této

situace je podle znamého vztahu pro pravdépodobnostni funkci multinomického
rozdéleni rovna

(a1 +ug+-+u, =1 oy wn
(a1 — Dlugl . upt 1 PrePo

Uvéazime-li nyni, Ze hra¢ A; musi je§té vyhrat posledni hru, coz je jev, ktery
nastane s pravdépodobnosti py, pak pravdépodobnost toho, ze hra¢ A; vyhraje
celou sérii pravé v a; + ug + - -+ + u, hrach, je rovna

(a1 +ug++up— 1) o4 4

Un
P T D!t L P2 P
Uvéazime-li nakonec, Ze vSechny (n - 1)-tice (ug,us, ..., un,), pro které 0 <
u; <a;—1,7i=2,3,...,n vytvaieji disjunktni jevy, dostavame

(a1 +ug + -+ +up —1)!
PQ1) = pa? .. pin
( ) Z (a1 - 1)!U2! ‘e .un! P1 P2 P
kde s¢itame pfes vSechny (n - 1)-tice (ug,us,...,u,), pro které 0 < u; <
a;—1,1=2,3,...,n.
Domnivame se, ze uziti tohoto vzorce piedstavuje asi nejjednodussi mozny
pristup k feseni Glohy o rozdéleni sazky v obecné podobé.

PRIKLAD

Pouzijeme naSeho vzorce k feSeni ulohy uvedené v Huygensovu spisu v Pro-
positio VII. V naSem znaceni to znamena n = 2, p; = py = %; aby bylo pouziti

na$eho vzorce zfetelngjsi, ozna¢ime a; = 4, as = 2. Pak bude us nabyvat
hodnot 0 nebo 1 a na$ vzorec bude obsahovat dva scitance

3t /1 /1\° 4 s\t 1 1 3
o — — R — — = —— 4— = —
ro-35(3) () +35G) G) ~E+m -

z ¢ehoZ snadno plyne Huygenstv vysledek.

AOOH
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