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Kapitola 3Fermatovy kvocientyV této kapitole jsou uvedeny nejdùle¾itìj¹í výsledky teorie Fermatova kvocientuod roku 1828 a¾ do roku 1905, kdy Lerch publikoval svoji práci [Lr7]. Pozornostje vìnována pøedev¹ím pracím Jacobiho, Eisensteina, Sylvestera, Sterna a Miri-mano�a. Tyto výsledky byly shrnuty ve výbornì napsané Bachmannovì uèebniciNiedere Zahlentheorie [Ba].3.1 Abelùv problémHistorie Fermatových kvocientù zaèíná v roce 1828. Tehdy toti¾ norský mate-matik N. H. Abel uveøejnil v èasopise Journal für Mathematik [Ab] následujícíúlohu: Mù¾e být èíslo ���1 � 1, kde � je prvoèíslo a 1 < � < � celé èíslo, dìli-telné �2? Ve stejném roce uveøejnil v tomté¾ èasopise C. G. J. Jacobi øe¹ení tétoúlohy [Jc]. Jacobi své øe¹ení podrobnì nerozebírá, uvádí pouze, ¾e hledal øe¹eníkongruence x��1 � 1 (mod �2)a ¾e toto øe¹ení hledal ve tvaru a+ �a0, kde a; a0 jsou kladná èísla men¹í ne¾ �.Øe¹ení provedl pro v¹echna prvoèísla od 3 do 37 vèetnì. Pokusme se na Jacobihoøe¹ení podívat podrobnìji.Z teorie øe¹ení kongruencí n�tého stupnì plyne, ¾e je-li x0 øe¹ením kongruencef(x) � 0 (mod �2);(3.1)kde f(x) je polynom stupnì n, potom musí být rovnì¾ øe¹ením kongruencef(x) � 0 (mod �):(3.2)Známe-li libovolné øe¹ení a kongruence (3:2), je x0 = a+ a0�. Dále platíf(a+ a0�) � f(a) + a0�f 0(a) (mod �2);pøièem¾ na pravé stranì je Taylorùv rozvoj funkce f(x) se støedem v bodì a.Zbývající èleny tohoto rozvoje jsou toti¾ kongruentní s nulou podle modulu �2.29



Vzhledem k tomu, ¾e podle Fermatovy vìty má kongruence (3.2) øe¹ení pro v¹ech-na pøirozená èísla a < � a ¾e f 0(a) = (�� 1)a��2 není kongruentní s nulou podlemodulu �, má kongruence x��1 � 1 � 0 (mod �2)jediné øe¹ení x0 = a+ a0�, pøièem¾ a0 je øe¹ení kongruencea��1 � 1 + a0�(�� 1)a��2 � 0 (mod �2):Tato úloha je vlastnì øe¹ením kongruencex��1 � 1� � 0 (mod �);jinými slovy øe¹í otázku, zda je Fermatùv kvocient dìlitelný èíslem �.V závìru této èásti uvedeme zajímavou souvislost mezi Velkou a Malou Fer-matovou vìtou, která úzce souvisí s Abelovým problémem. V roce 1909 dokázalA. Wieferich následující vìtu:Vìta 3.1 Nech» p je liché prvoèíslo a x; y; z jsou celá èísla nedìlitelná p, kterásplòují rovnici xp + yp = zp:1Za tìchto pøedpokladù platí kongruence2p�1 � 1 (mod p2):Prvoèísla, která tuto kongruenci splòují, se nazývají Wieferichova prvoèísla. (Ta-to prvoèísla splòují rovnì¾ kongruenci q(2) � 0 (mod p), jak plyne z pøedchozíchúvah.) I v tomto pøípadì nám pøirozená èísla poskytla pozoruhodný výsledek,nebo» do dne¹ní doby byla objevena pouze dvì Wieferichova prvoèísla, a to 1093Meissnerem v roce 1913 a 3511 Beegerem v roce 1922, tedy je¹tì v þpøedpoèítaèo-vé éøe.ÿ Navíc D. H. Lehmer dokázal v roce 1981 [Lh], ¾e pro p < 6�109 neexistujedal¹í Wieferichovo prvoèíslo. Tuto hranici posunuli v roce 1997 R. Crandall, K.Dilcher a C. Pomerance, kteøí ukázali, ¾e neexistuje ¾ádné dal¹í Wieferichovoprvoèíslo pro p < 4 � 1012 [CDP]. Výzkum tìchto prvoèísel probíhá v posled-ních letech velmi intenzívnì a je mo¾né, ¾e se doèkáme dal¹ích pøekvapení. Bylyrovnì¾ dokázány vìty analogické Wieferichovì pro jiná èísla ne¾ 2; jeliko¾ tatoproblematika není tématem této práce, odkazujeme ètenáøe na publikaci [Ri2].3.2 Práce G. EisensteinaNìmecký matematik G. Eisenstein publikoval ve Zprávách Královské Pruské Aka-demie vìd èlánek [Ei] nazvaný Eine neue Gattung zahlentheoretischer Funktio-nen, welche von zwei Elementen abhängen und durch gewisse lineare Funktional-Gleichungen de�nirt werden.2 Eisenstein zde de�nuje funkci f(m;n), která je prolibovolná celá èísla m;n a liché prvoèíslo p de�nována následujícím zpùsobem:1Velká Fermatova vìta se obvykle dìlí na dva pøípady. Pøípad I, kdy ani jedno z èísel x; y; znení dìlitelné p a Pøípad II, kdy právì jedno z èísel x; y; z je dìlitelné p.2Nový druh èíselnì teoretických funkcí dvou promìnných, de�novaný pomocí jistých lineár-ních funkcionálních rovnic. 30



1. f(m;n) � f(m;m+ n) + f(m+ n; n) (mod p), je-li m+ n 6= p;2. f(m;n) � n (mod p), je-li m+ n = p;3. f(m;n) � 0 (mod p), je-li m+ n > p.Je-li (m;n) = 1, potom dokázal, ¾e platíf(m;n) �X 1r (mod p);(3.3)kde r jsou v¹echna celá èísla daná nerovností n0n < rp < m0m , pøièem¾ m0 a n0 jsounejmen¹í celoèíselná øe¹ení neurèité rovnice nm0 � mn0 = 1. Volíme-li m = 1,n = 2, je m0 = n0 = 1 a r nabývá v¹ech hodnot od p+12 do p�1. Zde se Eisensteindopustil men¹í nepøesnosti, nebo» uvádí dolní hodnotu p�12 , tato v¹ak uvedenénerovnosti nevyhovuje. Platí tedy kongruencef(1; 2) � p�1Xr= p+12 1r (mod p):(3.4)Pravou stranu této kongruence lze vyjádøit ponìkud jiným zpùsobem. Snadno setoti¾ doká¾e, ¾e pro lichá celá èísla p � 3 platí rovnost1� 12 + 13 � � � � � 1p� 1 = 1p+12 + 1p+32 + � � �+ 1p� 1 :Tato rovnost evidentnì platí pro p = 3, mù¾eme tedy pøedpokládat její platnostpro nìjaké liché p. Nyní staèí pøièíst k obìma stranám rovnice 1p � 1p+1 a snadnose vidí, ¾e za tohoto pøedpokladu rovnice platí i pro p+ 2. Platí tedy kongruencef(1; 2) � 1� 12 + 13 � � � � � 1p� 1 (mod p):Dále platí podle binomické vìty(1 + u)p � (1 + up) = pu+ p(p� 1)1 � 2 u2 ++p(p� 1)(p� 2)1 � 2 � 3 u3 + � � �+ p(p� 1) � � � (p� (p� 2))1 � 2 � � � (p� 1) up�1:Vezmeme-li v potaz, ¾e pro libovolné celé èíslo i, které splòuje podmínku 1 � i �p� 1 platí p�ii � �1 (mod p), lze tuto rovnici nahradit kongruencí(1 + u)p � (1 + up) � pu� p2u2 + p3u3 � � � � � pp� 1up�1 (mod p2)a po vydìlení modulem p máme(1 + u)p � (1 + up)p � u� u22 + u33 � � � � � up�1p� 1 (mod p):(3.5)Polo¾íme-li u = 1, obdr¾íme následující tvrzení:31



Vìta 3.2 Nech» p je liché prvoèíslo. Potom platíf(1; 2) � 1� 12 + 13 � � � � � 1p� 1 � 2p � 2p = 2q(2) (mod p):(3.6)Eisenstein je¹tì název Fermatùv kvocient nepou¾íval, stejnì tak jako oznaèeníq(a) pro tento kvocient.Eisenstein se dále zmiòuje o funkci u0 = �(u), která je de�novaná kongruencíup�1 � 1 + pu0 (mod p2):Napí¹eme-li tuto kongruenci ve tvaruup�1 � 1p � u0 (mod p);je zøejmé, ¾e u0 � q(u) (mod p), proto budeme dále pou¾ívat oznaèení q(u), resp.q(a). Vlastnosti této funkce lze vyjádøit následující vìtou:Vìta 3.3 Nech» a; b; c jsou celá kladná èísla taková, ¾e (a; p) = (b; p) = (c; p) =1. Potom pro libovolné m pøirozené a z celé platíq(ab) � q(a) + q(b) (mod p);(3.7) q(am) � mq(a) (mod p);(3.8) q(c+ pz) � q(c)� zc (mod p):(3.9)První dvì vlastnosti jsou shodné s vlastnostmi logaritmu. Eisenstein neuvádídùkaz, ten v¹ak plyne bezprostøednì z de�nice Fermatova kvocientu. Je toti¾ap�1 � 1 + pq(a) (mod p2) a bp�1 � 1 + pq(b) (mod p2)a tudí¾ (ab)p�1 � 1 + pq(a) + pq(b) + p2q(a)q(b) (mod p2);co¾ po men¹í úpravì dává(ab)p�1 � 1p = q(ab) � q(a) + q(b) (mod p):Druhá vlastnost je dùsledkem první, volíme-li b = a atd.Tøetí vlastnost doká¾eme rozvinutím (c+pz)p�1 podle binomické vìty. Proto¾ev¹echny èleny s výjimkou prvních dvou jsou násobky p2, lze pøejít ke kongruencipodle modulu p2, èím¾ obdr¾íme(c+ pz)p�1 � cp�1 + (p� 1)pcp�2z (mod p2);co¾ po úpravì dává(c+ pz)p�1 � cp�1 � p � zc � cp�1 (mod p2):32



Z de�nice Fermatova kvocientu jecp�1 = 1 + pq(c)a po dosazení (c+ pz)p�1 � 1 + pq(c)� pzc (mod p2):Po vydìlení p a úpravì obdr¾íme po¾adovaný vztah.Podívejme se na tato tvrzení z hlediska moderní algebry. Platí toti¾ následujícítvrzení:Vìta 3.4 Nech» p je prvoèíslo a a � b (mod p2) jsou libovolná celá kladná èíslasplòující podmínku (a; p) = (b; p) = 1. Potom platí q(a) � q(b) (mod p).Fermatùv kvocient tedy zobrazuje mno¾inu (Z=p2Z)� na mno¾inu Z=pZ. Totozobrazení je surjekce, nebo» platíq(p� 1) = (p� 1)p�1 � 1p = pp�1 � �p�11 �pp�2 + � � � � �p�1p�2�p+ 1� 1p :Pøejdeme-li ke kongruenci podle modulu p, lze vypustit v¹echny èleny kromìposledního, nebo» jsou násobky p2. Poslední èlen má tvar �(p�1)pp a platí tedyq(p� 1) � 1 (mod p):Obraz Im(q) = Z=pZ. Jádro jeKer(q) = f� 2 (Z=p2Z)� : Q(�) � 0 (mod p)ga proto¾e platí j Ker(q) j � j Im(q) j=j (Z=p2Z)� j= p(p� 1);je j Ker(q) j= p� 1:Logaritmická vlastnost zase dokazuje existenci homomor�zmu grupy (Z=p2Z; :)�na grupu (Z=pZ;+).V závìru svého èlánku se Eisenstein je¹tì vrací k Abelovu problému ([Ab]),kdy uvádí, ¾e v¹echna øe¹ení jsou tvarux � a+ pa�(a) (mod p2);kde a < p je libovolné celé kladné èíslo.3.3 Sylvesterovy práceSylvester uvádí pøi rùzných pøíle¾itostech ([Sy1], [Sy2] a [Sy3]) dal¹í kongruencepro Fermatovy kvocienty, tyto své výsledky v¹ak uvádí bez dùkazù a v podstatìbez sebemen¹ího náznaku, jakou cestou k nim dospìl. Sylvester jako první pou¾ívápojem Fermatùv kvocient. Sylvesterovy výsledky uvedeme jen v pøehledu.33



Vìta 3.5 Nech» p je prvoèíslo, r celé kladné èíslo splòující podmínku (r; p) = 1.Potom platí rp�1 � 1p � c1p� 1 + c2p� 2 + � � �+ cp�11 (mod p);(3.10)kde koe�cienty c1; c2; : : : ; cp�1 jsou opakující se èísla 1; 2; : : : ; r, pøièem¾ celýcyklus zaèíná èíslem r0, které splòuje podmínku pr0 � 1 (mod r).Na základì této obecné kongruence odvodil nìkteré kongruence pro speciálnívolbu r. Z nich uvádímeq(5) � 1p� 1 + 2p� 2 + 3p� 3 + 4p� 4 + 5p� 5 + 1p� 6 + � � � (mod p);(3.11)je-li p = 10k + 1 aq(5) � 3p� 1 + 1p� 2 + 4p� 3 + 2p� 4 + 5p� 5 + 3p� 6 + � � � (mod p);(3.12)je-li p = 10k + 7.Dále uvádí kongruenceq(2) � 2� 1p� 3 + 1p� 4 + 1p� 7 + 1p� 8 + 1p� 11 + � � �� (mod p);(3.13)je-li p = 4k + 1 aq(2) � �2� 1p� 2 + 1p� 3 + 1p� 6 + 1p� 7 + 1p� 10 + � � �� (mod p);(3.14)je-li p = 4k � 1. Pro libovolné p platíq(2) � � 1p� 1 + 1p� 2 � 1p� 3 + � � � (mod p):(3.15)Tyto výsledky byly pozdìji dokázány Sternem [St] a Mirimano�em [Mi].3.4 Sternùv pøínosV roce 1895 publikoval Moritz Stern práci [St], v ní¾ odvodil øadu zajímavýchkongruencí pro Fermatovy kvocienty. Stern pøedpokládal, ¾e p je liché prvoèíslo.Pøièteme-li k obìma stranám Eisensteinovy kongruence (3.5) výraz up�up , obdr-¾íme novou kongruenci(1 + u)p � (1 + u)p � u� u22 + � � � � up�1p� 1 + up � up (mod p)34



a po substituci 1 + u = r jerp � rp � (r � 1)� (r � 1)22 + (r � 1)33 � � � � �� (r � 1)p�1p� 1 + (r � 1)p � (r � 1)p (mod p):(3.16)Dosadíme-li do této kongruence r � 1 místo r, obdr¾íme(r � 1)p � (r � 1)p � (r � 2)� (r � 2)22 + (r � 2)33 � � � �� (r � 2)p�1p� 1 + (r � 2)p � (r � 2)p (mod p):(3.17)Do takto vzniklé kongruence dosadíme r � 2 místo r � 1 a tak postupujeme dál,a¾ nakonec obdr¾íme kongruenci podle modulu prp � rp � 8>>>><>>>>: 1 + 2 + � � �+ r � 1�� 12 [1 + 22 + � � �+ (r � 1)2] ++ 13 [1 + 23 + � � �+ (r � 1)3]�: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :� 1p�1 [1 + 2p�1 + � � �+ (r � 1)p�1]:(3.18)Aplikací binomické vìty získáme kongruenci(r � 1)pp � rp � 1p ��rp�1 + rp�22 + � � �+ rp� 1� (mod p)a odeèteme-li od obou stran této kongruence výraz r�1p , obdr¾íme(r � 1)p � (r � 1)p � rp � rp ��rp�1 + rp�22 + � � �+ rp� 1� (mod p):Dosadíme-li tuto kongruenci do (3.16), obdr¾ímer � 1� (r � 1)22 � � � � � (r � 1)p�1p� 1 � rp�1 + rp�22 + � � �+ rp� 1 (mod p):(3.19)Volba r = 1 dává následující dùle¾itou kongruenci:Vìta 3.6 Nech» p je liché prvoèíslo. Potom platíp�1X�=1 1� � 0 (mod p):(3.20)Kongruence (3.16) se dá psát ve tvarurp � rp � rp�1 + rp�22 + � � �+ rp� 1 + (r � 1)p � (r � 1)p (mod p);35



pokud sem budeme postupnì dosazovat r � 1, r � 2 atd. místo r, obdr¾ímerp � rp �8>><>>: 1 + 2p�1 + � � �+ (r � 1)p�1 + rp�1 ++ 12 [1 + 2p�2 + � � �+ (r � 1)p�2 + rp�2] +: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :+ 1p�1 [1 + 2p�1 + � � �+ (r � 1)p�1]:(3.21)Seètením kongruencí (3.18) a (3.21) a s ohledem na zøejmé kongruence1k + 1p� k � 0; 1p� k � 1k � 2p� k (mod p)obdr¾íme rp � rp �8>>>>><>>>>>: 12 h rp�1 + r2p�2 + � � �+ rp�1i++ 1p�2 �1 + 22 + � � �+ (r � 1)2�++ 1p�4 �1 + 24 + � � �+ (r � 1)4�+: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :+[1 + 2p�1 + � � �+ (r � 1)p�1]:(3.22)Odeèteme-li (3.18) od (3.21), obdr¾íme0 � 8>>>>><>>>>>: 12 h rp�1 + r2p�2 + � � �+ rp�1i++ 1p�1 [1 + 2 + � � �+ (r � 1)] ++ 1p�3 �1 + 23 + � � �+ (r � 1)3�+: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :+ 12 �1 + 2p�2 + � � �+ (r � 1)p�2� :Dosadíme-li do (3.18) r = 2, obdr¾íme Eisensteinovu kongruenci (3.6), kterouv¹ak s ohledem na (3.20) mù¾eme psát ve tvaru2p�1 � 1p � 1 + 13 + � � �+ 1p� 2 (mod p):(3.23)Je-li k liché, potom se snadno ovìøí platnost kongruence1k � 1p� k � 1p+k2 (mod p);naproti tomu pro k sudé platí�1k + 1p� k � 1p� k2 (mod p):Je tedy1� 1p� 1 � 1p+12 (mod p); 13 � 1p� 3 � 1p+32 (mod p) a:t:d:36



a pro p = 4n+ 1 dojdeme nakonec ke kongruenci1p�32 � 1p+32 � 13p�34 (mod p);dále platí�12 + 1p� 2 � 1p� 1 (mod p); �14 + 1p� 4 � 1p� 2 (mod p) a:t:d:a¾ koneènì dospìjeme ke kongruenci� 1p�12 + 1p� p�12 � 13p+14 (mod p):Shrneme-li tyto výsledky, obdr¾íme kongruenci1� 12 + 13 � � � � � 1p� 1 � 1p+12 + 1p+32 + � � �+ 1p� 1 (mod p):(3.24)Obdobným postupem lze pro p = 4n+ 3 odvodit tuté¾ kongruenci, rozdíl jepouze v tom, ¾e poslední dvojice jsou1p�12 � 1p� p�12 a � 1p�32 + 1p+ 32:Z kongruence (3.24) plynou zároveò kongruence1� 12 + 13 � � � � � 1p�12 � 2" 1p+32 + 1p+72 + � � �+ 1p� 1# (mod p);je-li p = 4n+ 1 a1� 12 + � � �+ 1p�52 � 1p�32 + 1p�12 � 2" 1p+12 + 1p+52 + � � �+ 1p� 1# (mod p);je-li p = 4n + 3. V originále èlánku je tisková chyba, tøetí èlen této kongruencemá ve jmenovateli p+52 .Dal¹í kongruence Stern odvozuje pomocí komplexních èísel, pøitom tato me-toda zde byla pou¾ita poprvé. Platí toti¾ kongruence(1 + i)2p � (1 + i2p)p � 2i� 2i22 + 2i33 � � � � 2i2p�22 + 2i2p�1 (mod p):Ka¾dé dva èleny se sudými exponenty jako 2i22 a 2i2p�22 se ru¹í, zatímco èlenys lichým exponentem jako 2i a 2i2p�1 jsou stejné a èlen 2ipp je osamocený, tak¾eobdr¾íme(1 + i)2p � (1 + i2p)� 2ipp � 2 � 2i�1� 13 + 15 � � � � 1p� 2� (mod p);37



pøièem¾ znaménko � platí pro p = 4n+ 1 a znaménko + pro p = 4n+ 3. Podlestejných pøedpokladù platí(1 + i)2p � i2p � 1� 2ip = �2i(2p�1 � 1);co¾ porovnáním dává výslednou kongruenci�2p�1 � 1p � 2�1� 13 + 15 � � � � � 1p� 2� (mod p):(3.25)Závìrem této práce Stern odvozuje nìkteré zajímavé kongruence. Je-li p =4n+ 1, odeètením (3.25) od dvojnásobku (3.23) obdr¾íme2p�1 � 1p � 4�13 + 17 + � � � 1p� 2� (mod p);(3.26)pokud takto upravené kongruence seèteme, máme2p�1 � 1p � 43 �1 + 15 + � � �+ 1p� 4� (mod p):(3.27)Stejným zpùsobem obdr¾íme pro p = 4n+ 3 kongruence2p�1 � 1p � 43 �13 + 17 + � � �+ 1p� 4� (mod p);(3.28)respektive 2p�1 � 1p � 4�1 + 15 + � � �+ 1p� 2� (mod p):Pøièteme-li k (3.25) dvojnásobek (3.20), obdr¾íme pro p = 4n+ 12p�1 � 1p � 2�12 + 14 + � � �+ 1p� 1�+ 4�1 + 15 + � � �+ 1p� 4� (mod p):(3.29)Proto¾e evidentnì platí kongruence2p� k + 2 � 0 (mod p); 2p� 5 + 25 � 0 (mod p); a:t:d:;lze kongruenci (3.29) upravit na tvar2p�1 � 1p � 2� 1p� 3 + 1p� 4 + 1p� 7 + 1p� 8 + � � �+ 12 + 1� (mod p):(3.30)Pro p = 4n + 3 lze od dvojnásobku (3.20) odeèíst (3.25) a po pøerovnání èlenùobdr¾íme kongruenci2p�1 � 1p � 2� 1p� 1 + 1p� 4 + 1p� 5 + 1p� 8 + � � �+ 13 + 12� (mod p):(3.31) 38



Proto¾e podle (3.20) platí1p� 3 + 1p� 4 + 1p� 7 + 1p� 8 + � � �+ 12 + 1 ��� 1p� 1 + 1p� 2 + � � �+ 14 + 13� (mod p);lze (3.30) upravit na tvar2p�1 � 1p � �2� 1p� 1 + 1p� 2 + � � �+ 14 + 13� (mod p)(3.32)a (3.31) na tvar2p�1 � 1p � �2� 1p� 2 + 1p� 3 + 1p� 6 + 1p� 7 + � � �+ 15 + 14 + 1� (mod p):(3.33)Kongruenci (3.6) lze psát ve tvaru2p�1 � 1p � 12 �1� 12 + 13 � � � � � 1p� 1� (mod p)a vyu¾itím kongruencí 1 + 1p�1 � 0 (mod p), 12 + 1p�2 � 0 (mod p) atd. ji lzeupravit na tvar2p�1 � 1p � � 1p� 1 + 1p� 2 � � � � � 1p+12 (mod p);(3.34)pøièem¾ znaménko + platí pro pøípad p = 4n + 1 a znaménko � pro pøípadp = 4n+3. Kongruence (3.30), (3.33) (3.34) jsou Sylvesterovy kongruence (3.13),(3.14) a (3.15).3.5 Práce D. Mirimano�aOdli¹ný zpùsob pøi studiu vlastností Fermatových kvocientù zvolil Dmitrij Miri-mano� [Mi]. Vychází z Eisensteinova pojetí kvocientu rp�1�1p � qr (mod p), kder a p jsou nesoudìlná a uplatòuje jím odvozené vzorce (napø. vìta 3.2).Nech» a0 je nejmen¹í kladné èíslo takové, ¾e a0p + 1 je dìlitelné p. Polo¾mea0p + 1 = re0b1, b1 je nesoudìlné s r. Nech» obecnì ai je nejmen¹í kladné èíslosplòující podmínku aip+ bi � 0 (mod r). Je tedy8>>>><>>>>: a0p+ 1 = re0b1;a1p+ b1 = re1b2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :aip+ bi = reibi+1;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :(3.35) 39



Po urèitém poètu krokù obdr¾ímean�1p+ bn�1 = ren�1 ;kde bn = 1, bn+1 = b1 atd.Vzorce (3.9) a (3.7) dávajíq(aip+ bi) � q(bi)� aibi (mod p)a q(reibi+1) � eiq(r) + q(bi+1) (mod p):Z de�nice èísel ai, bi a ei plyne kongruenceq(bi)� aibi � e� iq(r) + q(bi+1) (mod p):Seèteme-li tyto kongruence, obdr¾íme� n�1Xi=0 aibi � q(r) n�1Xi=0 ei (mod p):(3.36)Nech» ! patøí r a oznaème p�1! = e. Fermatùv kvocient lze vyjádøit ve tvarur! � 1p = u0 + u1rm1 + u2rm2 + � � �+ ukrmk ;kde koe�cienty ui < r jsou kladná èísla a pro exponenty platí m1 < m2 < � � � <mk. Tuto rovnici upravíme na tvarr! = 1 + pu0 + pu1rm1 + � � �+ pukrmk :(3.37)Polo¾íme u0p+ 1 = rm1b1;kde b1 je kladné èíslo nesoudìlné s r a u0 je nejmen¹í kladné øe¹ení kongruencexp+ 1 � 0 (mod r):Rovnici (3.37) upravíme na tvarr!�m1 = b1 + pu1 + pu2rm2�m1 + � � �+ pukrmk�m1 :Polo¾íme opìt u1p+ b1 = rm2�m1b2;kde u1 je nejmen¹í kladné øe¹ení kongruencexp+ b1 � 0 (mod r):Stejným zpùsobem postupujeme dále, a¾ dojdeme k poslední rovniciukp+ bn = r!�mk � 1:40



Porovnáme-li tyto rovnice se soustavou (3.35), zøejmì platíuk = an�1 a e0 = m1; e1 = m2 �m1; � � � ; ! �mk = en�1;tak¾e je P ei = e.Kongruence (3.36) se dá upravit na tvarq(r) � e n�1Xi=0 aibi (mod p):(3.38)Volba r = 2 dává q(2) � e n�1Xi=0 1bi (mod p);nebo» v¹echna ai jsou rovna 1. Je-li r primitivní koøen podle modulu p, mámeq(r) � n�1Xi=0 aibi (mod p):(3.39)Uva¾ujme dále sumuU = p�1X�=1 q(�) � (�2k � (r�)2k) = p�1X�=1 q(�) � �2k � p�1X�=1 q(�) � (r�)2k ;kde k je celé èíslo. Mno¾ina èísel � se rozpadá na r podmno¾in, pøièem¾ dopodmno¾iny oznaèené �i padnou v¹echna � � i (mod r), i = 0; 1; 2; : : : ; r � 1.Èísla r�, která jsou kongruentní s �i (mod p), jsou tvaru �i +�ip, kde �i jenejmen¹í kladné øe¹ení kongruence xp+ i � 0 (mod r).Proto¾e podle (3.9) platíq(�i + �ipr ) � q(�i)� �i�i � q(r) (mod p);a koe�cient �2k v U je kongruentní s �i�i + q(r), jeU � p�1X�=1 �i�2k�i + p�1X�=1 q(r)�2k (mod p):Je-li 2k = p� 1, první èlen se anuluje mod p a dostanemeq(r) � p�1X�=1 �i�i (mod p):(3.40)Polo¾íme-li �i = p � �i a oznaèíme-li p0 nejmen¹í kladný zbytek 1p (mod r), je�i � p0�i � 1 (mod r). Dosadíme-li do (3.39), obdr¾íme kongruenciq(r) �X p0�ip� �i (mod p);(3.41)kde jmenovatelé jsou èísla p � 1; p � 2; : : : ; 2; 1. Èitatelé tvoøí v pøípadì p0 = 1cyklus 1; 2; : : : ; r a v pøípadì p0 > 1 cyklus p0; 2p0; : : : ; rp0 � r (mod r). Tatokongruence je v podstatì kongruence (3.10), kterou odvodil Sylvester.41
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