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Kapitola 3

Fermatovy kvocienty

vvvvvv

od roku 1828 az do roku 1905, kdy Lerch publikoval svoji praci [Lr7]. Pozornost
je vénovana predevsim pracim Jacobiho, Eisensteina, Sylvestera, Sterna a Miri-
manoffa. Tyto vysledky byly shrnuty ve vyborné napsané Bachmannové ucebnici
Niedere Zahlentheorie [Ba].

3.1 Abeltv problém

Historie Fermatovych kvocientli zacind v roce 1828. Tehdy totiz norsky mate-
matik N. H. Abel uvefejnil v ¢asopise Journal fir Mathematik [Ab] nasledujici
tlohu: MiiZe byt ¢islo a*~t — 1, kde u je prvocislo a 1 < a < p celé ¢islo, déli-
telné 2 2 Ve stejném roce uvetejnil v tomtéz casopise C. G. J. Jacobi fegeni této
tlohy [Jc]. Jacobi své feSeni podrobné nerozebird, uvadi pouze, ze hledal Feseni
kongruence

71 =1 (mod p?)

a Ze toto feSeni hledal ve tvaru a + ua’, kde a,a’ jsou kladn ¢isla mensi nez p.
Reseni provedl pro viechna prvoéisla od 3 do 37 véetné. Pokusme se na Jacobiho
feSeni podivat podrobnéji.

Z teorie feseni kongruenci n—tého stupné plyne, ze je-li zy feSenim kongruence

(3.1) f(z) =0 (mod p?),
kde f(x) je polynom stupné n, potom musi byt rovnéz feSenim kongruence
(3.2) f(z) =0 (mod p).

Zname-li libovolné feseni a kongruence (3.2), je o = a + a’u. Déle plati
flatdp) = f(@) +dpf'(@) (mod u),

pfi¢emZz na pravé strané je Tayloriv rozvoj funkce f(z) se stfedem v bodé a.
Zbyvajici ¢leny tohoto rozvoje jsou totiz kongruentni s nulou podle modulu p?.
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Vzhledem k tomu, Ze podle Fermatovy véty ma kongruence (3.2) feSeni pro vSech-
na piirozena ¢isla a < p a ze f'(a) = (u — 1)a*~? neni kongruentni s nulou podle
modulu p, mé kongruence

"' ~1=0 (mod p?)
jediné feSeni g = a + a'p, priCemz a’ je feSeni kongruence

a" ' —1+dpp—-1)a""2=0 (mod p?).

Tato uloha je vlastné rfesenim kongruence

-1

I
jinymi slovy fesi otdzku, zda je Fermativ kvocient délitelny cislem pu.
V zévéru této casti uvedeme zajimavou souvislost mezi Velkou a Malou Fer-

matovou vétou, kterd tzce souvisi s Abelovym problémem. V roce 1909 dokézal
A. Wieferich nasledujici vétu:

0 (mod p),

Véta 3.1 Necht p je liché prvocislo a x,y,z jsou celd cisla nedélitelnd p, kterd
spliiugt rovnici

aP 4 yP = 2P
Za téchto predpokladu plati kongruence

27" =1 (mod p?).

Prvodisla, ktera tuto kongruenci spliwji, se nazyvaji Wieferichova prvocisla. (Ta-
to prvodisla spliwuji rovnéz kongruenci ¢(2) = 0 (mod p), jak plyne z pfedchozich
Gvah.) I v tomto piipadé nam pfirozend ¢isla poskytla pozoruhodny vysledek,
nebot do dnesni doby byla objevena pouze dvé Wieferichova prvocisla, a to 1093
Meissnerem v roce 1913 a 3511 Beegerem v roce 1922, tedy jesté v ,,predpocitaco-
vé éfe.“ Navic D. H. Lehmer dokazal v roce 1981 [Lh], ze pro p < 6-10° neexistuje
dalsi Wieferichovo prvocdislo. Tuto hranici posunuli v roce 1997 R. Crandall, K.
Dilcher a C. Pomerance, ktefi ukdzali, ze neexistuje zadné dalsi Wieferichovo
prvodislo pro p < 4 -10'? [CDP]. Vyzkum téchto prvoéisel probihd v posled-
nich letech velmi intenzivné a je mozné, ze se dockame dalSich prekvapeni. Byly
rovnéz dokazany véty analogické Wieferichové pro jina ¢isla nez 2; jelikoz tato
problematika neni tématem této prace, odkazujeme ¢tenafe na publikaci [Ri2].

3.2 Prace G. Eisensteina

Némecky matematik G. Eisenstein publikoval ve Zprdvdch Kralovské Pruské Aka-
demie véd ¢clanek [Ei] nazvany Eine neue Gattung zahlentheoretischer Funktio-
nen, welche von zwei Elementen abhingen und durch gewisse lineare Funktional-
Gleichungen definirt werden.? Eisenstein zde definuje funkci f(m,n), ktera je pro
libovolna celé ¢isla m,n a liché prvocislo p definovana nasledujicim zptsobem:

1Velks Fermatova véta se obvykle déli na dva ptipady. P¥ipad I, kdy ani jedno z &isel @, v, 2
neni délitelné p a Pripad II, kdy pravé jedno z Cisel x,y, z je délitelné p.

2Novy druh &iselné teoretickych funkei dvou proménnych, definovany pomoci jistych linear-
nich funkciondlnich rovnic.
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1. f(m,n) = f(m,m+n) + f(m+n,n) (mod p), je-li m + n # p;
2. f(m,n) =n (mod p), je-li m +n = p;
3. f(m,n) =0 (mod p), je-li m +n > p.

Je-li (m,n) =1, potom dokézal, Ze plati

(3.3) Fmm) =31 (mod p),

kde 7 jsou vSechna celd ¢isla danéd nerovnosti 7 < % < T piitemz mg a ng jsou
nejmensi celociselnd feSeni neurcité rovnice nmg — mng = 1. Volime-li m = 1,
n = 2,je mg = ng = 1 ar nabyva v8ech hodnot od ”%1 do p—1. Zde se Eisenstein
dopustil mensi nepfesnosti, nebot uvadi dolni hodnotu %, tato vSak uvedené
nerovnosti nevyhovuje. Plati tedy kongruence

1

(3.4) f(1,2) =

r

(mod p).

< | =

p+1

ol

Pravou stranu této kongruence lze vyjadrit ponékud jinym zptsobem. Snadno se
totiz dokaze, ze pro licha cela ¢isla p > 3 plati rovnost
1 1 n 1 1 1 n 1 n n 1
S T —— =gttt —
2 3 p—1 B B p—1
Tato rovnost evidentné plati pro p = 3, mizeme tedy predpokladat jeji platnost
pro n&jaké liché p. Nyni stadi pficist k obéma strandm rovnice  — —27 a snadno
se vidi, ze za tohoto predpokladu rovnice plati i pro p + 2. Plati tedy kongruence
1 1 1

f(1,2)51—§+§ ____ ]ﬁ (HlOdp)

Dale plati podle binomické véty

-1) .
(I+u)? —(14+uP) :pu-l—;[%u2 +
plp—=1(p-2) ;3 pp=1)--(p—(p—2) , 4
R e oo n Y
Vezmeme-li v potaz, Ze pro libovolné celé ¢islo i, které spliiuje podminku 1 <4 <
p — 1 plati 2= = —1 (mod p), lze tuto rovnici nahradit kongruenci
(1+u)?—(1+u?)=pu— guz + §u3 — = I%u”” (mod p?)
a po vydéleni modulem p mame
(1 +u)? — (14 uP) u?  ud uP~1
3.5 =u—-——=4+ =——--— d p).
(35) - um ot L (mod p)

Polozime-li © = 1, obdrzime nésledujici tvrzeni:
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Véta 3.2 Necht p je liché prvocislo. Potom plati

11 1 _2v—2
(36) f(1,2) =1- 5 + § ____ pT]_ = D = 2q(2) (mod p)

Eisenstein jesté nazev Fermativ kvocient nepouzival, stejné tak jako oznaceni
q(a) pro tento kvocient.
Eisenstein se dale zmifiuje o funkci u' = A(u), kterd je definovand kongruenci

uP"t=1+pu (mod p?).

Napiseme-li tuto kongruenci ve tvaru
=u' (mod p),

je ziejmé, Ze u' = g(u) (mod p), proto budeme déle pouZivat oznaceni g(u), resp.
q(a). Vlastnosti této funkce lze vyjadiit néasledujici vétou:

Véta 3.3 Necht a,b,c jsou celd kladnd ¢isla takovd, Ze (a,p) = (b,p) = (¢,p) =
1. Potom pro libovolné m prirozené a z cel€ plati

(3.7) q(ab) = q(a) + q(b) (mod p),
(3.8) q(a™) = mg(a) (mod p),
(3.9) a(c+p2) = g(e) = - (mod p).

Prvni dvé vlastnosti jsou shodné s vlastnostmi logaritmu. Eisenstein neuvadi
diikaz, ten vSak plyne bezprostiedné z definice Fermatova kvocientu. Je totiz

a? ' =14pg(a) (modp?) a ' =1+pg®d) (mod p?)

a tudiz
(ab)P~" =1+ pg(a) + pq(b) + p*q(a)q(b) (mod p?),

coz po mensi tpravé dava
(ab)P~t —1

5 = q(ab) = gq(a) +q(b) (mod p).

Druha vlastnost je disledkem prvni, volime-li b = a atd.

Teti vlastnost dokdZeme rozvinutim (c+pz)?~! podle binomické véty. Protoze
viechny ¢leny s vyjimkou prvnich dvou jsou nédsobky p?, lze prejit ke kongruenci
podle modulu p?, ¢imz obdrZzime

(c+p2)P~t =+ (p—p">z (mod p?),

coz po upravé dava

(c+pz)Pt=ct—p- z -c®1 (mod p?).
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Z definice Fermatova kvocientu je
™1 =14 pq(c)
a po dosazeni
z
(c+p2)P~ =1+ pg(c) — p? (mod p?).

Po vydéleni p a Upravé obdrzime pozadovany vztah.
Podivejme se na tato tvrzeni z hlediska moderni algebry. Plati totiz nasledujici
tvrzeni:

Véta 3.4 Necht p je prvocislo a a = b (mod p?) jsou libovolnd celd kladnd cisla
splniugici podminku (a,p) = (b,p) = 1. Potom plati q(a) = q(b) (mod p).

Fermattiv kvocient tedy zobrazuje mnozinu (Z/p?Z)* na mnozinu Z/pZ. Toto
zobrazeni je surjekce, nebot plati

p-1rt -1 _ P ()P - ()l
p p '

qlp—1) =

Piejdeme-li ke kongruenci podle modulu p, lze vypustit vSechny cleny kromé
posledniho, nebot jsou nasobky p?. Posledni ¢len m4 tvar —(p=bp

> P a plati tedy
qglp—1) =1 (mod p).
Obraz Im(q) = Z/pZ. Jadro je
Ker(q) = {a € (Z/p*Z)* : Q(a) =0 (mod p)}
a protoze plati
| Ker(q) | - | Im(q) |=| (2/p*2)" |= p(p — 1),
je
| Ker(q) [=p— 1.
Logaritmicka vlastnost zase dokazuje existenci homomorfizmu grupy (Z/p*Z,.)*
na grupu (Z/pZ,+).

V zavéru svého ¢lanku se Eisenstein jesté vraci k Abelovu problému ([Ab]),
kdy uvadi, ze vSechna feSeni jsou tvaru

r=a+paA(a) (mod p?),

kde a < p je libovolné celé kladné ¢islo.

3.3 Sylvesterovy prace

Sylvester uvadi pfi rtiznych pfilezitostech ([Syl], [Sy2] a [Sy3]) dalsi kongruence
pro Fermatovy kvocienty, tyto své vysledky vSak uvadi bez dikazd a v podstaté
bez sebemengsiho naznaku, jakou cestou k nim dospél. Sylvester jako prvni pouziva
pojem Fermattv kvocient. Sylvesterovy vysledky uvedeme jen v piehledu.
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Véta 3.5 Necht p je prvocislo, r celé kladné éislo spliiujici podminku (r,p) = 1.
Potom plati

P11 c Co Cp_1
3.10 = . P d
(3.10) = 2L (mod p),
kde koeficienty ci,ca, ... ,cp—1 jsou opakujici se cisla 1,2,...,r, pricemZ cely
cyklus zacind ¢islem ', které splniuje podminku pr' =1 (mod r).

Na zékladé této obecné kongruence odvodil nékteré kongruence pro specialni
volbu r. Z nich uvaddime

(3.11)
2 3 4 5 1
9) = d
q(5) p_1+p_2+p_3+p_4+p_5+p_6+ (mod p),

jelip=10k+1a

(3.12)
3 1 4 2 ) 3
q(5):p_1+p_2+ + + + +--- (mod p),
je-li p=10k + 7.
Déle uvadi kongruence

(3.13)
1 1 1 1 1

2) =2 d
42) (p_3+p_4+p_7+p_8+p_n+- )<mopx

jelip=4dk+1a

(3.14)

1 1 1 1 1

2)=-2 d
e (p—2+p—3+p—6+p—7+p—10+ ) (mod p),

je-li p =4k — 1. Pro libovolné p plati

1+1 1+
p—1 p-2 p-3

(3.15) q(2) = - - (mod p).

Tyto vysledky byly pozdéji dokdzany Sternem [St] a Mirimanoffem [Mi].

3.4 Sterniv prinos

V roce 1895 publikoval Moritz Stern praci [St], v niz odvodil fadu zajimavych
kongruenci pro Fermatovy kvocienty. Stern predpokladal, ze p je liché prvocislo.
Pfi¢teme-li k obéma strandm Eisensteinovy kongruence (3.5) vyraz “pT_“, obdr-
zime novou kongruenci

(1+u)p—(1+u):u u? up’1+u1’—u
p 2 p—1 p

(mod p)



a po substituci 1 +u =7 je

rP—rE(r_l)_(r;l) +(r—31) o

(r=1rt =P —(r—1)
o1 + » (mod p).

(3.16) P

Dosadime-li do této kongruence r — 1 misto r, obdrzime

o) (7"—22)2 + (7"—32)3 .
(3.17) P (r— 2)1)71 (r—2 —(r —2)
B p mod )

Do takto vzniklé kongruence dosadime r — 2 misto r — 1 a tak postupujeme dal,
az nakonec obdrzime kongruenci podle modulu p

1424 47r—-1-

TP —r

Ml
+
W]
—
+
[N}
w
+
+
-
|
—
=
|

(3.18)

Aplikaci binomické véty ziskdme kongruenci

r—1P rP—1 P2 r
( > _ _<rp1+T+m+F> (mod p)

p p

a odecteme-li od obou stran této kongruence vyraz %, obdrzime

1P —(r—1 P p—2
(r—1)P—(r-1) _rP—r <Tp1+%+...+ﬁ> (mod p).

p p

Dosadime-li tuto kongruenci do (3.16), obdrzime

(3.19)

Volba r = 1 dava néasledujici dilezitou kongruenci:

Véta 3.6 Necht p je lich€ prvocislo. Potom plati

_11
v

bS]

(3.20) =0 (mod p).

v=1
Kongruence (3.16) se da psat ve tvaru

r? —r rP—2 r r—1)P—(r—1
L L | )
2 p—1 p




pokud sem budeme postupné dosazovat r — 1, r — 2 atd. misto 7, obdrzime
1+2P*1+...+(r_1)17*1 + P14
+31+20 24 (r=1)P 2 P 2] 4

p 1

r? —r

(3.21)

Se¢tenim kongruenci (3.18) a (3.21) a s ohledem na zfejmé kongruence

1 1 1 2
4 ——=0 = d
Ly — " (mod p)
obdrzime
T r2 —
%[p_1+p_2+ o 1}+
P tog [L+22 4+ (r = 1)) +
(3.22) ) trallt2te =D

1

5[p11+p’“_2+- + P+
| A2+ (=D
0=9 + L [1+22+ -+ (-1 +

Dosadime-li do (3.18) r = 2, obdrzime Eisensteinovu kongruenci (3.6), kterou

vBak s ohledem na (3.20) miizeme psat ve tvaru

YL | 1 1
2 L =144+ —— (modp).
(3.23) » +3+ +p—2 (mod p)

Je-li k liché, potom se snadno ovéii platnost kongruence

————=—— (modp),
P k PT
naproti tomu pro k sudé plati
1 1 1
—_—t+ —— = ~  (mod p)
k p— k pP—3
Je tedy
1 1 1
l-——=— (modp), s———==-—= (modp) atd
_ +1 ’ +3
p—1 = p=3 5
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a pro p = 4n + 1 dojdeme nakonec ke kongruenci

pT3 — E = 3p—3 (mOd p),
2 2 4
dale plati
1 1 1 1 1 1
_——t— = — d _——t —=— d t.d.
R Rl (mod p),  —7+—— P (mod p) a
az konecné dospéjeme ke kongruenci
1 1 1
5Tt 5T = 5% (mod p).
2 PT T3 1

Shrneme-li tyto vysledky, obdrzime kongruenci

1 1 1 1 1
24) 1—-+-—i - —— =
(3.24) 2+3 ] p;r1+

1
e T d »).
p_;_3+ +p_1(m0 D)
Obdobnym postupem lze pro p = 4n + 3 odvodit tutéz kongruenci, rozdil je

pouze v tom, ze posledni dvojice jsou
1 1 1 n 1
——— a - —+ —2.
pgl p— Pgl pg3 p+3

Z kongruence (3.24) plynou zaroven kongruence

11 1 |1 1 1
1__+§__E: p+3+pT+ +T1 (mOdp)7
2 2 2
je-lip=4n+1a
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

je-li p = 4n + 3. V origindle ¢lanku je tiskova chyba, tfeti ¢len této kongruence
ma ve jmenovateli %.
Dalsi kongruence Stern odvozuje pomoci komplexnich ¢isel, pritom tato me-
toda zde byla pouzita poprvé. Plati totiz kongruence
(1 +14)%P — (1 +4%P) 2% 243 242p—2

=2 — 4 . = 2¢2P~1 d p).
’ i-= + 3 5 + 2 (mod p)

¥ 14 % .. . 052 0i2p—2
Kazdé dva ¢leny se sudymi exponenty jako 2- a 25
-1 = .z v iP . , v

2r=1 jsou stejné a ¢len % je osamoceny, takze

se rusi, zatimco Cleny

s lichym exponentem jako 2i a 2
obdrzime

(144)%P — (1 +%P) — 2 52.%(
P

11 1
14— d
stz ?p_2> (mod p),
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pri¢emz znaménko — plati pro p = 4n + 1 a znaménko + pro p = 4n + 3. Podle
stejnych predpokladi plati

(L+4)% —i% — 1 —2iP = £2i(2" ' - 1),
coz porovnanim dava vyslednou kongruenci

or—1 _1 1 1 1

Zéavérem této prace Stern odvozuje nékteré zajimavé kongruence. Je-li p =
4n + 1, ode¢tenim (3.25) od dvojnasobku (3.23) obdrzime

2r—1t 1 1 1 1
3.26 — =4+ =+ — d
(3.26) . (3+7+ p_2) (mod p),
pokud takto upravené kongruence se¢teme, mame

211 4 1 1
2 s =t (14t — d p).
(3.27) » 3< +5+ +p—4> (mod p)

Stejnym zpisobem obdrzime pro p = 4n + 3 kongruence

211 4/1 1 1
2 = T I d
(3.28) » 3 <3+7+ +p—4> (mod p),

respektive

or—1 _ 1 1 1
L g1t —— d p).
» ( +5+ +p—2> (mod p)

Pric¢teme-li k (3.25) dvojnésobek (3.20), obdrzime pro p = 4n + 1
(3.29)

2r—1 1 1 1 1 1 1
- =2 = _ - - 411 — - [ d )
» <2+4 +p—1>+ <+5+ +p—4> (mod p)
Protoze evidentné plati kongruence
2 2 2
H—i—ZEO (mod p), ﬂ-kg =0 (modp), a.t.d.,

1ze kongruenci (3.29) upravit na tvar

(3.30)

2r-1l 1 1 1 1 1 1
=9 SR | d p).
» (p—3+p—4+p—7+p—8+ +2+> (mod p)

Pro p = 4n + 3 lze od dvojnasobku (3.20) odecist (3.25) a po pferovnani ¢lentl
obdrzime kongruenci

(3.31)

21, (1 PRI I SO (mod p)
_— DR —_ —_ m .
P p—1 p—4 p-5 p-8 3 2 P
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ProtoZe podle (3.20) plati

1 1

1ze (3.30) upravit na tvar

or—1_1 1 1 1 1
(3.32) __?7__z._2<———-+-———-+~~+ -+§> (mod p)

a (3.31) na tvar

(3.33)
P 1 1 1 1 1 1
5 :_2<p—2 p—3+p—6+p—7+”'+3+1+1> (mod p).

Kongruenci (3.6) lze psat ve tvaru

27711 1 1 1 1
L =14z — d
e (mara ) e

[y

a vyuzitim kongruenci 1 + p%l = 0 (mod p), % + -1 = 0 (mod p) atd. ji lze
upravit na tvar

or—1 _1 1 1
34 =_ — et
(3.34) . s e 1

‘ -

(mod p),

pricemz znaménko + plati pro pripad p = 4n + 1 a znaménko — pro piipad
p = 4n+3. Kongruence (3.30), (3.33) (3.34) jsou Sylvesterovy kongruence (3.13),
(3.14) a (3.15).

3.5 Prace D. Mirimanoffa

Odlisny zptsob pfi studiu vlastnosti Fermatovych kvocientt zvolil Dmitrij Miri-
-1
manoff [Mi]. Vychézi z Eisensteinova pojeti kvocientu Z—L = ¢, (mod p), kde

r a p jsou nesoudélnd a uplathuje jim odvozené vzorce (napt. véta 3.2).

Necht a¢ je nejmensi kladné cislo takové, Ze agp + 1 je délitelné p. Polozme
aop + 1 = r°by, by je nesoudélné s r. Necht obecné a; je nejmensi kladné ¢islo
spliiujici podminku a;p + b; =0 (mod 7). Je tedy

aop+1 = reoby,

aip+b; = rlbhy,
(3.35) e

aip+b; = 7r%biyq,



Po urcitém poctu krokd obdrzime
ap—1p + bnfl = ren717
kde b, =1, b,11 = by atd.
Vzorce (3.9) a (3.7) davaji

as
q(a;p +b;) = q(b;) — b—z (mod p)
(3
q(rbit1) = eiq(r) + q(bit1)  (mod p).
Z definice ¢isel a;, b; a e; plyne kongruence

q(b;) —

a;

5 =e—iq(r) + q(biy1) (mod p).

Secteme-li tyto kongruence, obdrzime

(3.36) - 2 ‘Z— = q(r) i e; (mod p).
i=0 ' i=0

N v -1 o . .z 1M
Necht w patfi r a ozna¢me pT = e. Fermativ kvocient lze vyjadrit ve tvaru

rvY —1

— mi1 ma me
=uUg+ur "t Fu2r T - uRr T,

kde koeficienty u; < 7 jsou kladnd cisla a pro exponenty plati m; < ms < --- <
my,. Tuto rovnici upravime na tvar

(3.37) ™ =1+ pug + purr™ + -+ - + pupr™*.

PoloZime
upp + 1 =7"1by,

kde b; je kladné ¢islo nesoudélné s r a ug je nejmensi kladné feseni kongruence
zp+1=0 (mod r).
Rovnici (3.37) upravime na tvar
T = by + puy + puor™ T o pugr ™

Polozime opét
u1p + by ="M by,

kde u; je nejmensi kladné feseni kongruence
xp+b; =0 (mod r).
Stejnym zpisobem postupujeme dale, az dojdeme k posledni rovnici

Ugp + by ="Mk 1,
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Porovname-li tyto rovnice se soustavou (3.35), ziejmé plati
U =0p—1 A € =M1, €1 =Mz =M1, " ,W—M=E€Ep_1,

takze je Y e; =e.
Kongruence (3.36) se da upravit na tvar

(3.38) q(r)=e Z Z—; (mod p).
Volba r = 2 déva
q(2) =e Z -~ (mod p),

(3.39) ) = Z % (mod p).
i=0

Uvazujme déle sumu
_ _ p—1
Z (B = (rB)*) Z )-8 =" q(B) - (rB)**
A=1 B=1
kde k je celé Cislo. Mnozina ¢isel 8 se rozpada na r podmnozin, pficemz do
podmnoziny oznacené f3; padnou v8echna # =i (mod r),i=0,1,2,...,r — 1.
Cisla 73, ktera jsou kongruentni s 3; (mod p), jsou tvaru 3; + a;p, kde a; je
nejmensi kladné feseni kongruence zp +i =0 (mod r).
ProtoZe podle (3.9) plati

Bi + cup @
a koeficient 3%* v U je kongruentni s % +q(r), je

—q(r) (mod p),

p—1 22k p—1
S 1Y ) (mod ).

g=1 Pt =1
Je-li 2k = p — 1, prvni ¢len se anuluje mod p a dostaneme

U=

1

p—
-
(3.40) q(r) = Z —* (mod p).
o b

Polozime-li 8; = p — 0; a oznacime-li p’ nejmensi kladny zbytek % (mod r), je
a; =p'd; — 1 (mod r). Dosadime-li do (3.39), obdrzime kongruenci

p'di
p—9
kde jmenovatelé jsou éisla p — 1,p — 2,...,2,1. Citatelé tvoii v piipadé p’' = 1
cyklus 1,2,...,r a v pfipadé p' > 1 cyklus p/,2p',... ,rp’ = 7 (mod r). Tato
kongruence je v podstaté kongruence (3.10), kterou odvodil Sylvester.

(3.41) q(r) = (mod p),
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