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DODATEK II

V tomto dodatku se pokusime o zobecnéni vét 206 a 207 na derivace
vyssich f4du. Jsou-li 2o, z;, z; tTi riizné &fsla, polozme
Qr(z1, 22) — Qr(%0, 72) |

Qs(@o, T1, 72) = pra—— ;

piimym vypodtem ihned zjistime, Ze

1 Zo f(xo)

1 A f(:z:l)

1 k73 f(a:;)
1z 23|
1z, 22
1 z, 23

Qf(xO’ Z, xz) =

To nés vede obecnd k tomuto oznadeni: Jsou-li zo, x4, ..., 5 (n > 0)
navzdjem ruzné ¢&fsla,!) kladme

1 2o 22 ... 28! f(zo)
1z 22 ... 277! f(z1)

1 24 22 ... 27! f(z,)

(l) Qf(xOs Ty ooy xn) = =

1 2o 23 ... 237! a3
1 2, 22 ... 27! 2}

2 -1 ,n
1 zp 2y ... 21 2}

Funkce n! @¢(o, 21, ..., Zs) se nazyv4 dasto n-tym diferenénim podilem
funkce f.

Permutuji-li &sla o, 2, ..., 2s, permutuji se v ¢itateli i ve jmenovateli
Ff4dky determinant tymZ zpisobem a tedy se hodnota funkce @y
nezméni.

1) a jsou-li oviem f(z;) (0 <j < n) definovéna, coz budeme predpoklédat,
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Vite téz, Ze jest

1 ao a ... ap
l1a a? ... ap
(2) b "= l_! (ax — ay).
............. 0<j<k<m
1 ama? ... an

Rozvinete-li gitatele v (1) podle prvki poslednfho sloupce a uzijete-li
vzorce (2), obdrzite pro @y toto vyjidieni:

0sisn
1#k

1. pomocnd vé&ta. Pron > 1 jest

Qr(xo, 22, ..., n) — Qy(x1, 22, ..., Zn)
o — Xy :

Qf(xo, Tyy ooy 27") =

Dikaz. VSechna tfi @7 vyjddiime podle (3) a srovndme souéinitele
Pfi f(zk) vpravo i vlevo. Souéinitel pii f(zo) vpravo jest zlomek 1/4,
kde d = J] (o—a1).(x0— ) = 1:] (xo—2;); podobné pfi f(z1).

sn

2<i<n 0=
1#£0

Soudinitel pii f(zx) (k > 1) jest pak
1 1 1 1

To— 2y osisa Tk — g To— 1 okusn Tk — X1
1#k,1£1 1#Ek, 10
1 1 (xg —21) — (T — Zo) _

To— 1  od1m Tk — X1 . (Tk — Zo)(Tx — 1)
1k, 190, 1#1
1

0si=n Tk — Ty
1#k

2. pomocn4 véta. Budif n > 1. Existuje-li vlastni f'(x,), jest

lim Q!(x09 Ly eoey Tp—1, E) =

§—zo
’ n—1 1
@) T
l—[ (xo _ xl) 'I—Il (xo _ xl) r=1 40 r

+”21 n—1 f(“"') .
=TT @ — 1) .« (27 — 20)
i%r
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Dikaz. Podle (3) jest
1 f@) )

xo - E n—1

Mw—=)  Te—a

Qf(xo, ceey Tp—1, £)= +

FE e S
= @ — 1) - (@ — &)
iy

Prvni élen vpravo mé pro & — x, za limitu derivaci funkce f(£).
n—1

. Pz v bodé xz,; vypoctete-li tuto derivaci, obdrzite ihned (4).
=1 §—

3. pomocnd v&ta. Existuji-li vlasini derivace

(@), (1), ..., f'(Xn—1) (n > 1), jest

Qf'(zo, Ty, ...y x"'l) = léim Qf(xos Z1y ooy Tp-1, E) +
7o

(5) + lim Qj(xo,xl, ey Tp—1, E) + +

=N

+ lim Qs(xo, 21, ..., Zn-1, £).
§—+Tp1
Dikaz. Uzijme vzorce (3) (aplikovaného pro n — 1, f’ misto =, f)
a vzorce (4), kde podminku & — z, nahradime postupné podmfinkami
&>z, ..., £ > xp—,. Vzhledem k soumérnosti staéi dokdzati, Ze ve
1 a Ze
1<isn—1%0 — 2
soudinitel pfi f(zo) je roven nule. Prvn{ véc je jasna podle (4); soudinitel
Pfi f(zo) ve vyrazu lim Qy(%o, ..., Xy, &) (8 =1, ..., n — 1) je podle
¢

—Z

vyrazu (5) vpravo je souéinitel pfi f'(xo) roven

(4) (kde misto xz, pisi z, a misto x, pisi x,) roven

1 1 1
i#0 o — X1 Xo — Xg )

Sedtete-li tyto vyrazy pros = 1, 2, ..., n — 1, vidite, Ze se jejich soucet
pravé zrusi se soudinitelem piif(xo) ve vyrazu lim Qs(o, ..., Za-1, &)

—>Z0
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Poznédmka 1. V tomto paragrafu budeme &asto vySetfovati limity
tvaru '
lim F(xzo, 21, ..., Zn),
[Z0, 23, . .., Zn) —[a,4,...,a)
[Zo, 21, ..., Za)€ M
kde M je budto mnozZina v8ech bodu [z, z1, ..., s] takovych, Ze
Zj # zk pro j # k nebo mnozina viech bodi [z, 21, ..., 2s] takovych,

Ze jest x; # xx pro j # k a soudasnd
min (2o, %1, ..., Zs) £ @ £ max (o, 1, ..., Tn).

V prvnim pifpadé oznaéme tuto limitu znakem lim; F(z,, 21, ..., Za),
v druhém piipadé znakem limy F(xo, 24, ..., Zn).

4, pomocnd véta. BudiZ n > 1. Necht existuje vilastni f'(x) v okolt
bodu a; necht existuje viastni limita

(6) limI Qf(xo, Lly oeey xn) = A,
poprip.
lian,(xo, Tpy oeey .’L‘”) = A.
Potom existuje téZ
(7) lim; Qs (o, i, ..., Zp-1) = nA,
popfip. .
limn Q{’(xo, Tyy eony x,._l) = nd.
Pozndmka 2. Pfilimy jde v (6) ovSem o limitu pro (%o, 21, ..., Za] —
— [a, a, ..., a] vzhledem k mnoZing, definované podminkami
(8) zg#xr pro 0<j<k=<n,
min (%o, ..., Zn) £ @ < max (o, ..., Zn);
v (7) jde pak o limitu pro [z, zi, ..., Zn-1] — [a, @, ..., a] vzhledem
k mnozinég, definované podminkami
(9) zy#xx pro 0 Xj<k=n—1,
min (Zo, ..., Tp—1) < @ £ max (Lo, ..., Tn-1)-

Pri limy odpadé poslednf podminka v (8), (9).

Dikaz. Necht plati napf. druhd rovnost (6). Budiz ¢ > 0. Mdme
ukdzati: existuje &islo 6 > 0 tak, Ze pro viechny systémy &fsel
Zo, Z1, ..., Tn-1 intervalu (@ — 6, @ + 6), spliiujici nerovnosti (9), jest

(10) | Qs (xo, X1y ..y Tn—1) —nA | S &
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Podle pfedpokladu existuje &fslo 6 > 0 tak, Ze pro vSechny systémy
&fsel xo, 24, ..., zn intervalu (@ — 4, a@ 4+ 8), spliiujici nerovnosti (8),
jest

(ll) |Qf(x0a -r-»x‘n)—A I §%

Jsou-li tedy o, ..., Zn-1 ¢isla intervalu (@ — 6, @ + 6), splitujici nerov-
nosti (9), dostdvdme z (11) pror =0, 1, ..., n — 1 téz

(12) | im Qy(xo, ..., Tn—1, &) — A | < %
(piSeme & misto z, a provedeme limitni pfechod & — z,; existence
napsané limity plyne z 2. pomocné véty, bylo-li zvoleno § tak malé,
Ze v (a — 6, a 4 ) existuje vlastni f'(x)). Z (12) a z tietf pomocné
véty plyne viak (10).

DokéZeme nyni toto zobecnéni véty o piirtistku funkee:

Vé&ta 250. Budte x,, ,, ..., Zn (n > 0) navzdjem raznd &isla; funkce
f(x) necht je spojitd v intervalu J = {min (%o, ..., ), max (o, ..., Zn))
a necht v kaZdém vnitinim bodé intervalu J existuje vlastni f®)(x). Potom
existuje vnitini bod & intervalu J tak, Ze

(13) Qr(xo, 21, ..., ) = ;l!—f(")(ﬁ).

Duakaz. Bez Gjmy obecnosti budiz zo < z; < ... < z, (symetrie
funkce Q); tedy J = {xo, ). VySetfeme tuto funkci proménné =z
(¢isla xo, 1, ..., s jsou pevné déna!):

L, z, .., 2", f(x) 1, zo, ..., 2371, 3
¢(x) — l, Ty, ey x'l"_l, f(x.) ' l, Ty, oeny x’l'—l, x'l' .
1, Zn, ..., 2271, flx) 1, Zp, ..., 2271, 2an
1, z, ..., an-1, zn 1, 2o, ..., 237Y, f(xo)
1, 2y, ..., 2%}, at 1, 21, ..., 277Y, f(x1)
l, Tns ..., x;‘,‘l, x: , 1’ Tny ooy x:—-l’ f(x")
Pouze prvni fidek prvniho a tfetiho determinantu z4ivisi na =z.
Jest D(zo) = D(z1) = ... = D(x,) = 0, takZe podle véty 85 existuje
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V (2o, x,) alespoti jedno é&islo & tak, Ze P™)(&) = 0. Vypodteme-li tuto
derivaci a délime ji jmenovatelem zlomku (1), obdriime

O! 0) eeey 0’ f(”)(é) 0, O, veey O, n'
0 —_ l: L1y oeey x'l'—x) f(xl) _ 1! 1y eeey x'[l—l, x'll
1, 24, ..., 21, f(xn) 1, 25, ..., 21, 27

. Qf(xo, Ty oony xn),

z dehoZ tvrzeni véty okamzité plyne.
DokaZme nyni tuto vétu, jez zobeciiuje véty 206 a 207.

Véta 251. Budiz n 2 1; v jistém okoli bodu a € R, mecht existuje
vlastni derivace fn—1)(x).2) Potom plati:

I. Viastni limita

(14) limg Qy(xo, 21, ..., Zn) = A

existuje tehdy a jen tehdy, jsou-li derivovand &isla funkce f»n-1(x) viastné
spojitd v bodé a (takie ovdem existuje (f*~1(x));., = f™(a), viz véty
86, 89).

II. Vlastni limita
(15) limr Qs(%o, %1, ..., Zn) = 4
existuje tehdy a jen tehdy, existuje-li viastni f»)(a).
V obou pripadech jest f®)(a) = n! A.
Dikaz. Pro p = 1 jsou to véty 206, 207; budiz tedy » > 1.
Prvni ¢4st dikazu. Nechf znak K znad¢f budto I nebo II a necht

jest limk@Qs(xo, 21, ..., n) = A. Jeito v okolf bodu a maji funkce
fif's ..., f@2 vlastnf derivaci, divé 4. pomocné véta postupné

limg @s(xo, 1, ..., Zn—1) = nd,
limg Qs(zo, %1, ..., Tn—2) = n(n—1) A,

limK Qj(n—l)(xo, 271) =n! A.

———
2) fo)(%) znamend oviem prostd f(x).
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Véty 206 a 207 ddvaji nyni tento vysledek: Je-li limm Q-1 (%o, 21) =
= n! 4, mé funkce f®-1(x) v bodé a derivaci n! 4, tj. f™(a) <= n! 4.
Je-li limr Qn-1(2o, 1) =n! A, jsou derivovang &isla funkce f»-1(z)
spojitd (vlastné) vbodé a a maji v ném spolednou hodnotu fn)(a) =
=n! 4.

Druhé é4ast dikazu. Predpoklddejme nyni, Ze existuje vlastnf
f™(a) (to nastane, jak vime, jisté tehdy, jsou-li derivovang é&isla
funkee f®-1(x) vlastné spojitd v bodé a). Probirejme napied ptipady I,
II véty 251 soudasné, teprve pozdsji je oddélime. Napfed predpo-
klddejme, ze f®)(a) = 0. Budte zo, 2, ..., Zn navzéjem ruzng é&fsla,
dostatedné blizk4 &islu @; vzhledem k symetrii pfedpoklddejme, Ze

Zo = min (%o, Z1, ..., Tn), Z; = max (%o, Z1, ..., Tn)-

Z 1. pomocné véty, z véty 250 a z predpokladu existence vlastni
derivace f(»-1)(x) plyne

Qs(o, 21, ..., Tn) = Qs(z1, 22, ..., x;z:gof(xo, T2y ooy Tn) _
(16) f-(&) — f@a-1(y)
- X, — o ’

kde body &, 7 lezi v intervalu (%o, 1). Jest
i £270(8) —f*V(a)

lim e = f®(a) =0,
tedy
(17) f@-1(§) = fm-1(a) 4 A(£) (§ —a),
kde

lim A(§) =0, A(a)=0.
E—=a

(Pro & =a je rovnice (17) samoziejmd, at volim A(a) jakkoliv.)
Podobné rovnice platf pro hodnotu 7, takZe odedtenfm plyne z (16)

. E—a n—a
(18) Qf(xo,xl’ ey Tn) = 1(5)?_‘_—%_1(7]);1_3;0 .
Jsou-li nyni zo, 21, ..., 5 takové, Ze a lezf v intervalu (o, 1), jest
—a

E—a
Xy — Xo

<1,

< 1; kdy% =, z1, ..., z4 se blizi k bodu g,

608



bliz{ se tim spife &, 7 bodu a, takZe z (18) plyne
1
(19) limu Qs(zo, 1, ..., 7) = 0 = —7f™(a).

Jestlize za druhé jsou derivovans &isla funkee g(*) = f®»-1(z) v bodé a

vlastnd spojitéd (majice v bodé @ podle pozn. 5 v kap. V, § 8 spoleénou

hodnotu g¢'(a) = f®(a) = 0), existuje ke kazdému ¢ > 0 &slo 6 > 0

tak, Zze pro |z —a | < & jest

(20) —e = D¥glz) < ¢

a obdobné pro ostatni tti derivovan4 &isla. Podle véty 86 je tedy g(x)

spojitd v (@ — &, @ + J) a podle véty 88 jest také (viz (20))

(21) —e < ——-"(5;:"’7"7’ <e

prof #1n,|t—al| <4, |n—al| <é.
Jestlize tedy jsou o, 21, ..., n jakdkoliv navzdjem ruznd &isla

takovi, Ze

Zo = min (%o, %1, ..., Zz), z; = max (%o, 21, ..., Tn),
|Zo—a| < 6, |21 —a| <9,
jest v (16) téz | £ —a| < 6, |In—a| < & a z (16) plyne podle (21)
_ | 9(§) —g(n) §—n
(22) ‘Qf(xo, x, ...,2:,,) I = |-——_xl—xo é & E—_—x—o < g

nebof &, n lezi v intervalu (2o, 1) (je-li ndhodou & =7, je (22)
samoziejmd). Tedy jest dokonce

(23) limg Q4(zo, 1, ..., Tn) = 0 = 7:7 fm(a).

Zbyvé jestd probrat piipad f®)(a) # 0. Poloime f)(a) = n!C,
p(x) = f(x) — C(x — a)r. Jest

1, Zo, ..oy f(xo)
(24) 1, Zn, ..., f(xa)
l, Zo, , Q(xo) 1; Lo, ’ (xo'“a)"
+C
1, zp, ..., @(xn) 1, 24, ..., (X, —a)*

609



Rozvineme-li posledni sloupec v poslednim determinantu podle bino-
mické poudky a piiteme k nému vhodnou linedrni kombinaci ostat-
nich sloupci, zjistime ihned, Ze hodnota tohoto determinantu je

l, 2o, ..., 123

1, zq, ..., 2}
Délime-li rovnici (24) timto determinantem, obdrzime podle (1)
Q](xo, L1y oony x,,) = QQ,(CIIQ, L1y oeey In) + C

Jest viak ¢@(a) = f®™(a) —n! C = 0 a jinak mé ¢ obdobné vlast-
nosti jako f; podle toho, co jsme pred chvili dokazali, je tedy — za
piislusnych piedpokladi o funkei f —

lim; Qq(xo, 21, ..., s) = 0, popkip. limn Qp(Zo, %1, ..., Tn) = O
a tedy

lim; Qs (xo, 21, ..., za) = C, popiip. limu Qr(xo, 21, ..., Zn) = C,

pfidemz C.n! = f®™(a). Tim je véta 251 Gplné dokizéna.

Piiklad 1. Budte =z, xo, 2, ..., ¥, navzdjem rizné ¢&isla. Je-li
funkce f definovéna v bodech z, zo, zi, ..., Zn, plyne z prvnf po-
mocné véty

f(@) = f(xo) + (x — %o) Qs(%0, x) =
= f(xo) + (z — 20) Qr(20, 1) + (T — To) (x — 1) Q1(Zo, 21, )

a déle indukef

(25) f(x) = Ps(x) + (x — x0) (x — z1) ... (2 — 25) @r(Zo, 21, ..., Zn, ),
kde '
(26) Py(z) = f(xo) + (& — o) Qs(0, z1) +

+ o F (®—20) ( — 1) ... (x — Za—1) Qy(o0s T1s ---5 Tn)-
Budiz

J = {min (o, ;, ..., Tn, Z), MaX (Zo, Ty, .--» Tn, T)).

Je-li f spojitd v J a mé-li vlastni derivaci fr+1) uvniti J, existuje
podle (25) a podle véty 250 &islo & uvnitt J tak, Ze
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(x—2z0) (x — 1) ... (=
(n + 1)!

Budiz g Lagrangetv interpolaéni mnohoélen pro funkei f a pro hodnoty
Zo, 1, ..., xn (kap. V, §7, pi. 1). Jeito vyraz (26) zdvisi pouze na
hodnotéch funkce f v bodech zy, ..., s, je P, = Py; jeito gin+1)(£) = 0,
je tedy g(x) = Py(z) = Py(x) (to plati pro viechna z riizné od z,, ..., zs
a tedy — podle véty o neuréitych soudinitelich — pro viechna z vibec).
Vyraz (27) je tedy Lagrangetiv mnoho¢len pro funkei f a pro hodnoty
Zo, 1, ..., Zn; ToVnice (27) ddvd pak odhad pro ,,chybu® f(z) — Py(x).

Pravé strana rovnice (26) je tzv. Newtoniv tvar Lagrangeova
mnohoélenu, jenz je dasto vyhodny pro numerické vypodty. Casto se
jesté do ného misto @y zavadéji tzv. diferenéni podily funkce f, defino-
vané rovnici Qy(zo, z1, ..., x) = k! Qr(x0, 1, ..., k) (viz pozndmku
za vzorcem (42)). 1. pomocna véta pak ddvd (vynechdvidm index f)

27)  f@@) = Pyla) + =) tneng).

k

Q(xo, Ly veey xk) = — - - [Q(x,, eeny xk) —_— Q(xo, veey xk_l)].
Ty — Xo

Ve specidlnim pfipadé ,,ekvidistantnich* bodi z; = zo 4 j4 (j = 0,

1,2, ...)jek: (xx —axo) = 1: 4. Napi. pro 4 = 1 Ize diferenénf kvo-

cienty poéitat snadno pomoci schématu

f(@o)

Q(xo, 1)
f(x1) Q(xo, 71, x2)

Q(x1, z2) Q(xo, 1, 22, T3),
f(xl) Q(xl y L2, xJ) .

Q(z2, x3) :

kde kaidy sloupec je vytvoien z diferenci predchazejiciho sloupce
(bere se vidy ¢len ndsledujici minus predchdzejicf). Napf. pro f(z) =
1

=x—_-+_»f2—,n=3, %o=02,=1,2, =2, 23 =3 vyjde pro z > —2

1 1 x fg_fl_)_ z(x — 1)(x — 2)

z¥e- 2z 67 120 + B,
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kde
z(x — 1)(z — 2)(x — 3)

(& + 2)
Pro =z >0 ]est téz & > 0, takie napf. pro 0 <z <1 je jistd
| R(zx) | <3/64.

R(x) =

Priklad 2. Necht existuje vlastnf f(®)(a); potom z véty 205 plyne

foa) = tim 5 3 (—1t () fia + Wy

obecnéji: je-li k libovolné &islo, jest
foa) = tim o 3 (1)1 (7) fla + T + b,

Pro k = ——;—n dostavime jednak pro sudé » = 2m, jednak pro

liché n = 2m — 1:
gemia) = tim S | () o) + 5 1y (G25) (e + by +

+fla—m)).

f(zm..l)(a) — lhiix; ( l) m+1 mil (_1)[(

e & 0 () [+ (42) )=
/(o= 3)n)

f(a-{-%h)—f(a—%h)

Napt. f'(a) = lim 3
h—0
z cvidenf 1, § 18, kap. VII; vypoctéte jesté f"(a), f@(a).

, ddle obdrzZime vzorec

Piiklad 3. VSimnéme si jesté blize véty 251 a to pro jedno-
duchost pro » = 2. Uvaime piedné: v oné &asti, jez se tyde limity
(28) lim1 Q¢(%o, 21, 22),
nelze vynechat predpoklad o existenci f'(z). Dikaz viz kap. VII, § 12,
cvidenf 2.
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Ukazme nynf za druhé: v oné &asti, jez se tykd limity
(29) limI Q,(xo, Z, Iz),
lze vynechat predpoklad o existenci vlastni f’(x), nebof existence

této vlastni derivace v okoli bodu @ plyne z existence vlastni limity
(29). Nechf tedy existuje vlastni limita (29). Vyraz

Q(%o, 1) — Q(Zo, Z2)

(30) Qrlao, 71, ) = ST "

je tedy omezeny, jsou-li zo, z;, z, tfi riznd &isla jistého intervalu
(@ — 6, a + 8). Zvolme 2o, z; pevné v (@ — 6, @ + &) a nechme z,
konvergovati k z,; z (30) je vidét, Ze Q(xo, z1) zUstdvd omezené, takze
v3echna derivovand ¢isla funkce f v bodé z, (tj. v libovolném bod$é
intervalu (@ — 6, a 4 8)) jsou vlastni. Nechme nyni probihati z,
a soudasné x, takové dvé posloupnosti é&fsel, konvergujicf k bodu =z,
ze Q(xo, 1) konverguje k ¢&islu & = lin: sup @(zo, &) a soudasns @Q(z,, z,)
—Zo

konverguje k éislu f = lim inf @(zo, £). Potom v (30) konverguje
E—zo

ditatel k f— «, jmenovatel k 0 a zlomek zistdvd omezeny; tedy
B = a, tj. existuje vlastni derivace lim @Q(zo, &) = f'(x0), pFitemz z,
§—z0

byl libovolny bod intervalu (¢« — &, & + 8).
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