Diferencialni rovnice v komplexnim oboru

Kapitola I. Holomorfni funkce nékolika proménnych

In: Vojtéch Jarnik (author); Bretislav Novak (other): Diferencidlni rovnice v komplexnim oboru.
(Czech). Praha: Academia, 1975. pp. 11-34.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402034

Terms of use:

© Vojtéch Jarnik, 1975

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402034
http://dml.cz

Kapitola 1

HOLOMORFNI
FUNKCE
NEKOLIKA
PROMENNYCH

Nez pfistoupime k vlastnimu pfedmétu této kapitoly, dohodneme se se &tendfem
o nékterych oznadenich a definicich. Ale napifed si pfeétete uvod. JeZto hlavnim
podkladem bude pro nés kniha Cerného, pfizplisobime oznadeni podle moZnosti
této knize. JeZto vSak se Casto musime odvolavat na D II, uvedeme téZ odchylky
mezi oznagenim v Cerném a v D IL Zakladni mnoZinové ozna&eni je v Cerném, str.
13—17. V D II se rozdil mnoZin znali 4 = B, prinik se n€kdy zna&i 4AB.

MnoZinu viech (konegnych) komplexnich &isel znadime (jako Cerny) E, E* =
= E x E... x E (k ,initeld*). V DII je oznaleni K, K. MnoZina viech (koned-
nych) realnych &isel se u Cerného i v DII zna&i E,. Aby to bylo prehledn&jsi, budeme
psit R misto E;, R* = R x R x ... x R (v DII E,). Symbol {a,, ..., a,} (Cerny,
str. 13) se v D II piSe s tuénou kulatou zévorkou.

Pfedpokladam, Ze &tenaf znd n&co z teorie metrickych prostord (D II, kap. VI).
V R* zavedeme metriku ¢ takto: jeli x = [x;,..., x, ] €R% y = [yy, ..., »] € R,
klademe

o(x, ¥) = ((x1 = y1)* + ... + (% — y)H)V2.

V E* zavedeme metriku obdobng: je-li x = [x,, ..., x] € EX, y = [yy, ..., ¥i] € E*
(nyni jsou tedy x;, y; komplexni), klademe

&0, ¥) = (%1 = ya* + oo + |3 = )2

PiSme x; = x;; + ix;,(x;y, X;, € R) a pfifadme bodu [xy, ..., x,] € E*bod [x;, X5,
X215 X225 +- s Xk1> X2 ] € R?*. Je jasné, Ze takto dostdvime izometrické zobrazeni E*
na R?*; viechny metrické (a tedy i topologické) vlastnosti ,,realnych* prostorti R*
lze okamZit& prevést na prostory E*. Budeme zatim pracovat jen s prostory R*, E*
a s prostory do nich vnofenymi (D I, str. 227). Uzdvér mnoZiny M = R* (v prostoru
R¥) ozna&ime M; stejn& budeme oznagovat uzavér mnoziny M < E* (nedorozuméni
je vylouécno). Je-li M = P = R*, miiZeme brat P jako prostor vnofeny do R*;
uzavér M v prostoru P je M n P. Podobng je pro M = P < E*(viz D I, str. 258 a%
259). Slovem ,,funkce* budu zatim rozum&t kone¥nou komplexni (tedy speciéln&
i redlnou) funkci.
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V DI, str. 311 byl zaveden pojem kompaktnosti. MnoZina M < R* je kompaktni
tehdy a jen tehdy, kdy? je omezend a uzaviend. Funkce, kterd je spojitd v kompaktni
mnoZiné M, je v M omezend a stejnomérné spojitd (D II, véta 169, &ast 1. a 2.).

Ctenaf zna pojem stejnomérnd konvergence a vétu: Jsou-li f, spojité v M a je-li
() lim f,(x) = f(x)

n— o0
stejnomérné v M, je také f spojitd v M. Zobecnime pojem stejnomérné konvergence.
Necht M < R* a necht pro kaZdé x € M plati (). Budeme Fikat, Ze tato konvergence
je lokdlné stejnom&rma v M, jestlize ke kaZdému bodu a € M existuje jeho okoli
U(a) tak, Ze v mnoZin& M n U(a) je konvergence stejnomérnd. JeZto spojitost v bod&
je lokalni vlastnost, dostdvame toto zobecnéni citované véty:

JestliZe f, jsou spojité v M a jestliZe konvergence v (&) je lokdIné stejnomérnd
v M, je f spojita v M.

Podotknéme jesté toto:

Necht plati () lokdlné stejnomérné v M; necht K = M je kompaktni. Potom
konvergence v (o) je stejnomérnd v K.

Dukaz: Ke kaZdému x € M, a tedy i ke kaZdému x € K, existuje okoli U(x) tak,
Ze konvergence je stejnom&ma v M n U(x), tedy i v K n U(x). Podle Borelovy véty
(DI v&ta 158) existuje konedny pocet t¥chto okoli U(x), ktery pokryva K, tj.

K=UKn U(x,,,) pro vhodné body x,, x,, ..., x, z K. Odtud plyne stejnomé&rna
m=1 -

konvergence v K.

Dulezity bude pro nis pojem souvislé mnoZiny. Dvé mnoZiny A, B v prostoru R*
(nebo obecngji v libovolném metrickém prostoru) se nazyvaji oddélené, kdyZz A n B =
= A n B = 0 (DI, str. 320). To lze ¥ici také takto: 4, B jsou odd&lené tehdy a jen
tehdy, kdyZ jsou disjunktni a uzaviené v prostoru A n B. Misto ,,uzaviené* lze také
fici ,,oteviené* (jezto dopln&k uzaviené mnoZiny je otevieny a naopak).

MnoZina se nazyva souvisld, jestliZe neni sjednocenim dvou neprazdnych oddéle-
nych mnoZin. To je definice 33 z DI, str. 321, aZ na to, Ze se v D I nepocita prazd-
n4 mnoZina mezi souvislé. Pfizpisobili jsme se nyni definici z knihy Cerného; rozdily
vzniklé pfibranim prizdné mnoZiny mezi mnoZiny souvislé jsou trividlni. KaZda
z nasledujicich t¥i podminek je nutnd a postacujici pro to, aby M byla souvisla:

1. Je-li
(B) M=AUB, AnB=9
a jsou-li A, B uzaviené v M, je
(v) budto A=9 nebo A=M.
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2. Plati-li (B) a jsou-li A, B oteviené v M, plati (y).
3. Plati-li (B) a je-li A soucasné otevFend i uzaviend v M, plati (y).

Otevien4 souvisld mnoZina se nazyva oblast.

Radu véci jsem formuloval v R¥; je jisté zbytené, abych je opakoval pro E*.
Od kap. III budeme pracovat jeté s dalsim prostorem, totiZ s uzavienou Gaussovou
rovinou S (Cerny, str. 20). Pfislu$né dopliiky umistime do kap. III.

Jesté dvé poznamky k oznadeni. V prvnich kapitolach budeme ¢asto mluvit o fadach
s mnoha ,,sumaénimi indexy* i, j, k, I, m, ... apod. Ctenaf si jist& suma&ni index i
nesplete s imaginarni jednotkou; v kap. I, II a v kap. III, § 1, § 2 se n4m pismeno i
ve vyznamu imaginarni jednotky vyskytne jen zfidka: V textu za v&tou 10 (kruZnice
a + re'), ve v&& 11 a 12 a na samém konci § 2 v kap. III. Potom se viak situace
méni; proto po&inajic § 3 v kap. III znamen4 pismeno i aZ do konce vZdy imaginirni
jednotku.

Druh4 poznimka: exponencialni funkci budeme &asto (ne vZdy) znagit exp; budeme
tedy psat budto exp (x), nebo exp x nebo e*.

§1

Zobecnéné Fady

[
Znate pojem nekonecné fady Y a, s komplexnimi &leny (tj. a, € E), pojem kon-
n=1

vergence, divergence, absolutni konvergence a nejjednodussi véty o nich. Pro nas bude
zvlasté dulezZita tato véta: JestliZe Fada je absolutné konvergentni se souctem s,
potom Fada, vznikajici z ni libovolnym prerovndnim, je také absolutné konvergentni
a md opét soucet s (Cerny, véta 45 nebo D I, véta 37).

Zobecnime tento pojem. Je-li 9t spoetna mnoZina a je-li kazdému n € N p¥ifazeno
komplexni &islo a, € E, mluvime o zobecnéné fadé

0] I

neR

(mnoZina M je budto nekone¥na nebo koneEnd a miZe byt i prazdnd). Jezto N je
spogetnd, miZeme ji (obecn& riiznymi zplisoby) srovnat v nekone&nou nebo konednou
prostou posloupnost

)] N = {ny,ny,ns,...}
a sestrojit fadu
(3 a, + a,, + ...
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(miZe jit také o soudet kone&ného pottu &lendt, popfip. i 0 ,,prazdny soudet* — kdyZ
9N = 0). JestliZe fada (3) je absolutng konvergentni a ma soudet s, budeme fikat, Ze
zobecngna fada (1) je absolutng konvergentni a mé soucet s; piSeme pak &asto Y a, =

neN

= 5. Pfitom soudet konedného poétu ¢€lenti povaZujeme téZ za absolutné konver-
gentni fadu (prizdny soucet klademe roven nule). K této definici jsme opravnéni.
JestliZe totiZ fada (3) je absolutn& konvergentni a ma souet s, potom podle citované
véty o pferovnani plati: Srovnam-li 9t jakymkoliv zpiisobem v prostou posloupnost
tvaru (2), dostanu sice zpravidla rizné fady (3), ale viechny budou absolutné kon-
vergentni a budou mit tyZ soudet.

Jako lehké cvideni dokaZte: Rada (1) je absolutng konvergentni tehdy a jen tehdy,
kdy?Z existuje kladné (kone&né) &islo K s touto vlastnosti: Vezmu-li jakykoliv kone&ny
pocet navzajem riznych prvki ny, n,, ..., n, mnoZiny R, je

(4) la'u' + |a’lzl +...+ Ia"pl <K.

weiwe

O zobecnénych fadach je pojednano v DIL kap. I11, § 3. Zopakujme nejdileZitéjsi vici.

Véta A (DI, vdta 39). Budiz (1) absolutné konvergentni zobecnénd fada se
souétem s. RozloZme M na disjunktni cdsti:

%) N=nN, R,NAN, =0 prov+w),
ved)

kde 9 je néjakd spocetnd mnoZina. Potom pro kaZdé ve Y je zobecnénd Fada ) a,
neR,

absolutné konvergentni; oznaéme s, jeji soucet. Ddle je absolutné konvergentni

zobecnénd Fada Y’ s, a md soudet s.
ve)

Nazorn& feeno: Abych dostal soudet absolutng konvergentni fady (1), mohu
rozdélit jeji &leny do ,,skupin‘ podle (5), stanovit soudet &lend kaZdé skupiny a potom
tyto soulty seétu; dostanu soudet fady (1)

Tato duleZit4 v&ta ma jeden nedostatek: abych ji mohl pouZit, musim o fadé& v&dét,
Ze je absolutn& konvergentni. Tomu se da asto odpomoci vétou B, ke které se nyni
obratime. Budeme se nyni specialng zabyvat zobecn&nymi fadami (1) s Eleny a, = 0,
pfiemZ pfipoustime i hodnotu a, = + 0o0. Podotknéme, Ze mnoZinu redlnych &isel
dasto dopliiujeme dvéma ,,nevlastnimi* prvky: ,,kladnym* prvkem + oo a,,zZapornym*
— 0. Soudet koneéného poctu realnych &isel, z nichZ aspoii jedno je + oo a Z4dné
neni — oo, definujeme jako + 0. ,,ObycCejna* nekonecna fada s nezapornymi &leny

(6) a;+a,+az+... (0=£a,< +w)
m4 potom vZdy soudet, definovany jako limita &4stenych soudti:

a,+a,+...=s= lims,, s,=a,+a,+ ... +a,.

n—-+w
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(Slovy ,,oby&ejna fada* rozumim — na rozdil od zobecn&né fady — fadu ) a,
n=1
ve smyslu DII, kap. III, § 1, kde tedy je urleno pofadi ¢lentl, ao je devaty &len.
[ [ ]
Ctenafi jisté nebude vadit, jestlize se n&kdy vyskytne Y, Y apod.)
n=0 n=2
Je-li fada (6) konvergentni (tj. s < + o), je oviem absolutng konvergentni, a tedy
zustava absolutné konvergentni s tymZ soudtem pfi kaZdém pferovndni. A tedy
i naopak: je-li (6) divergentni, tj. s = + 0, je soudet fady libovoln& pferovnané
opét +o0o. To nas opraviiuje k nasledujicimu zobecnéni pojmu souctu zobecnéné
fady (1) v pfipad® 0 < g, £ +co: BudiZ 9 spofetnd mnoZina a kaZdému ne$R
budiZ ptifazeno &islo a,, 0 < a, < + 0. Srovnejme 9N v prostou posloupnost (2);
potom soudet fady (3) nazgvame soutem zobecn¥né fady (1). Plati pak tato véta
(v DII je dokédzana je§t€ trochu obecngjii véta 39a): '

Véta B. Budiz (1) zobecnénd Fada s nezdpornymi ¢leny (0 < a, £ + ). Necht
B je spodetnd mno%ina. Rozlo¥me M na disjunktni mnoZiny N,(ve D) podle (5).
Oznaéme s, = Y, a,, s = ).s, (tyto soulty oviem existuji). Potom Fada (1) md

ved)

nefty,

soucet s.
Vyznam véty B je v této okolnosti: Chci zjistit, zda fada

() Ya, (a,€E)
neRt
je absolutné konvergentni. Sestrojim Ffadu
(7a) 2 |ad] -
neMt

Jestlize pomoci vty B zjistim, Ze (7a) m4 kone&ny soudet, potom fada (7) je absolutn&
konvergentni (viimn&te si nutné a postadujici podminky (4)).

Nekdy je ulelné sestrojit k fadé (7) misto fady (7a) tzv. fadu majorantni k (7),
tj. zobecnénou fadu
(8) > ba,

neft

kde b, 2 |a,|. Je-li (8) absolutng konvergentni, je zfejm& (viz podminku (4)) i (7)
absolutné konvergentni. UZiteCnost majorantni fady je v tom, Ze b, miZeme volit

do zna&né miry libovoln&. Toho se d4 &asto uZit k sestrojeni majorantni fady, jejiz
struktura je podstatn& jednodu33i neZ struktura fady (7).
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§2
Mocninné Fady v nékolika proménnych

Necht k je pfirozené &islo. Nechf kaZdé posloupnosti iy, i,, ..., i, celych nezipor-
nych &isel je pfifazeno &islo ay, ;.. ;, € E. Nechf je konetn& din bod « =
= [ay, ¥z, ..., %] € EX.

Potom zobecnénou fadu

@©

(9) Z iy izyennyin (51 - "‘1)‘.l (fk - “k)ik

i1302,000,ik=0

nazyvime mocninnou fadou o stfedu . Cisla a,, , nazyvime koeficienty fady.
Jako mnoZina 9 z (1) je zde min&na mnoZina viech uspofadanych k-tic [is iz enn i)
celych nezapornych &isel.') Na pismena &4, ..., & se divime jako na ,,prom&nné*,
tj. budeme vySetfovat, pro kterd komplexni &y, ..., & je (9) absolutn& konvergentni
a jaké vlastnosti ma soudet této fady jako funkce k komplexnich promé&nnych.
,»Posunutim* ¢; — a; = x; Ize fadu (9) pfevést na fadu

(-}

(10) Z ai|,...,ik x;.‘ e xl‘;k

i1yeee,ix=0
o stfedu v pocatku.

Budeme v&tSinou mluvit o fadach tvaru (10); &tenaf sim snadno pfevede naSe
vysledky na obecné&jsi fady (9) Mocninné fady v jedné proménné (k = 1) zna Ctenaf
z nauky o komplexnich funkcich jedné komplexni proménné; viz napt. Cerny, kap. 12.
V ptipadé k = 1 se vSak tyto fady vySetfuji obylejné jako ,,0byCejné‘, nikoliv jako
zobecnéné fady — to nam viak nebude vadit, jeZto se omezime na otazky absolutni
konvergence, a pfi nich je lhostejné, zda (v pfipad® k = 1) mluvim o oby&ejné &
o zobecn&né fad&. K mocninnym fadam (téZ pro k > 1) viz téZ D II, kap. XI. Zopa-
kuji nékteré véci a pfidam nékteré dopliiky.

Véta 1. Je-li (10) absolutné konvergentni v bodé u = [uy, ..., u,] (4. pro x, =
= Uy, ..., X; = ), potom je Fada (10) i Fada

@
(11) Y g, Xt X

i1y0eeyik=

absolutné konvergentni a po libovolném uspordddni v obycejnou radu té? stejno-
mérné konvergentni v oboru

(12) | x| < fusls oo Pl < Jd -

Soucty Fad (10), (11) tedy jsou funkce spojité v oboru (12).

1) V fad& (9) budeme téz n&kdy uZivat oznaleni Y., a podobn& v obdobnych pfipadech.
I15e0esix20
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Diikaz. V oboru (12) je fada Y |a
i(11).

Véta 2. Je-li (10) absolutné konvergentni v bodé [x,, ..., xi)» kde x3%5 ... x, + 0,
potom existuje ¢islo C (0 < C < + oo) tak, Ze

i utt, ... uj«| majorantni k fadg (10)

i yeee,y

(13) lai,,...ul < ——C— :
Pl o™

Dukaz. Cleny fady (10) musi v bod& [x;, ..., x;] tvofit omezenou mnoZinu.

Znate pojem derivace komplexni funkce jedné komplexni proménné (znak f ’(x)
nebo (%(x—x)), viz napt. Cerny, kap. 9. Obvyklym zpiisobem se pak definuji parcidlni
derivace komplexni funkce n&kolika komplexnich proménnych: Napf. hodnota
parcialni derivaceM v bod& [ay, a,, ..., a,] je definovina jako hodnota
derivace funkce g(x,) = }(xl, az, ..., a) v bodé x; = a,. Obvyklym zpisobem se
zavadé&ji parcialni derivace vysSich ¥adi a jejich oznadeni.
Véta 3. Rada (10) budi¥ absolutné konvergentni v oblasti
(14) [%;] < Ry eons il < Re (0 < Ry £ +00);

budiz tam f(x,, ..., x;) jeji soucet. Potom Fada

(15) Z 1@, 0 xi'—l

i121,i220,...,ik20

X2 .o X

Af (X5 +ovs Xz)

je téz absolutné konvergentni v oblasti (14) a md tam soucet 3
X1

Dukaz viz v DII, véta 230.

°
Poznamka 1. V&ta 3 fika, Ze fadu (10) Ize v oblasti (14) derivovat ,,&len po &lenu

podle x,. Totéz plati oviem pro A > eens aa—f Indukci okamZité plyne, Ze¢ f ma
X2 Xk

v oboru (14) parcialni derivace viech fadd a Ze se dostanou postupnym derivovénim

fady (10) ¢len po &lenu. Z toho je téZ vidét, Ze tyto derivace jsou zaménné | napf.
% o’ f

0x, 0x3 0x, a 0x, 0x, 0x5

), jezto to plati o derivacich jednotlivych &lentt fady (10).
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Véta 4. Rada (10) budiZ absolutné konvergentni v néjakém okoli pocdtku; budif
S(x45 ..., x;) jeji soucet. Potom

(16) Ayt = - 1 : I:a"1+...+ik f(xl’ . xk)]
oo [x15ee05%k1=[0,...,0]

i ix
0xy' ... 0x}

..........

(pro iy =...=i,=0¢étia,, o= f(0,...,0)).2)

Dikaz. Derivujte fadu(10) i;-kréte podle x;, ..., i,-krate podle x, (¢len po &lenu),
a potom dosadte x; = ... = x, = 0.

Disledek. Oznalme opét f(x,...,x,) soudet fady (10), pokud je absolutn&
konvergentni. Potom plati: f(x,, ..., x;) = O identicky v n&jakém okoli pocatku
[0, ..., 0] tehdy a jen tehdy, kdyZ viechna a;, _; jsou rovna nule.

Vedle tohoto diisledku dokdzZeme dale obecngjsi vétu 5. V D II je dok4zana tato
véta 224 (pro k = 1): Necht Y ax — «)' = f(x) je absolutné konvergentni pro
iz0

|x =« <o (0<e = +0) a nechf 0 < R < g. Potom plati: je-li aspori jeden
koeficient a; rizny od nuly, le?i v kruhu |x - a] < R nejvyse koneény pocet bodi x,
pro né% f(x) = 0.

Odtud okamZit¥ plyne: Nechf ), afx — «)' = f(x) je absolutné konvergentni pro
120
|x — «| <0 (0 < @ £ +). Necht existuje mnoZina M < E s témito vlastnostmi:

1) Mnozina M md aspori jeden hromadny bod v kruhu |x — o] <¢. 2) V kaZdém
bodé x € M je f(x) = 0. Potom vSechny koeficienty a; jsou rovny nule.

Tuto v&tu zobecnime na pfipad k > 1:

Véta 5. Necht fada

(17) Y Oan ..... wlxr — )™ (3 — o)™

Jje absolutné konvergentni v oblasti
(18) lxl—dl|<rl,...,|xk—dk|<rk (0<r1§ +Cl));

[ ]

budi? tam f(x,, ..., x;) jeji soudet. Pro j = 1,2, ..., k budiZ M; mnoZina komplex-
nich Cisel z kruhu |x; — ;| < r;, kterd md v (otevFeném) kruhu |x; — a;| < r,
aspori jeden hromadny bod. Necht pro kaZdy bod [xy,..., %] €My x M, x ...
oo X Wy je f(Xy, ..., X;) = 0. Potom viechny koeficienty a;,, ., jsou rovny nule.

Diikaz. Pro k = 1 je to citovani v&ta. BudiZ tedy k > 1 a pfedpokliddejme, Ze
véta je spravna pro funkce k — 1 prom&nnych. Necht f(xy, ..., x;) spliiuje pfedpokla-

2) Casto se ndm bude hodit mluvit o ,,nulté derivaci‘ funkce f, &imZ rozumime funkci f.
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dy véty 5. JestliZe plati (18), Ize podle v&ty A pferovnat fadu (17) v absolutn& konver-
gentni fadu

(19) f(xl’ b ] xk) = ; ;OAlk(xl, DERYY x,‘_l) (xk - a,‘)i" 'Y
kde fada
(20)  Ag (%15 +ees Xg—q) =i 2 Zoah.....ik-l.ik(xl - "‘1)'x coe (Xemg = oo g)

je absolutn& konvergentni pro
(21) le - all < TPiyeeny ka—l - ak_ll < Ig-g-

Dosadme za Xy, ..., X, libovolné body z M, ..., P, _ 4 (tj. X, € ‘JR,). Potom fada
v (19) je mocninné fada v x; — &, absolutn& konvergentni pro |x, — o] < ry, a jeji
soudet se rovna nule pro viechna x, € M,. Podle pfipadu k = 1 jsou koeficienty
fady (19) rovny nule, tj. A, (x4, ..., X;—,) = 0 pro viechna i, 2 0. To plati pro kaZdé
[%1soo0s X=1] €My % ... x M, _,. Tedy podle (20) a podle induk&niho pfedpokla-
du je a;,, .. i-1e = 0 pro viechna iy =2 0,...,i_;, =20, a to pfi kaZdém i, = 0.
Dilkaz je hotov.

Pfiklad. Jestlize f(xy,...,%)= Y a4

I1ge0eyi20

gentni v okoli potatku a jestliZe existuji ; > 0, ..., 5, > 0 tak, Ze f(x;,..., %) = 0
pro viechny systémy kladnych &isel x; < dy, ..., X, < &, potom viechny koeficienty
se rovnaji nule.

4X1' ... X* je absolutn& konver-

Véta 6. Nech? fada

(22) Z oah ..... i,‘xil oo xl'.:k = f(xl, Y xk)

Jje absolutné konvergentni v oblasti

(23) |%:| < Ris.eu |l < Ry (0<R; S +).
Budi |oy| < Ry, ..., ] < Ry. Potom v oblasti '

(29) %y — o] < Ry = Jogyoves |2 — 0] < Ry — Jee|

Ize f(x,, ..., X;) rozvinout v absolutné konvergentni fadu o stredu [ay, ..., %]:

(25) S o0 X3) =1 Z; obj' .... = a) e (e — o),
kde
it ]
(26) bh .... b= - 1 : [6 jkf(xb ;--, Xk)]
Jate i oxy' ... Oxz* X1 =@y = ®
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Poznamka 2. Obor |x; — o;| < Ry — |ay] je celé E, je-li R, = +oc0. Je-li
R, < +, je to kruh o stfedu a;, a jeho hranice |x; — ;| = Ry — |a,| je kruZnice,
ktera se z vnittku dotyk4 kruzZnice |x,| = R,. Nadrtnéte si to!

Diikaz. V oboru (24) je podle pfedpokladu

@ X 20|ai,___.,,k| (%1 — ] + Jea]) oo (e — o] + |e)* < + 0.

1120,0,k=

Sestrojme fadu

(28) Zlaix,...,.-,J (J’l) |X1 - allj‘ |a1|l'1—fl (;:k)lxk _ akljk Iaklm—jk

1 k.

se sumaénim oborem
(29) i;20,..,i,20, 05j, Zi,...,05j, iy

Podle vty B (uZiji binomické poucky) ma fada (28) tyZz soudet jako (27). Tedy je
fada

Yai, . (’1> (xy — al)jx wltmin ( 'k) (xx — ak)jk o=

J1 Jk

se suma¢nim oborem (29) absolutn¥ konvergentni. PouZiji ted na ni véty A. S&itdm-li
napfed podle jy, ..., j, pfi pevnych iy, ..., i, dostanu fadu (22) se soudtem f(xj, ...
...» X;). S&itam-li napfed podle iy, ..., i, pfi pevnych jy, ..., j;, dostanu v oboru (24)
vyjadieni f(x,, ..., x,) mocninnou fadou (absolutn& konvergentni) o stfedu [ay, ...
...» %], tj. fadou tvaru (25). Vzorec (26) plyne potom z vty 4 (pouZité na fadg s libo-
volnym stfedem).

Obratme se k pocetnim vykoniim. S¢itdni a nasobeni mocninnych fad je trivialni

(viz D II, v&ta 233). V&nujeme se nyni sloZit&jsimu ukolu — dosazovani mocninnych
fad do mocninné fady. Véta 7, kterou ted dokazi, plyne snadnou upravou véty 234
v D II a jeden specialni pfipad je v D II v pfikl. 1 k vété 234. Pro uleh&eni &tenafi

provedu vSak uplny dikaz.

Véta 7. Budiz

(30) S e

absolutné konvergentni v oboru |x,| £ R, (0 <R, < +; p=1,...,1). Necht
Fady

o0

(31) Y b il = (uy,.0u) (P=1,..,7)

J1seerjq=0
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konverguji absolutné pro Iujl S<e;(0<pg;< +oo';j = 1,..., q). Potom lze funkci

(32) f((pl(ul, ceey uq), ooy (pr(uls oeoy uq))

rozvinout v oboru

(330) S 0 (=1 d).

(33b) S Bl u| SR, (p=1,.007)
J1seeejg=0

v absolutné konvergentni mocninnou Fadu v proménnych u,, ..., u, o stfedu v po-
é&dtku. Rozvoj funkce (32) se provede tak, Ze do kazdého élenu Fady (30) se za x;, ...
..., X, dosadi Fady (31) a provede se vyndsobeni, nadeZ viechny cleny, které tak
dostaneme, tvofi absolutné konvergentni Fadu, kterou podle véty A upravime
v mocninnou Fadu v proménnych uy, ..., u,.

Ditkaz. Necht plati (33a, b), takZe fady (31) jsou absolutn® konvergentni
a |, (4, ..., u)] £ R,. Tedy funkce (32) se rovna

o

Yo oay, 0 W s ug) 0l (uy, ) =

i1 yeeayip=

@ o0 a0
- O g e O i ey
= X ay.i( X b ulteudt (X bRl uf).
el =0 toeirdg=0 J1rida=0

V kazdém &lenu provedme vynisobeni mocninnych fad (je to soudin iy + ... + i,
mocninnych fad) podle pravidla o nasobeni absolutn& konvergentnich fad:

S 4. T B, =3 A,B,.
me neR [m,n]
4

v

Stadi dokazat, Ze zobecnéna fada S, kterou takto obdrZime, je absolutn& konver-
gentni, nebof potom ji podle vty A miZeme pferovnat v mocninnou fadu. Ale
absolutni konvergence fady S plyne (podle podminky (4)) z toho, Ze souget absolut-
nich hodnot libovolného kone&ného poétu &lent této fady je nejvySe roven &islu

IR LI G0 ) L vV SR ) T G0 L AT S A

U geeesrir J1seeesdg J1seees]g

coZ je podle (33b) kone&né &islo.

Poznamka 3. 1. Schézi-li v fadach (31) prosty &len (tj. b§”. o, = 0), plati (33b)
v jistém okoli po&tku (pouZijeme spojitosti — viz v&tu 1).

2. Totéz plati, je-li [b§”._o| < R, (p = 1,2, ..., ). Naproti tomu, je-li [b{? o| >
> R, pro n&které p, neni (33b) nikdy splnéno a obsah véty je prazdny.
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nou vétu, kde misto (30) je fada se stfedem [ay, ..., o,] a misto (31) jsou fady se
(spoletnym) stfedem [B, ..., B,]-
Zavedeme nyni pojem dominantni mocninné fady. Radu

(34) i by,,..i(xg = o) oo (3 — o)

I1yeeeyixg=0

nazvu dominantni fadou k fadé&

(35) Z oah ..... ik(xl - 0‘1)ix (xk - “k)"‘ >

jestliZe

Potom zfejmé fada
(36) Z obh ''''' ,klxl - al|h cee ka - (x,‘li"

je majorantni k fad¥ (35) v E* (tj. pro libovoln4 kone¥n4 x;, ..., x,). Je-li v n&kterém
bodg [x,, ..., x,] Fada (34) absolutn¥ konvergentni, je v n¥m absolutn& konvergentni
i fada (35). (Néktel'"i autofi uZivaji misto slova ,,dominantni* slova ,,majorantni.
Nebudeme tak &init, aby nevzniklo nedorozuméni.) Je ddleZité umét k dané fadé (35)
nalézt dominantni fadu (34) pokud moZni jednoduchého tvaru a takovou, abychom
z jejich vlastnosti mohli soudit na n&které vlastnosti fady (35). Vezmeme typicky
ptiklad. Necht (35) je absolutng konvergentni pro [x; — ;| = Ry, ..o, % — o] =
= R, (0 < R; < + ). Potom podle vty 2 existuje dominantni fada tvaru

® X, — ag\* X — o\
37 c(Fr= %\ (B %\"
(37) n...gﬁo ( R, > ( R, )

kde C je vhodné kladné kone&né &islo. Tvrdim:
Rada (37) je pro |x; — & < R; (j = 1,..., k) absolutné konvergentni a md
soucet

o
T el A W PR el
R, R,

Dikaz. V fad€ s nezdpornymi &leny

® 5 () (g

(38)

R, Ry
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s¢itame napfed podle iy, potom podle i, atd. (tj. uZijeme k-krite véty B). Pro
|x; = @] < Rj, j =1,2,..., k dostaneme, Ze (39) m4 kone¥ny soudet

C

(1_M)...(1_M)'

R, Ry

Tedy je (37) absolutn¥ konvergentni a obdobnym uZitim véty A dostanu souet (38).

Podotkn&me: Je-li (34) dominantni k (35) a je-li n&které a,, ... ; = 0, mohu v (34)
misto b;,, .., psit nulu a fada zistane dominantni. Pfiklad pro k = 1: Necht

(-]
Y a,x" je absolutn¥ konvergentni pro x =R (0 < R < +o0). Potom k ni existuje

n=2 .
. © x \" xZ x -1
dominantni fada tvaru ), C (=) , ktera pro |x| < R mé soudet C— .(1 - =) .
n=2 \R R? R

Uvedme jesté jeden dusledek véty 7:
'Véta 8. Budte ddny mocninné fady

(40) Y st
Loserslr=
“w I Bl (0= 1))

Budte k témto Faddm ddny Fady dominantni

(42) Z An X1 X (A, 2 a,0]) s
(43) N Z Bj’,’f 'hu{' (B(”f_._.,' 2 b2 J'|; p=1..,r).

Budte ddle Uy, ..., U, X4, ..., X, koneénd kladnd &isla takovd, Ze

(44) Z B?.’T GUBLUksX, (p=1,..,7),
(45) : Z‘:_OA,,,_“,,,X? . Xr< 400,

Potom plati

1. Rada (40) je absolutné konvergentni pro |x,| <X (] =1,...,7), fady (41)
Jjsou absolutné konvergentni pro |u;| S U, (j = 1,.

3) 0 jejich konvergenci nic nepfedpokldddm; konverguje-li n€kter4 z nich absolutn& v n&kte-
rém bodé [x,, ..., x,], popfip. [uy, ..., uq], oznadime jeji soulet f(x,, ..., x,), popfip. ¢‘,(u,, cees u').
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L Pro |u| SU; (j=1,...,9) je hodnota f(@s(tigs ..., )y +rer @ty - or 11,))
rovna souctu absolutné konvergentni mocninné Fady v proménnych u,, ..., u,
o stfedu v poldtku; tuto Fadu dostaneme podle pFedpisu, obsafeného ve vété 7.

Dikaz. I je zfejmé, nebot (45) a (44) jsou pro |x;| < X, popfip. |u;| < U; majo-
rantni k (40) a (41). II plyne z véty 7, nebot

[ ] -}
(p) j J j j
Z Olb ..,J‘quj: R uqql é ‘ Z B(P) jqU{l e U;q é Xp .

4 1, . - J1eeees
jln-"dq= llp--~’1q=o

§3
Holomorfni funkce

Budiz M otevieni, M c E. Funkce f (jedné komplexni prom&nné) se nazyvé
holomorfni v M, jestliZe plati:

(D) f m4 v kaZdém bod& x € M derivaci (Cerny, str. 236).

Plati pak tato véta (viz Cerny, véta 172 a 179): f je holomorfni v oteviené mnoZiné&
M < E tehdy a jen tehdy, jestliZe plati:

(II) Kazdy bod o € M md okoli, v ném? je f rozvinutelnd v absolutné konvergentni
mocninnou rFadu o stfedu o.

Pfi zobecn&ni na funkce k prom&nnych vyjdeme z formulace (II). Pfitom budeme
Zasto psat X = [Xq, ..., %], & = [0y, ..., ], £(x) = f(xy, ..., x,) apod.

Definice. BudiZ M oteviend mno%ina, M < E*. Funkci f (k komplexnich promén-
nych) nazyvdme holomorfni v M, jestliZe v jistém okoli kazdého bodu o€ M je f

rozvinutelnd v absolutné konvergentni mocninnou Fadu o stfedu a. Rekneme, Ze
funkce je holomorfni v bod& « € E¥, je-li holomorfni v jistém okoli bodu a.

Je-li tedy « = [y, ..., %] € M, poZadujeme, aby v jistém okoli U bodu « bylo

(46) FICTREN T YR T AP L RSP

pfi¢emzZ fada vpravo je absolutn& konvergentni v U.

Véta 9. Necht f je holomorfni v otevFerié mnoZiné M. Potom f je spojitd v M a jeji
parcidlni derivace vSech rddii existuji v M a jsou holomorfni v M.

Dikaz. Véta 1, véta 3 a pozndmka k ni.
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Véta 10. BudiZ f holomorfni v oblasti M < E*, M + Q. Potom jsou tyto tfi vyroky
ekvivalentni:

L. f(x) = 0 pro viechna x € M.
IL. f(x) = O pro vSechna x z jistého okoli nékterého bodu oblasti M.

III. f a vSechny jeji derivace vSech Fddii jsou rovny nule v nékterém bodé oblasti M.

Dikaz. Z I plyne II; z II plyne III; z ITI plyne II podle véty 4. Zbyva dokazat, Ze
z II plyne I. Necht tedy a € M a necht f(x) = 0 v jistém okoli*) bodu a. Budiz 4

Obr. 1.

mnoZina viech bodii @ € M, majicich tu vlastnost, Ze f(x) = 0 v jistém okoli*)
bodu a. Zfejmé je A oteviena. DokaZi-li jesté, Ze A je uzavieni v M, bude dokazano,
Ze A =0 nebo A = M. Ale aec A4, tedy A = M a dikaz bude hotov. Necht tedy
b = [by, ..., by] € M je bodem uzivéru mnoZiny 4. Mame dokéazat b € A. V jistém
okoli [x; — by| <R, ..., |5, — b] <R (0 < R < +) je

(47) F[CINE A = Z oﬁil,...,ik(xl — by)"* oo (% — b)™,

kde fada vpravo je absolutn& konvergentni. Existuje bod [cy, ..., ¢, ] € 4 tak, Ze
le; = bj| < % R(j=1,..., k) (viz obr. 1). V oblasti

(48) |x1—0j| <R— ch—bll (j= 1,...,k)

Ize psat (podle vity 6)

(49) f(xv ) xk) = Z Yi,..., ik(xl - Cx)h (xk - Ck)ik s

i140eeix=0

4) Minim: pro viechny body x z toho okoli.
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kde fada vpravo je absolutn& konvergentni. Ale v jistém okoli bodu [cy, ..., 6] je
identicky f(x) = 0, tedy podle vty 4 je y;,..; = 0, tedy f(xs, ..., %) = 0 v celé

oblasti (48), kter4 obsahuje (vzhledem k |c; — b,| < ; R) jisté okoli bodu [by, ..., b;].
Tedy [by, ..., by] € 4.

Poznamka 1. Z teorie holomorfnich funkci jedné komplexni prom&nné znite
tzv. vétu o jednoznatnosti. Je-li funkce f holomorfni v oblasti Q < E a je-li f(z) = 0
pro kady bod z jisté mnotiny M < , kterd md v Q hromadny bod, je f(z) = 0
v celé oblasti Q (viz Cerny, véta 187). Pro holomorfni funkce n&kolika komplexnich
proménnych méme viak doposud dokdzdny mnohem slabii véty 10 a 5.

Priklady funkei fy(x;, x;) = %;%3, f5(%1, X2) = (x; — x3)? pro k = 2 ukazuji, Ze
zde je situace mnohem sloZit&j$i a uvedenou v&tu nelze mechanicky pfevést. Uvedme,
Ze lze napf. dokazat, Ze mnoZina M nulovych bodil funkce f holomorfni a nerovné
identicky nule v oblasti @ = E* ma ,,2k-rozmérnou Lebesgueovu miru* nula (mno-
Zinu M miZeme zobrazit do. prostoru R?* a uréit v tomto prostoru 2k-rozm&rnou
Lebesgueovu miru tohoto obrazu). Lze také odvodit fadu vysledki o ,,geometrickém*
charakteru této mnoZiny. K t&mto otazk4m viz pfiklady na zavér § 1, kap. II (str. 43).

K dal$im tivahim budeme potfebovat pojem k¥ivkového integralu. Potfebné udaje
se najdou v Cerném, kap. 8 (kfivky), kap. 10 (Stieltjesiiv a k¥ivkovy integral). Pro-
zatim vSak vysta&ime s n&kolika jednoduchymi poznimkami. Kfivkon ¢ nazveme
libovolnou spojitou komplexni funkci (kone¢nou), definovanou v libovolném inter-
valu <a, B) (¢ < B kone¥n4 re4lna &sla). Cerny (str. 203) pfipousti téZ hodnotu
¢(f) = o, ale my to zatim nebudeme potfebovat. MnoZinu ¢({«, B)) oznaluje
Cerny té% {@). Napt. je-li {a, ) = <0, 27), ¢(t) = a + re" (r > 0), je ¢} kruini-
ce |x — a| =r, a ¢(t) ,,probih4 tuto kruznici jednou v kladném smyslu*“. Body
@(a), ¢(B) se nazyvaji po¥itedni a koncovy bod kfivky ¢. K¥ivka se nazyva uzaviena,
jestlize jeji koncovy bod splyva s potatednim: ¢(B) = ¢(«). Je-li {p) = M, fikame,
Ze o je kfivka v M, nebo Ze ¢ probihd mnoZinu M.

U Cerného na str. 254 je definovén k¥ivkovy integril [, F(z) dz, kde F je kone&na
komplexni funkce definovana na {@). Je-li F spojitd na {¢)> a md-li ¢ konecnou
délku, potom tento integrdl existuje (Cern)", v&ta 146). Budeme potfebovat n&kolik
v&t o integralech funkci zavislych na parametrech.

Véta C. Necht M < E” je otevFend a ¢ je kFivka s konecnou délkou. Necht
F(¢, z) = F(¢y, ..., &y 2) (koneénd komplexni funkce n + 1 komplexnich promén-
nych) je spojitd v oboru &€M, z e {p). Potom funkce (n proménnych) G(&) =
= [, F(¢, z) dz je spojitd v M.

Dukaz. Je to véta analogick4 v&t& 155 u Cerného, kde viak ¢; jsou reé.l'né aMije
otevieny interval. OkamZit& zjistite, Ze dlikaz v&ty C je zcela analogicky i p¥i naSich
pfedpokladech.

26



Dale je u Cerného tato véta 158:
Necht M < E je oteviend a kFivka ¢ md koneénou délku. Necht funkce F((, z),

aL(aCCﬁ (dvou komplexnich proménnych) jsou spojité v oboru ze<{@), {eM.

Potom funkce G({) = [, F({, z) dz je holomorfni v M a je

46(0) _ [ oF(6.2) 4,
a J, &

pro vSechna { € M.
Odtud odvodime:

Véta D. Necht M < E" je oteviend, ¢ je kFivka s konecnou délkou. Necht
oF .
F(Cl"-" sz)’ _(Ch-“’ ,',Z) (]= 1,..., n)
o,
Jjsou spojité v oboru z € {pD, [{y, ..., {,] € M. Potom funkce
Gy, l)) = f F(Cy o & 2) dz
L'

Jje spojitd v M a md v M spojité derivace

(50 8G(Lss - &) _ J‘ Oy lw)
oL, 0 og;

Diikaz. Zvolme libovolny bod {° = [}, ..., {7] € M. Potom mno¥ina M, c E
t&h bodd {;, pro n&% je [{1, (3, ..., (3] € M, je oteviena a na funkci Fy({y, z) =
= F({y, {3, ... {9, z) 1ze aplikovat v&tu 158 z Cerného. Tedy plati pro j = 1 vzorec
(50) v t&h bodech [¢;, L3, ..., {3], pro n&% je {; € M,, tedy speciéln& v bod& {°, coz

byl libovolny bod z M. Podobn& pro j = 2, ..., n. Spojitost G a ‘E v M plyne pak
z véty C. a¢;

Odvodime nyni vzorec obdobny Cauchyova vzorci (Cerny’, véta 160), ale jen pro
speciélni oblasti a specialni kfivky.

Véta 11. Necht funkce f(xy, ..., x;) (k komplexnich proménnych) je spojitd a md
spojité parcidlni derivace 1. Fddu v oblasti

(51) |x1 - all < Rl’ DERYY lxk - akl < Rk (0 < RJ é +OO) .
Zvolme ¢islar; (j = 1, ..., k), 0 < r; < R;. Potom v oblasti
(52) le - all < rl, ooy lx,‘ - a,‘I < rk
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plati rovnost
f(xl, cooy xk) =
(53)

(211:1)"_[ (I . _fizl’)(j:)_ 2 dz,‘) . dz, dz, .

Pritom K je kfivka a; + r;e, 0 < t < 2m.

Diikaz provedu pro k = 3. Zvolme bod [x;, x,, x3] v oblasti |x; — a;| < r;,
Jj = 1,2, 3 (tento bod bude nyni pevny). Podle Cauchyova vzorce je

F(z1s 220 x3) = f f(z1, 22, 23) dz,

v oboru |z, — &y < Ry, |z — a,| < R,. V tomto oboru je funkce (dvou promén-

nych z,, z,) f(zy, z,, X3) spojitd a ma spojité derivace 1. fadu aif- , éai (podle véty
zZy 0zy

D). Podle Cauchyova vzorce je v oboru |z, — ;| < R,

i f(zla 23, x3) dZ
7ri — X3 2

f(zb X2 X3) =

a funkce (jedné promé&nné) f(z,, x,, x;) je (podle véty D) v oboru |z; — «,| < R,
spojitd a ma v ném spojitou derivaci. Podle Cauchyova vzorce je tedy

o) = o [ LEnmmx) gy,
mi )k, 2z — X

Postupnym dosazovinim dostaneme
f(zb 22, x3) )
dz, ) dz, =
(277" )z-[ ( K2 (21 - xl) (Zz - xz) : '

el (et —)=)=

Kdo neni spokojen s timto dilkazem, muiiZe se pokusit o indukci podle k.

f(xl’ X2, X3)

Véta 12. Necht funkce f(x,...,x,) je spojitd a md spojité parcidlni derivace
1. Fddu v oblasti
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Potom Ize f rozvinout v oblasti (54) v absolutné konvergentni Fadu

(55) J{CTHE| = ozo: PR C T2 L CAREA L
kde

(56) : :
1 Zys eeey Zi) Az .
et (z_)‘J (I(f (z: - f() () - ))") o

K je kfivka a; + r;e", 0 < t < 2, kde r, je libovolné &islo intervalu (0, R;).
Jestlize pro

(57) 2y €K1y oon z € KD

je

(58) |z wz) £C (0<C< +w),°)
je

(59) ] S

Dikaz. Zvolme ry, ..., 7, (0 < r; < R;). V oblasti

(60) |x; =] <r; (G=1,...,k)
plati (53). Zvolme bod x = [x;, ..., x;] v oboru (60). V oboru
(61) Zy € <K1>, ey ZR € <Kk>
je
@) 1 1 1
=% (zj—a)—(x-a) z-9 1=X"%
Zp =%
. (X — O |x-—a-l ve .
Zde je|=Z Il =1l = g, <1, kde g; (pfi daném x;) je konstanta. Tedy lze
z; — o; r; :
psat
(63) 1 _ - (xl - "‘1)'.l - (xk - ak)ik

(Zl - xl) ...(Zk - x,‘) - i1=0 (Zl - al)"""l o ik=0 (zk —_ ak)ik+l :

5) Existence takového C plyne ze spojitosti funkce f.
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Vzhledem k absolutng€ konvergentni majoranté

had ) 1 .
—_ag" — g'e
4y -« — qx
i1yeeey ix=0 rl rk
[

miZeme fadu (63) pojimat také jako zobecnénou fadu Y , kterd je v oboru
11 400eyi=0

(57) absolutn& konvergentni a. po libovolném pferovnani v oby&ejnou fadu téZ stej-
nomérn& konvergentni. Po takovém pferovnini nisobime omezenou funkci
f(zy, ..., ) a integrujeme €&len po &lenu. Tim dostidvame vzorce (55), (56) — aZ na
to, Ze misto zobecn&né fady v (55) mame obydejnou fadu, vzniklou z ni pferovnanim.
Ale z (56), (58) plyne (59). Odtud ihned plyne, Ze zobecngna fada v (55) je absolutnd
konvergentni v oboru (60). Tim je vzorec (55) pln& dokazéan, zatim oviem jen v oboru
|x; = ;| < rj. Aviak r; mohu volit libovolng ,,blizko k R; a koeficienty a;,, .,
jsou podle vty 4 jednozna&ng urdeny derivacemi funkce f v bod& [a, ..., a]. Tedy
integral v (56) nezavisi na &slech r; (pokud 0 < r; < R)), takZe (55), (56) plati
v celém oboru (54).

Poznamka 2. To, Ze z odhadu (58) v oboru (57) plyne (59), je dileZité; asto se
s tim setkame.

Véta 13. Budif M < E* otevfend mnoZ¥ina. Potom funkce f(xy, ..., x;) je holo-
morfni v M (tj. rozvinutelnd v jistém okoli katdého bodu o€ M v absolutné kon-
vergentni mocninnou fadu o stredu a) tehdy a jen tehdy, kdyZ f je v M spojitd a md

v M spojité parcidlni derivace K s ey o .
0xy 0xy
Dikaz. Véta 1, véta 3 a pozndmka k ni, véta 12.

Véta 13 podavé dileZitou charakteristiku holomorfnich funkci. PoZadavek spoji-
tosti by se dal vynechat, ale diikaz by byl obtiZn&;si.

Dodatek. Necht f je holomorfni v oblasti (54). Potom podle véty 12 plati vzorec
(55) s absolutné konvergentni Fadou vpravo v celé oblasti (54).

Diikaz: Podle véty 13 je f spojitd v (54) a m4 tam spojité parcialni derivace 1. Fadu,
takZe lze uZit véty 12.

Véta 14. Necht funkce f,(x) = f,(X1, ..., X;) jsou holomorfni v oteviené mnoZiné&
McE*(n=1,23,..) a necht

lim f,(x) = f(x)
Lind- ]
lokdlné stejnomérné v M. Potom plati: Funkce f je holomorfni v M a je

im 2 _ U)o
(64) lim ox, " ox, (i=1,2..n)

lokdlné stejnomérné v M.
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Odtud ovSem indukci plyne: Oznacime-li

ah +oeti

= ———, je lim Df,(x) = Df(x)
axi‘ XX axkk n—*o0

lokdlné stejnomérné v M.

Dikaz. Zvolme bod & = [ay, ..., %] € M. MnoZinu |x; — a;| < r budeme znagit
K(r), jeji uzavér K(r). Zvolme ¢ (0 < ¢ < + o) tak, aby oblast K(3¢) leZela v M.
DokaZeme, Ze f je holomorfni v K(g) a konvergence v (64) je stejnom&rna v K(g).
Tim bude véta dokdzana.

V K(3¢) je (podle dodatku k v&t& 13)

W)= B e = ) (= )

Jezto funkce f, jsou v K(20) omezené a tvofi stejnom&rn& konvergentni posloupnost,
existuje C(0 < C < + o) tak, Ze je |f,(x)| < C pro viechna x € K(2¢) a viechna n;
odtud podle (59) (beru r; = 2¢) plyne

(65) e = €. (o),
Oznaéme dale
Opm = SUp |fu(x) — f(x)], & =supo,,.
xeK(20) : mz2n

Nésledkem stejnomérné konvergence je & =€, = ..., limeg, = 0. z definice &,

n—* o

plyne, Ze |f,(x) — fi(x)| S 2s, prom =2 n, x EK(ZQ) Podle (59) plyne odtud, Ze

(66) la .

Gy, he = lim a("z....iu , aje Iah I s C(2g)_h— =ik
Lind ]
|a(n) e — 4, I < 2 . (29)-11- -

(viz (65), (66))-
Rada
F(x)= ¥ ap,.o(x1 — ) oo (% — )™

I1y0eeyic20
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. . . — o 1
ma v K(p) absolutn& konvergentni majorantu (Je ad 5 i < 5)
Q

Y C.27hTmTk= 2k,

i1,eeri 20

tedy je F holomorfni v K(g). Déle je v K(o)
|f,,(x) - F(x)l < Y, 2g,. 2707 o Qg
i1 yeeesix20
tedy F(x) = lim f,(x) = f(x). Kone&n& je v K(o)

Ulx) _ o) _

0x, 0x,

= | ) ll(a("z...,i ai,,..., ik) (xl - “1)'1_1 . (xz - 0‘2)‘z (xk - “k)ikl =

§ Z 2871 . Jz“Q_l . il . 2—ix+l—i1—...—l'k —

i121,i220,...,i20

0
=2,.071.2"1p, kde p= ) %<+oo.
i1=1

Tedy je konvergence v (64) stejnomérné v K(g). (Dovedete vypogitat p? Ale nepotfe-

bujeme to.)

Poznamka 3. Dikaz véty 14 by Sel oviem také provést analogicky jako pro k =1
(Cerny, véta 173) pomoci vét 11 a 13 (provedte podrobng jako cvigeni!).

Véta 15. Necht funkce f(x,, ..., x,) je holomorfni v otevfené mno%iné N < E".
Necht funkce ¢, (uy,...,u,) (p=1,...,r) jsou holomorfni v otevFené mnoZiné
M c E* Necht pro kazdy bod [u, ..., u,] € M le%i bod [@,(uy, ..., u;) ..., o (uy, ...
...» ;)] v mnoZiné N. Potom funkce

Flug, ..., ug) = f(@1(ty, ..o tg), . @, (s, ..., u,))
je holomorfni v M.

Dikaz. Zvolme bod [ay, ..., a,] e Mapoloime b, = ¢ (ay,...,a)(p = 1,...,7);
tedy [by, ..., b,] € N. V jistém okoli bodu [bl, ..., b,] je tedy f soudtem absolutn&
konvergentm fady

f(xy, 0 x,) = N Y By,..(xs— b)) (x, = b).



Ale v jistém okoli bodu [ay, ...,a,] jeprop =1,...,r
(67) © o euy, ey uy) — by =@ (uy, .. u) — @ fay, ..., a) =
= Z A(p)..--,jq(al —a)t . (ug — a)e,

J1geee

kde vpravo je absolutn& konvergentni fada bez prostého &lenu. Podle véty 7 a po-
zndmky k ni je v jistém okoli bodu [ay, ..., a,]

F(uy, ...,uy) =
= 2 _oBin ..... W(01(uss o ug) = by)* o (@)(uss o ug) = b)),

kde za ¢ (uy, ..., u;) — b, 1ze dosadit fady (67) a vyraz vpravo pferovnat v absolutng

konvergentni fadu tvaru Z le ,,,,, iuy — aY* ... (u, — a))e. Tedy je F ho-
J1yeeesdr= -
lomorfni v M.

Véta 16. Budte F, G holomorfni v otevFené mnoZiné M < E'. Potom funkce
F + G, F — G, FG jsou téZ holomorfni v M. Je-li G(x) % 0 pro vSechna x e M,
je téz F .G~ holomorfni v M.

Dukaz. Zvolme bod a = [ay, ..., a,]. Funkce F, G Ize v jistém okoli bodu a
vyjadfit jako soudty absolutn& konvergentnich mocninnych fad o stfedu a. Totéz
plati tedy podle (trivialni) véty 233 z D II pro funkce F + G, FG. Nechf nyni G(x) + 0
pro viechna x € M, tedy téZ G(a) + 0. PiSme

6(x) = G(a) (1 + G(x)G( )G(a)>

Funkce (jedné proménné)

f(v) =

1 |
G(a) 1+0v ;=0 G(a)

(-1 (o] < 1)

G(x) — G(a)
G(a)

ie holomorfni pro |v] < 1. V jistém okoli U(a, §) = M je < 1, takZe

podle véty 15 (dosadfme v = E(x)_—g(_a)) je tedy funkce

G(a)

(G(x) e (a)) 1 _ 1
) o 1+ =G
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holomorfni v U(a, 8). V&tu o podilu pfevedu nyni na vétu o soucinu (% =F. é) .

Poznamka 4. Z véty 16 nyni ihned dostaneme nésledujici tvrzeni: Budte-P(u, v,...
.., w) a Q(u, v, ..., w) polynomy, necht funkce f(x), g(x), ..., h(x) jsou holomorfni
v oteviené mno%iné M < E' a necht ddle pro vSechna xeM je Q(f(x), g(x), ...
...s h(x)) =% 0. Potom je funkce

P(f(x), g(x), ---, h(x))
O(f(x), g(x), -, h(x))

holomorfni v mnoZiné M.
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