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Kapitola 111

LINEARNI
DIFERENCIALNI
ROVNICE
A JEJICH
SYSTEMY

V pfedeslych kapitolach jsme mluvili o komplexnich funkcich n&kolika kompiex-
nich promé&nnych. V této kapitole piijde vyhradn& o komplexni funkce jedné komplex-
ni prom&nné, ale zato budeme potfebovat fadu hlubsich vét. TéméF viechno najde
&tenat v knize Cerného; nékteré véci zopakuji a pfipojim n&které specidlni dodatky.
V mnoZin& E viech (konednych) komplexnich &isel jsme zavedli zdalenost g(x, y) =
= |x — y|; tim dostdvdme metricky prostor (E, g). Cerny pracuje vice v mnoZing S,
kterd vznikd z E pfidanim daliiho jednoho prvku, ktery budeme oznafovat oo
(Cerny, str. 20). V S miZeme zavést metriku o* (Cerny, str. 23—25). Tim dostavime
metricky prostor (S, ¢*), jehoZ struktura je velmi nézorna: streografickd projekce
déava izometrické zobrazeni sféry x? + y* + z? = 1 v R? na prostor (S, ¢*).

V topologickych 1ivahach z teorie funkci komplexni promé&nné je &asto vhodn&jsi
prostor S neZ E; v (S, ¢*) nehraje bod oo Z4dnou zvl4$tni Glohu. Naopak, v tivahich
kvantitativniho rézu (a takova bude v&t3ina nasich ivah) bude pro nés &asto vhodng;-
§i pracovat v E, ale n&dy bude nutné pracovat v S. Uvédomme si n&které shody
i rozdily mezi prostory (E, g), (S, o*).

V mnohych otazkéch nepotiebuji pfimo metriku, nybrZ vystadim s pojmem okoli
bodu. Je-li a € E, mohu za jeho e-okoli (¢ > 0) vzit kruh |x — a| < &, af pracuji

v (E, @) nebo v (S, o*). Za e-okoli bodu o v (S, ¢*) vezmu mnoZinu [x| > 5 (vEetnd

bodu o0); viz Cerny, str. 23. MnoZinu M < E nazvu omezenou, jestlize existuje ko-
ne¢né kladné &islo K tak, Ze je |x| < K pro viechna x € M.

Poznamenejme jesté: Ctenafi je znimo, Ye mnoZinu R dopliiujeme v relné analyze
dv&ma prvky + oo, —co. Cerny se z dobrych diivoddi tomuto oznadeni vyhyb4; my
se mu vyhybat nebudeme, protoZe v naSich tivah4ch tim nedojde k nedorozuméni.
Budeme tedy psit |oo| = + oo, kdeZto Cerny piSe |oo| = 0. (Prvky +o00, —c0
oviem neleZi v S; jak se definuje po&itani s prvkem oo, je uvedeno v Cerném, str. 20.)

Jestlize M je omezen4, ma v (S, ¢*) tyZ uzavér jako v (E, @). Je-li M = E neomeze-
n4, dostanu jeji uzavér v (S, ¢*) tak, %e k uzavéru v (E, @) pfiddm bod co. Ctené¥ si
sam rozmysli, jak se li§i pojmy uzaviené mnoZiny a otevfené mnoZiny v (E, o)
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a v (S, ¢*). Jezto sféra x> + y? + z2 = 1 je kompaktni (viz D II, véta 156), je téz
(S, ¢*) kompaktni, a tedy kaZd4 uzavfend mnoZina v (S, ¢*) je kompaktni (D II,
pozn. 3 na str.312). V(E, g) je viak mnoZina kompaktni tehdy a jen tehdy, je-li ome-
zena a uzavieni v (E, g). Aby nedoslo k nedorozuméni, budu misto ,,kompaktni
v (E, o) fikat ,omezeni a uzaviend“ (uzavfenost omezené mnoZiny znameni
v (E, @) totéz co v (S, ¢*)).

O souvislych mnoZinich jsem se zminil na zaitku kap. I. Ostatn& o souvislych
mnozinach v S pojednava Cerny na str. 89 a nasl. DileZity bude pro nas tento pojem:
Oblast (tj. oteviena souvisla mnoZina) M < § se nazyva jednoduse souvisla, jestliZe
S — M je souvisla (ani v pfipad® M < E nesmite misto S — M vzit E — M).

BudiZ f komplexni funkce jedné komplexni prom&nné (jeji definini obor i jeji
hodnoty leZi v S; bod oo neni vylouen). Je-li ae E, A€ E, znadi limf(x) = 4

x—a

xeM

v (E, @) totéZ co v (S, o*). Pro a € E znamen4 lim f(x) = oo totéZ jako lim |f(x)| =
x—a x—a
xeM xeM

= +00 (v symbolice realné analyzy). Pro A e S znameni pak lim f(x) = 4 totéz

Y
jako lim f (l) = A (speciélng: limita posloupnosti). Odtud se jako obvykle definuje
z—0 Z

1/zeM
spojitost funkce.

Snad tyto poznamky &tenafi postaci.

§1
Analytické funkce

Budeme nyni stale potfebovat pojem a vlastnosti analytického pokragovani a ana-
Iytickych funkci jedné komplexni prom&nné. Vie potiebné se najde u Cerného v kap.
15, 16, 17. Zopakuji hlavni véci a pfidim né&které dopliikky. O kfivkach jsem néco
fekl v textu za v&tou 10 (kap. I, § 3). Je-li ¢ kfivka, tj. spojité zobrazeni omezeného
intervalu <{a, 8> do E (Cern)" na str. 203 zavadi k¥ivku jako spojité zobrazeni <{a, 8>
do S — nebudeme to ale potiebovat), budeme ji asto psat takto: ¢(f),a < t < B.
Znakem - ¢ oznadujeme potom kfivku &, definovanou pro —f < t £ —a rovnici
&(t) = o(—1). Je-li y kivka y(), y < t < 6, a je-li Y(y) = @(B), bude ¢ 4 ¥ znaiit
kfivku @, definovanou rovnicemi O(t) = ¢(f) pro « < t < B, 6(t) = Y(t + y — B)
pro f St =6 — y + B. Je to velmi ndzorné.

Budiz ¢(t), « <t < B, kiivka a budiZ w spojitd rostouci funkce v <2, B1D,
o(e;) = &, @(B,) = B. Potom Ize definovat novou kfivku ¥ rovnici Y(r) = @((7)),
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#; < 7 £ B,. Rikdme, Ze se k¥ivky ¢, ¥ 1isi jen nepodstatng (Cerny, str. 204). Bude-
me se hlavné zabyvat takovymi vétami, vzorci apod., u kterych nezaleZi na tom, kterou
z kiivek, nepodstatng se lificich, vezmeme. Casto proto bude mozno nahradit expli-
citni udéni kfivky obrazkem. Napf. obr. 3 spolu s tidajem, Ze bod a + Re'* je po&a-
teCnim (a soucasné koncovym) bodem kfivky, znamena kfivku ¢, + ¢, 4+ @3, kde
pi(t)=a—te*, —R=<t<-r, o) =a+re, ASt=2+2n o) =

Obr. 3.

Samozfejmé budu uZivat obrazku jen tam, kde neni pochyby, Ze &tenaf pozni,
ktera kiivka (vlastné ktera tfida nepodstatné se lidicich kfivek) je minéna.

BudiZ nyni dan bod a € E a funkce f meromorfni v jistém jeho okoli (Cem)" pfi-
pousti téZ a = o). Dvojici (a, f) nazvu analytickou dvojici. Zavedu mezi t&mito
dvojicemi rovnost: (a, f) = (b, g) pravé tehdy, kdyZ a = b a f(x) = g(x) pro viech-
na x z néjakého okoli bodu a. To je vztah reflexni, symetricky a tranzitivni, takZe se
mnoZzina viech dvojic rozpada na disjunktni tfidy. KaZdou takovou tfidu nazvu
analytickym elementem (n&ktefi autofi uZivaji ndzvu germ). Element, obsahujici dvo-
jici (a, f), ozna&im &(a, f). Rovnost &(a, f) = &(b, g) bude znamenat, e obé ttidy
jsou totoZné, tj. Ze a = b a Ze pro viechna x z n&kterého okoli bodu a je f(x) = g(x).
Bod a nazyvime stfedem elementu &(a, f), &islo f(a) hodnotou tohoto elementu.
Jestlize f je holomorfni v n&kterém okoli bodu a, fikame, Ze &(a, f) je holomorfni
element. Pro nas budou nejdileZit&jsi holomorfni elementy. Mluvim obecn& o me-
romorfnich elementech, abych se pfili§ nevzdalil od knihy Cerného. Ctenaf, ktery
zn4 teorii analytickych funkci z n€které knihy, jednajici jen o holomorfnich elemen-
tech, miiZe v tomto paragrafu slovo ,,meromorfni‘ nahradit slovem ,,holomorfni‘*‘—
pro dalsi text tim nic neztrati.

Budi? ¢ kfivka ¢(t), @ <t < p. Budif katdému te<a, By pFifazen element
&(o(t), f*); tim dostaneme systém elementi, ktery oznacime

®n GCONY) =
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(je to nutno chdpat jako zobrazeni intervalu {«, B) do mnoZiny viech analytickych
elementit). JestliZe ke ka¥dému t € {a, B> existuje &slo 6, > 0 tak, Ze

(2) (¥ €< By, | — 1] < 8) = (8(o(t). ) = &(e(r). 1))

nazveme systém (1) Fetézcem elementi podél kfivky ¢; &(¢(a),f*), &(o(B).f?)
se nazyvaji pocdteéni a koncovy element Fetézce. (Definice u Cerného na str. 386 je
jin4, ale podle (19) na str. 387 je ekvivalentni s na$i definici pomoci (2).)!)

Element &(¢(f), f*) neuréuje viplng funkci f*, ale uréuje hodnotu f*(¢(f)). Tvrdim:

Je-li (1) Fetézec podél ¢, je funkce g(t) = f*(¢(t)) spojitd v e, B).

Dikaz: V (1) vezm&me uréité funkce f*. Zvolme t € <a, B). Z (2) a z definice
rovnosti elementd plyne, Ze existuje ¢ > 0 tak, Ze pro t' € {a, B), It’ - t| <eje
I (o(r)) = fi(o(r)), takZe pro tato t' je g(t') = f'(o(t))). Ze spojitosti funkce ¢
a funkce f* plyne spojitost sloZené funkce g v bod& ¢ (pro t = « zprava, prot = f
zleva),

Je-li ddna kfivka ¢(t), a <t £ B, s poddtecnim bodem a = ¢(e) a analyticky
element &(a, f), potom existuje nejvyse jeden Fetézec (1) podél @, ktery md pocdtecni
element &(a, f) (Cerny, str. 388). Existuje-li takovy Fet&zec a je-li 8(b, g) jeho konco-
vy element, piSeme &(a, f) —> &(b, g) a tikame, Ze &(b, g) je pokratovini elementu
&(a, f) podél ¢. JestliZe pfitom viechny elementy Fet&zce (1) jsou holomorfni, budeme
mluvit o holomorfnim pokratovéni a psat &(a, f )—> &(b, g) (pro nis budou vlast-
n& dileZita jen holomorfni pokradovéni).

Pfipojme je$té€ tuto poznamku:

Je-li f meromorfni (popFip. holomorfni) v kruhu |x — a| <r (0 <r £ + o),
Jje-li @ kfivka s pocdteénim bodem a s koncovym bodem b a probihd-li ¢ v kruhu
|x = a| < r, potom je

hol
&(a, f) — &(b,f), poprip. &(a,f) - &b, f).

Dukaz: PoloZime-li v (1) f*=f pro viechna te<{a, f), dostaneme Ffetzec

podél ¢.

Dok4%eme nyni vétu, kter4 je velmi pfibuzna vét& 206 u Cerného; ale pro nas bude

%7 _ %

pohodIné&;si véta ponékud odlisna.

Véta 19. Nech? f, g, ..., h je konecny pocet funkci holomorfnich v bodé x, € E.
Necht ¢ je krivka ¢(t), e St < B (-0 < a < B < + ), ¢(x) = X0, ¢(B) = X,.
Necht

() 8(x0.f) > E(XosF)yoos 8(x0sh) > &(Xo, H) .

1y Velikost &isel J, z4visi nejenom na systému (1) elementi, ale i na volbd funkci f* (v (2)
mus? byt f, definovano v jistém okoli bodu ¢(t)), ale existence takovych Jd, z4visi jen na systému
elementu (1).
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Potom existuji:

1) Délenia < Ty < Ty <...< Ty=4.

2) Oteviené kruhy Ko, Ky, ..., Ky se stiedy x, = ¢(Tp), x; = @(Ty), ..., xy =
= ‘P(TN) = Xo-

3) Funkce F!, G/, ..., H holomorfni v K; (j <0, 1, ..., N) tak, %e plati (oznaé-
me @, k¥ivku ¢(t), Tj-y S t < T)):

4) o> <K;_y proj=1,..,N.

5) FI~Y(x) = Fi(x), ..., H"Y(x) = H/(x) pro viechna xeK;.,nK; (j =
=1,..,N)

6) F°(x) = f(x), ..., H°(x) = h(x) v jistém okoli bodu x,, F(x)= F(x),...
.., H¥(x) = H(x) v jistém okoli bodu X,,.

Poznamka 1. Vypada to sloZit&, ale je to velmi nizorné, viz obr. 4. Naopak je
jasné toto: Je-li ¢ kiivka o(f), a < t < B, (@) = xo, ¢(B) = Xo, 2 existuji-li rozd¥-
leni, kruhy a funkce 1), 2), 3) tak, Ze plati 4), 5), 6), potom plati (3). Volim-li totiZ
f'=F1pro Tj_., <t<T; (j=1,..,N), je {€o(t), f*)}i} Fetdzec podél ¢
a je f%(x) = f(x) v jistém okoli bodu x,, f’(x) = F(x) v jistém bodu X,; podobn&
prog,..., h.

Diikaz véty 19. Podle (3) existuji fet€zce (holomorfni)
) {6(e(), f}25 .o {€(0(r), W)}iZE,

kde f* = f, ..., i* = h v jistém okoli bodu xo = ¢(a), f* = F, ..., h* = H v jistém
okoli bodu X, = ¢(B).

Obr. 4.

BudiZ r(t) supremum v3ech &isel r > 0, pro n&Z existuji funkce f7, ..., h{, holomorf-
ni v kruhu |x — ¢(f)] < r, které v n&akém okoli bodu ¢(t) se rovnaji funkcim
' ..., h'. Beze zmé&ny fetézci (4) miZeme ziejmé& predpokladat, ze funkce f*, ..., h*
jsou holomorfni v kruhu |x — ¢(f)| < r(f). Abychom se vyhnuli symbolu + o,
poloZme R(f) = min (1, r(#)) (a& to neni nutné — co plati v ptipads, je-li r{to) = +
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pro jisté t, € <a, B>?). DokaZme, Ze R(t) je spojita v <a, B>. BudiZ t, € {a, B). Zvolme
e = ¢g(t) > 0 tak malé, Ze z

5 tea, B, |t—to| <e
plyne
© o) = o(to)] < S R(). E(0(DS) = E(o(0). S -

o 8(0(0), 1Y) = E(o(t), ") .

Zvolme t tak, Ze plati (5). f* je holomorfni v kruhu, obsahujicim bod ¢(t); tedy
jeft = f*vjistém okoli bodu ¢(t). Tedy je zfejm& f* holomorfni v kruhu |x — ¢(f)| <
< R(to) — |e(t) — ¢(to)| %) a podobn& pro g, ..., h. Ale tento kruh obsahuje podle
(6) bod ¢(t,); v jistém okoli tohoto bodu je tedy f* = f*. Tedy je zfejmg& f* holo-
morfni v kruhu |x — ¢(to)] < R(f) — |@(t) = ()| @ podobn& pro g, ..., h. Tedy
je pfedn& (pravé strany jsou automaticky =<1) R(f) = R(t,) — |e(t) — o(to)], za
druhé R(to) = R(t) — |o(f) — @(to)], tedy |R(f) — R(to)| < |o(2) — o(to)]. JeZto ¢
je spojita, plyne odtud spojitost funkce R(f) v bod& ¢, (pro t, = « zprava, pro t, = B
zleva).

Kladn4 spojitd funkce R(f) ma v <«, B> kladné minimum g. Zvolme 4 > 0 tak,
aby pro te<a, B, t' €<, B, |t — t'| < 4 bylo |p(t') — ¢(f)| < e, a zvolme rozds-
lenfa=T,<T; <..<Ty=p tak, aby T; — T;_, < 4. Za kruhy, K; volme
kruhy |x — x;| < ¢, kde x; = ¢(T}). Konetné volme F/ = T4, .., H/ = h"I(j =
=0, 1,..., N). Ozna&ime-li je§t& ¢; kfivku ¢(t), Tj—, < t < Tj, jsou zfejmé& splnény
4), 5),6). (Bod 5 plyne z toho, Ze &(x;-q, F/™1) - &(x;, F/) a Ze ¢, probiha v kru-
hu K;_,, ve kterém F/~! je holomorfni.)

Obrafme se nyni k pojmu analytické funkce (jedné komplexni prom&nné).

Budiz M < E, M # 0 oblast (u Cerného se poZaduje jen M < §). Viechny analy-
tické elementy, jejichZ stiedy lezi v M, tvofi jistou mnoZinu M. V této mnoZiné
zavedme tento vztah: Jsou-li &(a, f), &(b, g) elementy z M, pisme &(a, f) ~ &(b, g),
jestliZe existuje kfivka ¢ tak, Ze

() {pd> =M, &(a,f) —- &(b, g) .

zvr

Vztah ~ je reflexivni, symetricky a tranzitivni, a tedy vytvafi rozklad mnoZiny It
na tfidy (dva elementy patfi do téZe t¥idy pravé tehdy, kdyZ pro ng existuje kiivka ¢
tak, Ze plati (7)). Kazdou takovou tfidu & nazveme analytickou funkci v M. Je-li
&(a, f) € §, fikame, Ze &(a, f) vytvotfuje nebo urduje analytickou funkci . Jestlize
n&ktery (a tedy kaZdy) element &(a, f) € § lze analyticky pokragovat podél kazdé
k¥ivky leZici v M a majici poCateéni bod a, fikAme, Ze § je v M neomezené pokraco-
vatelnd. Je-li § (analytickd v M) neomezen& pokradovatelnd a jednoznatnid v M
(tj. existuje-li ke kaZdému a € M jen jeden element o stfedu a, ktery patii k §),

2) Tento kruh se dotyké z vnittku kruZnice |x — @(t9)] = R(ty). Kreslete si to!
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ztotoZnime analytickou funkci § s funkci F takto definovanou: Pro kazdé ae M
existuje pravé jeden element &(a, f) € &, ktery mé stfed a; klademe potom F(a) =
= f(a). Tato funkce F je v M meromorfni (jsou-li viechny elementy z & holomorfni,
je F holomorfni v M); viz Cerny, véta 212, str. 403. DuleZit4 je tato véta:

Je-li & funkce analytickd a neomezené pokracovatelnd v M a je-li M < E
Jjednoduse souvisld, je § jednoznacénd (Cern)’/, vita 225, str. 433), a tedy ji Ize ztotoz-
nit s funkci F meromorfni v M (jsou-li vSechny elementy z § holomorfni, je F holo-
morfni v M).

Budiz § funkce analytickd v M a budiZ M, oblast, M, = M.Je-liae M,, &(a, f) €
€ &, uruje tento element jednak funkci & analytickou v M, jednak jistou funkci &,
analytickou v M,. &, se nazyva vétev analytické funkce § v M .Je-liae M, be M,
&(a,f) € & &(b, g) €, potom existuje kfivka ¢ v M tak, Ze &(a, f) —> &(b, g), ale
nemusi existovat kfivka y v M, tak, aby bylo &(a, f) - &(b, g); v tomto pfipadd
elementy &(a, f), &(b, g) uréuji dvé rizné vétve funkce § (analytické v M) v oblasti
M. V studiu analytické funkce § v M je Casto vyhodné volit M, tak, aby viechny
vétve funkce § v M, byly jednoznaéné; s pfiklady se Casto setkame.

BudiZ § funkce analyticka v oblasti M = E. BudiZ a € M. Potom miiZe (ale nemusi)
existovat element funkce & o stfedu a a takovych elementi miiZe byt vice (i nekone&nd
mnoho): &(a,f) €&, &6(a,g9)e§, &(a,h)eF,... Hodnoty téchto elementd, tj.
gisla f(a), g(a), h(a), ... nazveme hodnotami analytické funkce § v bod& a (Cerny,
str. 398).

V knize Cerného je vybudovana teorie analytickych funkci obecné. My se v dal$im
textu nejlastéji setkame s funkcemi v M analytickymi a neomezené pokradovatelny-
mi, obsahujicimi jen holomorfni elementy. Podle toho jsem vybral obsah tohoto
paragrafu. Proto je jeho obsah pon&kud nesourody; napf. jsem vibec nemluvil
o analytickych elementech se stfedem co. Nam to vadit nebude, ale v obecné teorii
analytickych funkci by to byl tézky nedostatek.

Jeit& jedna ptipominka. Ctenaf zna pojem pélu (Cerny, str. 313). Podle Cerného,
str. 443, nepotita Cerny pdly meromorfni funkce mezi jeji singuldrni body. Pro nis
bude vs$ak vyhodnéjsi pocitat pSly mezi singularni body.

§2
Existenéni véta pro systémy linedrnich rovnic

Jde o systémy rovnic tohoto typu (8arky znadi derivace):
V' =a(x)y + b(x)z + c(x) ¥y + d(x) 2’ + e(x) 2" + f(x),
2" =a(x)y + B(x)z + ¥(x) ¥ + 8(x) 2’ + &(x) 2" + ¢(x)
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apod., které lze (viz kap. TI, potatek § 2) pfevést na systémy tvaru
y n
(8) ’d_ =J§ akj(x)yj + bk(x) (k = 1, 2, esey n) .

Véta 20. Budte Xo, V105 .., Yno koneénd komplexni Cisla. Necht funkce axfx),
bi(x) jsou holomorfni v kruhu |x — xo| <7 (0 < r £ + ). Potom existuje prdvé
jeden systém mocninnych rad tvaru

© Yi(X) = Yio +m§10k"'(x —-x)" (k=1,2,...,n),

konvergentnich v kruhu |x — xo| < r, které v tomto kruhu spliiuji rovnice (8).
Poznamka 1. Prosté &leny yxo v (9) Fikaji, Ze jsou spln&ny po&ate¢ni podminky
)’k(xo) = Yko-

Dikaz. Zavedu-li misto x, y, za proménnou a za nezndmé funkce x — x,,
n

Y — Yeo (tim se zméni b(x) 0 Y. ax¥jo), Vidim, Ze smim pfedpoklidat x, =
=1

= Y10="-- Yo =0.
Necht tedy

(10) afe) = St bis) = 3 b

jsou konvergentni pro |x| < r. Maji-li fady

(11) | yl(x) = milckmx"'

v jistém okoli po&atku konvergovat a spliiovat rovnice (8), musi byt spln&ny rovnice,
jez dostaneme dosazenim ¥ad (11) do (8). Poznamenejme, Ze zde nejde o pom&rng
sloZité Gipravy podle véty 7, nybrZ prost& o nasobeni absolutng konvergentnich fad?).
Rovnice, o nichZ jsem se zminil, jsou

m—2

(12) & = by, My, = Z Zlakjicj.m—l—i + b1 (m>1),
j=

i=0

coZ dava pravé jedno feSeni pro &isla c,. DokaZeme-li jesté, Ze fady (11) s témito
koeficienty konverguji pro |x| < r, bude véta dokazéna.

3) Mocninn4 fada v jedné proménné, konvergentni v oteviené mnoZiné, je v ni absolutn&
konvergentni, jeZto neabsolutni konvergence muZe nastat jen v bodech konvergenéni kruZnice.
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K tomu cili zvolme libovolné &islo R intervalu 0 < R < r; potom existuje K (0 <
< K < +o) tak, Ze

K K
(13) |akj,-| < E 9 Ibkil < E .

Vysetfujeme systém rovnic

dy, > K * K .
14 =Y =XV, +...+¥)+ ) —x'.
( ) dx igoRl (l ) i;oR'

Pfedpoklddejme na okamZik, Ze jsme nasli feSeni rovnic‘(14) (branych jako rovnice
v redlném oboru), které ma tvar

(15) R =m21Ckmx"' (k=1,...n)

a vyhovuje rovnicim (14) v intervalu 0 < x < R, pfiemZ fady (15) v tomto intervalu
konverguji. Potom &isla C,,, nutn& vyhovuji rovnicim tvaru (12), ale s &sly KR™*
misto ayj;, by;. Z nerovnosti (13) plyne pak |cm| £ Cyn» takZe fady (11) konverguji
v oboru |x| < R, a tedy v celém oboru |x| < r (jezto R Ize volit libovolng blizko
&slu r), a dikaz bude hotov.

Hledejme tedy feSeni rovnic (14). Tyto rovnice lze pro 0 < x < R psat ve tvaru

v, K

JeZto nam jde o feSeni tvaru (15), budeme hledat v intervalu 0 < x < R feleni
neziporna a takova, Ze Y,‘(x) -0 pro x—>0,, k=1,2,...,n. Musi tedy byti
Y, =Y, = ... = Y, nebot hledané funkce maji mit v intervalu (0, R) stejnou derivaci
a nulovou limitu pro x — 0. Jde tedy o feSeni rovnice

_ X v+
dx l—i

R
s podminkami Y(x) 2 0, Y(x) -0 pro x — 0. Pogitejme:

1 dY K

nY+1;l;_1_i
R

lg(nY+ 1) = —RKnlg (1 - %) + konst .
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Pro x — 0, dostaneme, Ze konst = 0. Tedy mame pro 0 < x < R feSeni

Y(x) = %((1 - %)-m— 1) :

UtZijeme-li binomické fady, vidime, Ze Y(x) je vskutku mocninné fada bez prostého
¢lenu, konvergentni pro 0 < x < R.

Poznamka 2. Dikaz této véty byl podstatné jednodussi nez dikazy v kap. II.
Daleko diileZit&jsi je vsak tento fakt: Jsou-li ,,koeficienty* a,;(x), by(x) holomorfni
v oboru |x — xo| < r, dostavime FeSeni, které je také holomorfni v celém oboru
|x — xol < r. To ma velmi dilezity disledek, ktery odvodime ve vété 21.

Pienesme jest& vétu 20 na jednu linedrni rovnici n-tého fadu.

Véta 20a. Budte a,(x), ..., a,(x), b(x) holomorfni v kruhu |x = xo] <r(0<rs=

< +o0). Budte yo, Yo, ---» y§&~1D koneénd komplexni Cisla. Potom existuje prdvé

20
jedna mocninnd fada y(x) = Y. ca(x — Xo)", kterd spliiuje ,,pocdtecni podminky*
o

m=

dy ! d"_ly — 4(n—1)
¥(%0) = Yo, <dx),,— Vo s - (dx"'l n Yo s

=xo =Xo

konverguje v kruhu |x - xol < r a spliiuje v tomto kruhu rovnici

dn—ly
dxn—l

d"y
dx”

+ .+ a,,_,(x)% + a,(x) y = b(x).

(16)

+ a,(x)

Dukaz. Rovnici (16) Ize prevést na systém

dy _ dy1 _ dyn-z _
dx = Y1 dx V25 ey _—dx Yn-1>
dy,_
ot o 0 (X) Yaor = o = e y(%) y1 — ai(X) ¥ + B(x),

dx

na ktery uZijeme véty 20.

Poznamenejme, Ze z po&ate¢nich podminek plynou rovnosti

’ n—1

= =20 =0
Co= Yo €1 TR Cr—1 (n 1) .

Véta 21. Budiz ¢ kfivka s poldteénim bodem x,, koncovym bodem X,. Funkce
ayj, by (k,j =1, ..., n) budte holomorfni v jistém okoli bodu x,. Necht existuji
pokracovdni

ol 0o
év(xo’ ak}') h—> ép(XO’ Akj) s ép(xo, bk) —% é”(XO’ Bk) .

¢
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Potom plati: Nechf funkce y,, ..., y, ddvaji feSent systému (8) v jistém okoli bodu x.
Potom existuji pokracovdni &(x,, Vi) L:L 8(Xo, Y,) a funkce Yy, ..., Y, ddvaji

v jistém okoli bodu X, FeSeni systému

S A Y+ Bx) (k= 1,.).

dx j=1

Dukaz. UZijeme véty 19, kde funkee f, g, ..., h budou ted funkce ay;, by (k,j =
= 1,2,..., n). Sestrojme d&leni, kruhy a funkce podle 1), 2), 3), 4), 5), 6). Budiz
Y15 -+ Y TeSeni systému (8) v jistém okoli bodu x,. Je#to ay;, by jsou holomorfni
v Ko, jsou také yy, ..., y, holomorfni v K, (vé&ta 20). Sestrojme &isla y,(xy), ..., Ya(x1)
(x, je stfed kruhu K, a je x, € K,). Podle konstrukce dé&leni, kruhii a funkei existuji
v K, holomorfni funkce g, (x), b,(x) tak, Ze v K, N K; je

(17) ayj = aj, by =by.

Jezto kiivka ¢, (tj. ¢(t), T, < t < T,) probiha v Ko, je zfejmé

hol

(18) g("o: akj) % é’(xn 5kj), é"("o, bk) o év(thk)-

Podle véty 20 existuje v K, holomorfni feseni jy,, ..., y, systému

(19) De _ 3 ale) 7, + Bil).

dx ji=1

vyhovujici po¢ateénim podminkam j,(x,) = yi(x,) (k = 1, ..., n). Ale v jistém okoli
bodu x, plati rovnosti (17), takZe j,, ..., Jix davaji v jistém okoli bodu x, také feSeni
systému (8). Takeé y;, ..., y, v8ak dévaji v jistém okoli bodu x, € K, feSeni systému
(8) a vedle toho VyhOVll_]l v bodg x, tymZ pocate&nim podminkam (7,(x,) = yi(x,))-
Podle véty 20 (jednozna&nost) je tedy 7i(x) = yi(x) v jistém okoli bodu x,, a tedy
v celé mnoZing K, n K, takZe &(xo, ¥i) ¢_xl) &(xy, ). Zarovedt dava systém
F1s «--» P, TeSeni systému (19) v celém K. Tim jsme se z K, dostali do K; a opakova-
nim tohoto postupu dojdeme po N krocich k funkcim Yy, ..., ¥,.

Poznamka 3. Véta 21 fikA — zhruba feCeno — Ze u linedrnich systémi se nemo-
hou vyskytnout ,,pohyblivé singularity*: pokud 1ze podél n&jaké kfivky holomorfné
pokracovat ,.koeficienty* a;, by, 1ze podél ni holomorfn& pokragovat i feSeni systé-
mu (8).

Odvodim nyni nékteré véty, které asi vétsina Ctenafd zna v redlném oboru. Pro
jednoduchost pfedpokladejme, Ze koeficienty a;, b, v (8) jsou holomorfni v n&jaké
jednoduse souvislé oblasti M = E (M =+ 0). Potom kaZdé feSeni systému (8) v jistém
okoli n&kterého bodu x, € M lze podle véty 21 rozsifit na holomorfni feSeni v ce-
Iém M. Budeme proto v dalsim mi¢ky pfedpokladat, Ze vySetfovana feSeni jsou holo-
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morfni v M. PiSeme-li systém n funkci jako vektor o jednom sloupci (,,vektorova
funkce*), Ize (8) psat ve tvaru '

(20) dr _ A(x)y + B,
dx
kde
Y1 ajss s Ain bl
y = . ’ A =] ceeeecene ’ B = .
,V,,' Apis +oey Ay bn

d
(21) T AR)y.
dx
Jsou-li
fll flk
fo=1:1],..,.f=]|: (kgl)
fnl fnk

n&jaké vektorové funkce a existuji-li konstanty ¢, € E, ..., ¢, € E tak, Ze aspotii jedno
¢; ¥ Oaze

(22) ey fi(x) + ... + o fi(x) =0

(nula vpravo zna&i nulovy vektor) pro vSechna x n&jaké mnoZiny P, budeme fikat,
ze f,, ..., f; jsou linedrné zavislé v P; jinak fikame, Ze jsou lineidrn& nezaivislé v P.
Podotknéme: jsou-li f; holomorfni v M a plati-li (22) v néjakém okoli néjakého
bodu x, € M, plati (22) v celém M. A% do konce tohoto paragrafu budu misto
,,Zavislé (nezavislé) v M* fikat ,,zavislé (nezavislé)*. Rovnice (22) mezi vektory
znamena totéZ jako n rovnic mezi jejich ,.komponentami‘

(23) e fux)+ o+ afil(x) =0 (j=1,...,n).
DokaZi nyni téchto pét tvrzeni:

1. Jsou-li y,, y, (vektorové funkce) dvé reseni systému (21), ¢y, c, komplexni
cisla (konecnd), je té c,y, + cy¥, Feseni. Nulovy vektor je FeSenim.

2. Mdme-li n rFeseni

Yij
(24) vi={:] (G=1..n),

66



potom determinant

(25) Wy ) = coeieiiennn
Yar(%) +-os Ynl)

Je budto ve vSech bodech x € M riizny od nuly, a potom jsou Y, ..., ¥, linedrné
nezdvislé, nebo je ve vsech bodech x eM roven nule, a potom jsou y,, ..., ¥, linedrné
zdvislé.

3. Existuje systém n linedrné nezdvislych reseni. Takovému systému Fikdme
fundamentailni systém Feseni.

4. Budiz y,, ..., ¥, fundamentdlni systém FeSeni. Potom kaZdé FeSeni z md tvar
zZ = ¢y, + ... + €Y, s vhodnymi komplexnimi konstantami c;.

5. BudiZyy, ..., Yo fundamentdlni systém Feseni; budiz z,, ..., z, néjaky systém n
FeSeni, takZe

Zi=ZC,-JYJ (i= 1, ...,n)
j=1

s konstantnimi c;;. Potom z, ..., Z, je fundamentdlni systém tehdy a jen tehdy,
kdy? matice Cisel c;; je nesinguldrni (tj. jeji determinant neni nula).

Dikaz. Bod 1 je jasny.
Bod 2: Vyraz ¢; ¥,(x) + ... + ¢, ¥,(x) m4 komponenty

(26) ¢y yia(%) + €2 yia(x) + oo + ¢ yia(x) s

€1 Yni(X) + €2 Yu2(%) + o0 + Cn Yulx) -

Je-li systém vy, ..., Y, zavisly, existuji &isla c,, ..., c, (aspor'x jedno ¢; # 0) tak, Ze
viechny komponenty (26) jsou rovny nule pro viechna x € M. Tedy je W, , (x) = 0
pro viechna x € M. Necht naopak W, y"(xo) = 0 aspoil pro jeden bod x4, € M.
Potom existuji ¢isla cy, ..., ¢, (aspoil jedno c; # 0) tak, Ze komponenty (26) jsou
v bod& x, rovny nule. To viak znamen4, Ze feSeni

Y21

Z=cy; + ...+ cY, |piSiz=
zll

vyhovuje po&ateénim podminkdm z,(x,) = --- = Z(Xo) = 0, kterym vyhovuje té2
nulové feseni. JeZto (v&ta 20) je feseni jednoznacn& urleno polatednimi podminkami,
je z(x) = 0, tj. ¢, y,(x) + ... + ¢, ¥a(x) = 0 pro viechna x € M.

Bod 3 je nyni zfejmy: Zvolim bod x, € M 2 potateni podminky y,[(x,) tak, aby
W,,...,.(%0) + 0, a uziji bodu 2 (napt. y,(xo) = 1 pro i = j, jinak yij(%0) = 0).
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Zy
Bod 4. Znaéme z = | : |. Zvolme bod x, € M. Jeito Wm,....,-,.(xo) %+ 0, existuji
zn
Cis enees Cp tak, Ze ¢, yjl(xo) + ... +¢, yj,,(xo) = zj(xo) (] =1, cen n). Tedy z vyho-
vuje v bodé x, tymZ pofatetnim podminkim jako c;y, + ...+ cy,, tedy
Z=cy; + ...+ cYn

Bod 5. Podle pravidla o nisobeni determinantii je W;, . = Det(c;). W,
a uzije se bodu 2.

19eees¥n?

DokaZzeme je3té jeden vzorec pro W, ., (x), kde y,, ..., ¥, jsou feSeni (21). Pisme
krat&eji W(x) nebo W. Je dW/dx = W, + ... + W,, kde W, vznikne z W derivovanim
j-tého ¥adku. Uziji-li (21), dostanu

n n
zaljyjl PERRRYS Zaljyjn
ji=1 ji=1

Odectu-li od prvniho fadku vhodnou linedrni kombinaci ostatnich, dostanu W, =
= a;;Wa obdobné W; = a;;W,j = 1,2, ..., n, tedy

dw
il (ag; + aza + ... + a,,) W.

Odtud dostanu W takto: PoloZim

F(x) = W(x) . exp (— J (ags(z) + ... + a,(2)) dz)
(integral se bere ptes jakoukoliv k¥ivku v M s po&atkem x, a koncem x). Potom
dF (x) _

) = (G = @)+ 0P o0 [ (auie) o el )

tedy :—F = 0, F(x) = C(C je konstanta) a dosazenim x = x, dostavame C = W(x,).
x

Tedy
(27) W(x) = W(x,) exp (J‘ (a11(2) + ... + a,(2)) dz) .
Obrafme se nyni k systému (20), tj. .

3_1 = A(x)y + B(x).
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OkamZit? je patrné toto: Je-li Y Feseni systému (20) (jde vesmés o vektorové funkce),
Jjsou vSechna reSeni ddna vyrazemy + Y, kde y probihd vSechna FeSeni ,,homogenni-
ho* systému (21). Znam-li fundamentalni systém feleni y,,...,y, systému (21)
mohu k hledéni feSeni systému (20) uZit tzv. metody variace konstant takto: PoloZim,
Y =C,y, + ... + Cy, kde Cy, ..., C, jsou dosud neuréené holomorfni funkce
(nikoliv vektorové funkce!), které hledame tak, aby Y bylo feSenim systému (20),
tj. aby bylo

i+ ... +Cy,+Cyi + ...+ Cy,=A(Cyy, +...+ Cy,) + B.

Jeito y; = Ay;, lze tuto podminku psét jako systém rovnic Ciy;; + ... + Cyj, =
=b; (j=1,...,n). Jeito W, ,(x)=+0, ma tento systém holomorfni feSeni
1 ---s C, k n€muz existuji holomorfni primitivni funkce C,, ..., C,.
Pro jednoduchost jsme ptedpokladali, %e oblast M byla jednoduse souvisla, takZe
viechna feSeni se skladala z funkci holomorfnich v M. Jak se tyto véty daji roziifit ‘
analytickym pokraCovanim koeficientl a,;, by a feleni, je vidét z véty 21.

Podivejme se jests, jak lze prenést tvrzeni 1 aZ 5 na rovilici n-tého ¥adu

. n n—1
(28) d—y+al(x)jn_}:+...+a,,(x)y=0,
x

dy,—»
29 - = ’ el = 3 eeey .—"'— = Va-1>
( ) dx 1 dx Y2 dx -1

dyn—l

P —a,(x)y = a,-1(x) y1 — - — @4(X) a1 -

Zde aj(x) a také feSeni rovnice (28) jsou komplexni funkce (ne vektorové). a; budte
opé&t holomorfni v jednoduse souvislé oblasti M = E. Po&ate¢ni podminky pro (28)
maji tvar

y(xo) = Yo» J"(xo) = y6, veey y(n—l)(xo) = .Vg'_l) >

kde xg, Yo, ---» Y3~ jsou dana &sla. Funkce fy, ..., fy nazgvdm oviem linearn&

zavislé v M, jestliZe existuji &isla cy, ..., ¢, (aspoil jedno c; + 0) tak, Ze ¢ fy(x) + ...
oo + f,‘(x) = 0 pro viechna x € M. JestliZe pro viechna xe M je g(x) =
= a, fi(x) + ... + o fi(x) s konstantnimi «; plati obdobny vztah gU)(x) =
= o, f(x) + ... + o fP(x) mezi jejich derivacemi. Podle této poznimky &tenaf
ihned zjisti, Ze z 1 aZ 5 plynou tato tvrzeni pro feleni rovnice (28):

1. Jsou-li yy, y, FeSeni, cy, c; koneénd komplexni &isla, je ¢ yy + ¢2y, FeSeni.
Nulovd funkce je Feseni.
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2. Jsou-li ¥, Y2s +++s Yn FeSeni, potom tzv. Wronského determinant

Y}(x), vens y,,,(x)
) B o) = O i)

ye(), ...y (%)

je budto ve viech bodech x € M rizny od nuly, a potom jsou y, ..., y, linedrné
nezdvislé, nebo je ve vech bodech x € M roven nule, a potom jsou y,, ..., y, linedrné

zdvislé.
3. Existuje n linedrné nezdvisljch feSeni (ndzev: fundamentdlni systém Feseni).

4. Je-li yy, ..., y, fundamentdlni systém FeSeni, md kaZdé FeSeni z tvar z=
= €1y1 + ... + ¢,Y, S vhodnymi komplexnimi konstantami c;.

5. BudiZ y,, ..., y, fundamentdlni systém FeSeni; budiz z,, ..., z, néjaky systém
FeSeni, takZe .

. ' zi=Ycyy; (i=1,..,n)
=1
s konstantnimi c;;. Potom z,, ..., z, je fundamentdlni tehdy a jen tehdy, kdy? matice

cisel c;; je nesinguldrni,
Pro determinant (30) plati podle (27)

(31) W(x) = W(xo) exp (_ I " ay(2) dz>.

X0

Ctenaf si sim rozmysli, jak bude vypadat metoda variace konstant pro rovnici
y® + ay®~D + ... + a,y = b (nebudeme to potiebovat).

Poznamka 4. Rovnici (lineérni) 1. fadu lze FeSit také nasledujicim zplisobem, ktery
je Ctenafi asi b&Zny. Mam-li fedit rovnici d_y); + a(ﬁc) y =0 s holomorfnim a(x),
sestrojim funkci A(x), primitivni k a(x). Dosazenim se ihned pfesv&d&ime, Ze y(x) =
= exp (— A(x)) je fedeni, a to nenulové, a tedy dava fundamentélni systém (je n = 1).
Rovnici % + a(x) y = b(x) miZeme potom felit variaci konstant (omezuji se

zatim na jednoduSe souvislou oblast M < E), tj. vlastn& jejim pfepsanim ve tvaru

(y(x) exp (A(x))) = b(x) exp A(x).

Poznamka 5. Zvla§té jednoduchy je pfipad systému (8) s konstantnimi a;,
specidlné pfipad rovnice (16) s konstantnimi a,. Nebudu zde tyto pfipady probirat;
&tenaf, ktery si predte pFislusné odstavce tykajici se redlného oboru (napf. ve zndmych
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knih4ch Stépanova, Petrovského neb Pontrjagina), zjisti ihned, Ze viechny podstatné
v&ci se beze zmé&ny prenaseji na komplexni obor. Uvedu jen pfipad rovnice
d» dar- 1
y + a, y
dx" dx"~1t

d
+...+a,,_1~y+a,,y=0
dx

s konstantnimi a;. Dosadim-li do levé strany y(x) = ¢ (¢ konstanta), dostanu
e* P(¢), kde P(§) = &" + a,&" ' + ... + a,-1& + a,. Tedy e® je feSenim tehdy
a jen tehdy, kdyZ P(g) = 0. JestliZe ¢ je k-nasobny kofen rovnice P(¢) = 0 (k > 0),
da se k n&mu sestrojit k feSeni e?*, xe®*, x2e?, ..., x*~1¢®*, Tak dostavime vidy
celkem n feSeni a da se dokazat, Ze tvofi fundamentélni systém. Ctena¥, ktery to
nezni, miZe se pokusit o dikaz.

Piiklad: U rovnice y© 4 2y” + y' =0 jde o rovnici &5 + 28 + ¢ =0,
tj. &(&* + 1)? = 0's jednoduchym kofenem 0 a dv¥ma dvojnasobnymi i, —i. Funda-
mentélni systém, ktery takto obdrZime, je 1, e, xe'*, e~ **, xe™™*. Také 1, cos x,
X €0s X, sin x, x sin x je fundamentalni systém (uZije se bodu 5). '

§3

Funkce neomezené pokracovatelné v prstenci

O<|x—x|<r 1)

Jelixo € E,0 < r £ + o0, budeme znakem U(x,, r) znatit mnoZinu [x — xo| < 7,
znakem P(x,, r) znagit mnoZinu 0 < |x — x,| < r (tzv. prstencové okoli bodu Xo)-
Zobrazeni mnoZiny M do P(x,, + o) znadi tedy kone&nou komplexni funkci v obo-
ru M, kterd nenabyva hodnoty x,,.

Budeme &asto dokazovat vzorce, obsahujici hodnoty analytickych funkci v urCi-
tém bod&. Napf. se miiZeme ptat, zda v uréitém bod& x plati mezi hodnotami &ty
analytickych funkci §; rovnost

Fix) - Fax) = Fs(x) + &) .

Jsou-li §; mnohozna¢né, nem4 tato otdzka smyslu, pokud nefeknu, které hodnoty
funkci &; v bod€ x minim. Musime tedy jednotlivé hodnoty funkci §; n&jak vhodn&
charakterizovat. Uloha bude usnadn&na tim, 7e se pro dal$f potfebu miYeme omezit
na funkce analytické a neomezen& pokradovatelné v n&jakém prstenci P(xo, r).

1) 0d tohoto okamziku a% do konce bude pismeno i znamenat v¥dy imagindrni jednotku.
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Typické funkce tohoto druhu v P(x,, + o) jsou analytické funkce, oznagované
oby&ejng log (x — Xo), (x — Xo), s€ E. (Je to ono trochu nedisledné oznageni, na
které jste ostatn& zvykli: funkce f se n€kdy zna&i f(x), atkoliv by toto oznageni mélo
znamenat hodnotu funkce f v bod€ x.) Viimn&me si trochu t&chto funkci. Je-lia % 0
kone¢né dislo, existuje nekoneéné mnoho &isel, kterym fikime hodnota argumentu
&isla a (viz Cerny, str. 116—125). Je-li ¢ jedna z t&chto hodnot, jsou viechny dany
vyrazem & + 2km, k celé. Hodnotou logaritmu &isla a nazyvame kazdé dislo
Ig |a| + i, kde Ig znadi redlny logaritmus a ¢ je libovolnd hodnota argumentu a.
Podobn& hodnotou s-té mocniny &isla -a nazyvame kazdé &islo exp (s (Ig [a| + i),
kde opét & je libovolna hodnota argumentu a. Lze tedy kaZzdé hodnoté& £ argumentu
pfifadit jednoznaén& uréitou hodnotu logaritmu a s-té mocniny; toho pozdé&ji pouZi-
jeme. (Cerny znagi mnoZinu viech hodnot s-té mocniny &isla a znakem 9 (a).) Dile-
Zité jsou pojmy jednoznatné vétve (zkratka j. v.) argumentu, logaritmu a s-té mocniny
(Cerny, str. 151 a nasl.). BudiZ f spojité zobrazeni mnoZiny M < S do P(0, + ).
Rikéme, Ze funkce A (v oboru M) je j. v. argumentu f(x) v mnoZin& M, jestliZe pro
kaZdé x € M je A(x) n&kter4 hodnota argumentu &isla f(x) a jestliZe mimoto je A
spojitd v M. PodoBng pro j. v. logaritmu f(x) a s-té mocniny f(x) (Cerny, str. 152).
JeZto napf. neexistuje j. v. argumentu x na kruZnici |x| = 1, jsou duleZité existenéni
otazky. Je vidét, Ze z existence j. v. argumentu plyne existence j. v. logaritmu a s-té
mocniny. Vé&ta 96 v Cerném fika mj.: Je-li f spojité zobrazeni intervalu {t,, t,>
do P(0, + o0), existuje v to, 11> j. v. argumentu f(x). Specialn&: Je-li ¢(t), t, < t <
< t,, kiivka, a je-li F spojité zobrazeni mnoZiny <¢) do P(0, + o), existuje jedno-
znadna vétev A argumentu F(¢(?)) v intervalu {to, ;> (viz Cerny, str. 212—215).
Rozdil 4, arg F(x) = A(t,) — A(to) nezavisi na volbé j. v. A a nazyva se priristek
argumentu F(x) podél kfivky ¢. Pro nas bude zvlast& duleZity ptipad F(x) = x — x,,
takZe jde o j. v. argumentu ¢(f) — x, v intervalu {to, #;>. Je-li {¢p> < P(xo, + ),
lze sestrojit 4, arg(x — x,). Je-li ¢ uzaviend kiivka, je 4,arg(x — x,) = 2zn,
kde n je celé Cislo. Klademe potom ind, x, = n; nézev: index bodu x, vzhle-
dem k ¢.

Je vam znamo, Ze z hodnot logaritmu Ize vytvofit analytickou funkci, zvanou
log (x — x,), takto: Vezmu libovolny bod a € P(x,, +c0) a libovolnou jedno-
zna¢nou vétev L(x) logaritmu x — x, v n&terém okoli bodu a (je zfejmé, Ze v dosta-
te¢né malém okoli bodu a existuje j. v. argumentu x — x,, a tedy i j. v. logaritmu
x — X,). Vite, Ze L je holomorfni v jistém okoli bodu a. Tedy lze sestrojit &(a, L).
Mnozina viech elementii &(a, L) pravé popsanych je jistd analytickd funkce
v P(xo, + ), kterd je v tomto prstenci neomezen& pokradovatelnd pomoci holo-
morfnich elementi; tato funkce se pravé nazyva log (x — x,). Podobn& mnozina
elementi &(a, exp (sL)) je analyticka funkce s obdobnymi vlastnostmi. (Viz Cerny,
str. 396—397.) Tuto analytickou funkci budeme znalit (x — xo)'. Je-li M <
< P(x,, +0) jednoduse souvisl4 oblast, jsou podle véty o monodromii (Cerny, véta
225) viechny v&tve analytickych funkcilog (x — x,), (x — Xo)° v oblasti M jednozna¢-
né, a tedy holomorfni. Imaginarni &ast vétve log (x — xo) v M je oviem jista j. v.
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argumentu x — xo v M. Oznadime-li ji A(x), jsou viechny jednoznadné vétve
log (x — xp) a (x — xo)° v M dény vyrazy

Ig |x — xo| + i A(x) + 2kmi,
exp (s (Ig [x — xo| + i A(x) + 2kni)),

kde k je libovolna celo&iselnd konstanta. Odtud a z definice indexu plyne: BudiZ ¢
uzavFend kfivka v P(xo, + ) s pocdtkem a; necht ind, xo = n. Necht A, resp. p,
je néjakd jednoznaénd vétev log (x — Xo), resp. (x — x,)° v jistém okoli bodu a;
potom je
(32)

{ 8(a, 2) —> a2+ 2nmi) ,
&(a, u) —> &(a, exp (2nmis) . ) .

Pfikroéme nyni k obecnému pfipadu. .

Budi? dan bod x, € E, &slo r (0 < r S +0) a funkce &, kterd je v P(xo, 1)
analytick4 a neomezeng pokradovatelni a ma jen holomorfni elementy. Budu mluvit
(aniZ bych to vZdy pfipominal) jen o bodech, mnoZinach a k¥ivkach leZicich v P(x,, 7).

Casto budeme potfebovat disledek véty 231 z Cerného, str. 446: Budiz &(c, f) € §-
Budte ¢, dvé uzaviené kfivky s pocdtkem c, a necht ind, xo, = indy xo. Potom
&(c, f) md totéZ pokracovdni podél y jako podél ¢, tj. je-li &(c, f) - &(c, g), je
té% &(c, f) - &(c, 9).

Tvrdim: Je-li &(c, f) € &, je-li ¢ uzaviend kfivka s pocdtkem c a je-li

ind, x, = iA,,,arg(x - %) =0,
2n
Jje
(33) 8c.f) —> &(c.f).
Dikaz: Vezm&me pomocnou ,konstantni kfivku ¢ :y(f) =¢, to St <ty
Ztejm& indy x, = 0, &(c, f) —> &(c, f). Podle Cerného (diisledek véty 231) plati (33)-

Tvrdim nyni: Nechf ¢, jsou kfivky s pocddtkem a, s koncem b a nechf
4y arg (x — xo) = 4, arg (x — xo); necht &(a, f) —> &(b, g). Potom je 1éZ
&(a, f) - 8(b, g), tj pokracovdni elementu &(a, f) podél kFivky, konéici v b, zd-
visi jen na prirastku argumentu x — x, podél té krivky a nikoliv na ostatnich
vlastnostech krivky.

Dikaz: © = ¢ = y je uzaviens a zfejm& 44 arg (x — Xo) = 0. Tedy &(a, f) —>
—> 6(a,f). Jezto &(a, f) - &(b, 9), je &(b, g) s &(a, f), 8(a, f) - &(b, g9)

Zvolme nynj uréity element J(a, f) € & a uréitou hodnotu « argumentu a — Xo-
Po této volbg ptifadime kazdé dvojici b, f kde b € P(x,, r) a B je libovolnd hodnota
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argumentu b — X, urdity element & € §. Ptjde o zobrazeni mnoZiny viech uve-
denych dvojic b, f na mnoZinu viech elementi z § (které nemusi byt prosté). Prifa-
zeni provedu takto: Vezmiu libovolny bod b € P(x,, r) a libovolnou hodnotu B argu-
mentu b — x,. Sestrojim k¥ivku ¢ s pogitkem a a koncem b tak, Ze a + 4, arg (x —
— Xo) = B. ?) Plati &(a, f) —> &, kde & je jisty element z § o stfedu b. Ten zAvisi
jenna b a na 4,arg(x — x,), tj. na . Ozna&me jej tedy &>%. Pfi tomto oznadeni
je &(a, f) = &** (pokradovani podél ,,konstantni,, kfivky ¢(t) = a). KaZdy element
& € § lze psat ve tvaru &> s n&kterymi b, B, nebof existuje ¢ tak, Ze &(a, f) —-> €.

Ozna¢me nyni hodnotu elementu & znakem F#(b); nazveme ji hodnotou funkce §
v bodg b, piislu$nou k hodnoté B argumentu b — x,. DokdZeme nyni dvé diileZité
vlastnosti.

I Je &% - &, jestlize  je kfivka s pocdtkem b, koncem c a takovd, Ze
4,arg(x — xo) =y — B.

Diukaz: BudiZ  takova kf¥ivka. Zvolme kfivku ¢ s poCatkem a a koncem b tak,
Ze A, arg (x = xo) = B — a ?). Potom

dpiyarg(x —x)=f—a+y—B=y—a,
takZe &(a, f) s &°7, a za druhé &(a, f) - &P,
Odtud zfejmg &# - €.
II. BudiZ M < P(x,, r) oblast, ve které existuje jednoznaénd vétev A argumentu

x — xo.°) Kazdému x € M pFifadme Cislo H(x) = FA*(x). Tordim, %e H je holo-
morfniv M.

Diitkaz: Zvolme b € M. Jest £*4® = &(b, h), kde h je jista funkce holomorfni
v n&jakém okoli bodu b. Zvolme & > 0 tak malé, Ze U(b, ) = M a Ze h je holomorfni
v U(b, ); pro viechna x € U(b, 6) je |A(x) — A(b)| < n. DokéZ, Ze H(x) = F4*(x)
je holomorfni v U(b, 8).

Vezméme libovolny bod ¢ € U(b, d) a libovolnou kfivku ¢(t), to < t < t;, s po-
atkem b a koncem c, lezici v U(b, 6). Tedy je &(b, h) - &(c, h). Je

4, are (x = x5)] = |4(e) — A()] < 7
(nebof 4, arg(x — x,) je piiristek kterékoliv jednoznainé vétve arg(o(f) — xo)

na intervalu {t,, t;»). Tedy &(c, h) = &°, kde y je hodnota arg(c — x,) takova,
e |y — A(b)| < = (viz I). Ale také |A(c) — A(b)| < =, tedy |A(c) — 7| < 2m, y =

2) Takovi g existuje. Budiz totiz ¢o libovolna kfivka s po¢itkem a a koncem b. Je nutnd
@+ dg, arg (x — xo) = f— 2kn pro n&které celé k. Budiz € kfivka x, + (b— x) ¥,
0 < ¢t < 2n. Potom 4, arg (x — x,) = 2k= a staci o poZit ¢ = ¢ + 6.

3) Existence je zarudena, kdyz M je jednoduse souvisl4.
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= A(c). Tedy &(c, ) = £°4©). Z toho plyne, Ze h(c) = F*(c) = H(c) pro viechna
c e U(b, d); protoZe h je v U(b, 6) holomorfni, plati totéZ i o funkci H.

Vyznam véty II je v tom, Ze ndm dovoluje sestrojovat holomorfni v&tve analytické
funkce & v kaZzdé oblasti M = P(xo, r), ve které existuje jednozna¢na vétev A argu-
mentu x — X,. Viechny jednozna&né vétve argumentu x — X, v M jsou A(x) + 2km,
takZe dostdvam v M nekonen& mnoho v&tvi F4*2kx(x) (k celé), které oviem ne-
musi byt navzijem razné. Je zfejmé, Ze tim jsou dany viechny vétve funkce § v M:
Vezméme totiz libovolny bod ¢ € M; elementy o stfedu ¢ vytvofuji viechny vétve &
v M. Ale tyto elementy jsou pravé viechny elementy &°4(¢)*2¥* které, jak snadno
nahlédnete, vytvotuji véte F4™*2x(x).

Provedené pfifazeni elementd z § dvojicim b, B zavisi na tom, ktery element
&(a, f) € & a kterou hodnotu « argumentu a — x, jsme zvolili. Snadno byste zjistili
toto: kdybychom provedli volbu jinak, dostdli bychom jenom tu zme&nu, Ze ele-
ment &> by nyni dostal oznadeni &#*2**, kde celé &islo k nezavisi na b ani na g.
Zavislost naseho pfifazeni na é’(a, f), a je tedy malo zdvaZna. A

Vratme se nyni specialng k analytickym funkcim log (x — x,), (x — X,)* v prstenci
P(x,, + o). Elementy &% a hodnoty §*(x) zavedeme i zde. Ale zde se pfimo vnucuje
urditid volba vychoziho elementu ﬁ(a, f) a Cisla a. Vezmu a = x, + 1, nadeZ smim
vzit a = 0 a za f vezmu v okoli bodu x, + 1 (napf. v okoli o poloméru 1) onu vétev
log (x — x,), kterd pro x = x, + 1 nabyvéa hodnoty 0 (popfip. onu vétev (x — x,)’,
ktera pro x = x, + 1 nabyva hodnoty 1). Oznatme tyto vétve L, resp. M,. Mame
tedy pro logaritmus resp. pro mocninu rovnosti **'° = &(x, + 1, L), resp.
&>+ 10 = &(x + 1, M)).

Element &% je potom onen element, ktery vznik4 pokradovanim elementu g*o*1:
podél jakékoliv kfivky ¢(t), 1o < t < ¢, (s potétkem x, + 1 a koncem b), pro kterou
je

d,arg(x — xo) = B.
Vypodtéme nyni hodnoty funkci log (x — xo), (x — x,)° v bod& b, pfisluiné k hodno-

t& B argumentu b — x,; ty hodnoty ozna&im logs (b ~ x,), (b — Xo) (index B jsem
ted dal dold).

Sestrojme (¢ je kfivka uvedena vyse) fetézec
(34) {€(e0). f}i=00 5
kde poatetni element je &(x, + 1, L), koncovy je 8¢ = &(b, f**). Retézec se sklada
z elementd funkce log(x — xo), ti- f(x) =18 |x — xo| + i &(x) v jistém okoli
bodu ¢(t), kde £(x) je pro kaZdé x nékterd hodnota argumentu x — x,. Vime
(viz § 1, kap. III, str. 58), Ze funkce
(o(9) = Igo(t) — xo| + 1 &(o()
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a tedy i funkce A(f) = &,(¢p(A)) je spojita v <, t,), tedy je to jista jednoznatna vétev
argumentu ¢(f) — xo; je A(to) = 0, takZe A(t,) = 4, arg (x — x,) = . To znamena,
Ze f(o(ty) = logs (b — xo) = Ig [b - xol + iB. Tedy Hodnota logg (b — xo) je
ona hodnota log (b — x,), kterd mé4 imaginarni &ast B. Je to hodnota elementu &b,
ktery vznikd z elementu &(x, + 1, L) pokrafovanim podél libovolné kiivky (p
(s potatkem x, + 1, koncem b), pro kterou 4, arg (x — x,) = B

Obratme se k mocning&. Vyjdeme z fet&zce (34) a sestrojime Fet&zec

{6(e(®), exp (S (}izis
(piSi f*(x) misto f*). Je to vskutku fet¥zec, jeZto (34) je fetézec a  exp (sf*(x)) je holo-
morfni funkce x v jistém okoli bodu ¢(t). Ptitom

exp (sf*(¢(t,))) = exp (s L(xo + 1)) = exp0 =1,

takZe poCatetni element je &(x, + 1, M,). Koncovy element je tedy &°. Pogitejme:
(b = xo); je hodnota &, tj.

(b = xo); = exp (s/"(¢(t))) = exp (slog, (b — x,)) =
= exp (s(Ig [b — xo| + if)).

Tim je stanovena hodnota (b — x,);. Element &"*# vzniké z elementu &(x, + 1, M,)
pokragovanim podél libovolné kiivky ¢ (s potatkem x, + 1, koncem b), pro kterou
4,arg(x — xo) = B

Véta 22. Budi § analytickd a neomezené pokracovatelnd v P(xo, r). Budi?
é(a, f) € § a budiz ¢, uzaviend kfivka v P(xo, r) s poédtecnim (a tedy i koncovym)
bodem a, pro kterou ind, x, = 1. Tordim: JestliZe

(33) 8(a,f) — &(a.f).
potom je & jednoznacnd.

Poznamka 1. K zjiiténi, zda § je jednozna&n4, postadi tedy provést pokradovani
jednoho elementu podle jedné uzaviené k¥ivky ¢, s ind,, xo = 1. Casto byva po-
hodln4 ,,jednou prob&hnuti kruZnice*

oo(t) = xo + (a — xp) €', 0= t<2m.

Dikaz: Bud ¢, nejdfive kruZnice z poznamky 1. Podle druhé &asti véty 228
(Cerny, str. 441) je § jednoznalna. Z dusledku véty 231 (Cerny, str. 446) plyne, Ze
stejny vysledek dostaneme, vyjdeme-li z obecné kfivky ¢@,.

Vsimnéme si jest€ n&kolika véci, které budeme potiebovat pozd¥ji. Bud § analy-
ticka funkce, kterd je v oblasti M = E neomezené pokrafovatelnd holomorfnimi ele-
menty.*) Ke kazdému &(a, f) € § sestrojme &(a, f') (f’ oznaduje derivaci holomorfni

4) Tento ptipad ndm v dal$im postagi.
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funkce f). Ztejmé je toto: Je-li {&(o(t), f*)}:=1s Fetdzec, je i {&(o(2), () }i!t Fetézec.
Odtud je patrné, Ze viechny elementy &(a, f’) tvofi jednu analytickou funkci — ozna-
&ime ji &', ktera je v oblasti M neomezen€ pokradovatelnd holomorfnimi elementy
Dale je jasné, Ze z &(a, f) - &(b, g) plyne &(a, f') - &(b, g'). Analytické funkci
&’ se fika derivace funkce §. (Viz Cerny, str. 422—423; u Cerného je situace sloZi-
t&j3i hlavn& proto, Ze pFipousti také elementy, které nejsou holomorfni.)

- , T . wr ox .
Vite, Ze funkce log x ma derivaci ~ (tj.: je-li L jednozna¥na vétev logaritmu
X

v n&jaké oblasti M < E — {0}, je dﬁ_(x) =1 pro viechna x e M). Zabyvejme se
X x

derivaci funkce x°. Vezm&me n&jaky bod.a € E, a # 0. Budiz M c E — {0} n&jaka

oblast, ktera obsahuje bod a, v niZ existuje jednozna¢na vétev argumentu x; vezméme

jednu z t&chto vétvi a oznagme ji A. P¥islusna vétev logaritmu je 10g, x (x € M) —

ma imaginrni &ast A(x). Piislusna vétev x* je tedy x5, = exp (s 1og, x). Z pra-

vidla o derivovani sloZené funkce (jde zde o holomorfni funkce) plyne pro x e M

d s
(37) = Xy = " exp (5108 4(x)X) -

Jezto 1 = exp (—log x), kde za log x miZeme klast kteroukoli hodnotu logaritmu,
x «
je pravé strana v (37) rovna s exp ((s — 1) log,, X), a tedy

d o~
(38) a xA(x) = SXA(;) .

Odtud ihned (x)' = sx*~! a vztah (38) zaroveil ukazuje toto: Mam-li n&jakou jedno-
znacnou vétev funkce x°, ktera pfislusi jednozna¢né v&tvi 4 argumentu x, je derivaci
této vétve funkce sx*~1, ktera prislusi téZe v&tvi argumentu x. Pochopiteln& se vie
zjednodusi, je-li s celé, nebot potom je x° jednoznaéna a vse je trivialni.

Bud opét § analytick4 funkce v oblasti M = E, ktera je v M neomezené pokradova-
telnd holomorfnimi elementy. Vezm&me element &(a, f) € &. Funkce f je holomorfni
v n&jakém U(a, &). Podle vty 20 existuje ke kaZdému ¢ € E pravé jedna funkce g(x)
holomorfni v U(a, §), pro niZ plati g(a) = ca

(39) 9 _ 1.

Odtud je patrné, Ze viechny funkce g(x) splitujici (39) dostanu z jedné z nich pFicte-
nim libovolné konstanty. KaZdé feSeni rovnice (39) se nazyva primitivni funkci k f
v U(a, 8), element &(a, g) se nazyvé primitivni k &(a, f). Element &(a, g) urduje ana-
Iytickou funkci ® v oblasti M. Podle véty 21 je funkce & v M neomezené pokraco-
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vatelnd holomorfnimi elementy a plati: Je-li ¢ kfivka v M, &(a, f) - &(b, F),
&(a, g) —> &(b, G), spliiuje G v okoli U(b) bodu b rovnici

462

ax F).

tj. &(b, G) je element primitivni k &(b, F). Z toho plyne, Z¢ pro kaZdy element
funkce § existuje element funkce ®, ktery je k nému primitivni. Proto se funkci ®
fiké funkce primitivni k § v M. Je-li ¢ € E, je ziejmé ® + c také primitivni k § v M
(znakem ® + ¢ minim ovSem mnoZinu vSech elementi tvaru ﬁ(b, G + c), kde
&(b, G) € ®). Dokéazeme, Ze tim jsou viechny primitivni funkce k § v M vycerpany.
Budiz , takova funkce. Jak jsme zjistili, obsahuje G, primitivni element k &(a, f),
tedy element &(a, g + c) pro jisté c € E. Zfejm& tedy ®; = & + c. Poznamenejme
jenom, Ze rliznym hodnotim c nemusi odpovidat rtizné primitivni funkce: k funkci :_lc
je v P(0, + oo) primitivni funkci log x + ¢ s libovolnym ¢ € E. Ale log x + 2kni je
taZ analyticka funkce jako log x, kdeZto log x + 1 je jin4 funkce neZ log x.

Poznamenejme je§ts, Ze jsou-li §, ® analytické funkce v oblasti M < E, které
jsou v M neomezené pokracovatelné holomorfnimi elementy, je & = &' prdvé
tehdy, kdyZ G je primitivni k §.

Dikaz. Jeli § = 6, &(a,g)e D, je 6(a,g') e &' = §, tedy &(a, g) je element
primitivni k &(a, g') € §. Naopak, je-li G primitivni k &, zvolme element &(a, f) € §.
existuje element &(a, g) € ® primitivnik &(a, f). Tedy &(a, g') = &(a, f) vytvotuje &,
t. 6 = §.

Uvedme nyni nékolik drobnosti o funkcich x°, log x. Je-lia > 0, b > O ajsou-lis, ¢
realna, plati pro redlny logaritmus a kladné hodnoty mocnin

]ga + lg b= lg ab , a‘’h’ = (ab)’, a‘a® = astt .

Ptame se, jaké analogické vztahy plati pro hodnoty analytickych funkci log x, x°.
Vyse jsme znadili log, a, a} hodnoty téchto analytickych funkci, které p¥islusi k hod-
noté o argumentu ¢isla a. Pro komplexni (koneéné) a,b,s,t,ab %+ 0 potom plati:

log, a + logy b = log,,4(ab), azbj = (ab);+s,

a; a\’ a
st s+t a a s—t
a,a, = a, , —s = (—b> . —' =a, ,
bﬁ

a—p aa

log,a — logg b = loga_,,% .

Dukaz. Prvni vzorec: pfedné plati rovnost realnych ¢asti a imaginarni &st vlevo
i vpravo je « + B. U druhého vzorce je vlevo exp (slog, a).exp (slogs b) =
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= exp (s(log, @ + log, b) = exp (slog,+4(ab)) (podle prvniho vzorce), ale to je

pravé prava strana. Ostatni vztahy si étenaf analogicky jist€ dokaZe sam.
Pfipomeiime jeité n&které kvantitativni vztahy. Pro redlné y je [e" | = 1, tedy pro

xeEje|ef| = &= Jellixe E, se E, x # 0 a je-li « n¥kterd hodnota arg x, je

x; = exp (s(Ig |x| + ia),
tedy

(40) |xi] = exp(Res.Ig|x| — «Ims) = |x|***exp (—aIms);

pfitom |x|'“’ znamend zde hodnotu mocniny pfisluSnou k hodnoté 0 argumentu
kladného &isla |x|; je to prosté kladna hodnota mocniny kladného &isla |x| s realnym
exponentem, tj. je to |x|*** ve smyslu znimém z elementd diferencialniho po&tu
v redlném oboru.

Z (40) plynou nasledujici vztahy, které budeme v daliim stale pouZivat:
1) Je-li s redlné, je pro kaZdou hodnotu & argumentu x
el = [x[*-
2) Jedi |¢| < K4, |Ims| £ K, je
|x[Res e7 XK < |x5| < [x|Re K2
Pfipojme jesté trividlni odhad
g <]  Jtog. x| < ig <] + |o

1 pro0 < |x| < 1).

(pti aplikacich nutno uvaZit, Ze |lg |x|| je Ig |x| pro |x| = 1, alelg|~
x

Misto levé nerovnosti piSeme také

1
[log. x| 2 max (jal. [lg [x][) 2 5 (ftg ||| + |o{)-

V kruhu |x| < 1 existuje vétev 4 argumentu 1 + x takova, Ze [A(x)| < % 7. V tomto

oboru dostaneme pomoci Taylorova rozvoje ihned

log, (1 +x) =Y (=1)"! ol
m=1 m
S s s m
(1 + XYy = X2 ( )x .
m=0 \M

Provedme nyni tuto tvahu. Jsou-li & = &(a,f1), &, = &(a,f,) dva elementy
(o tém stfedu), definuji jejich soudet a soudin vzorci

&1+ 8, =8, f1+ 1), €16:= E(afifs)
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(Cerny, str. 405). Je-li ¢ € E, piSme pro struénost ¢ &(a, f) = &(a, cf) (mohli bychom
oviem také psit &(a, c) &(a, f)). Je-li nyni &; —> &}, &, —> &2, mame zfejme

g1+é’2—¢>g’1+é’;, gltgz—q‘)giglz.

Obecngji definujeme: Je-li P(uy, ..., u,) n&jaky polynom v k prom&nnych a jsou-li
dany elementy &; = &a, f;) (j = 1,2, ..., k), definujeme

(41) P(&y, ..., 6) = 8(a, Pfy, ... fi)) »

napt. 26, + €3 = &(a, fif, + f3). Opét ztejmé plati: Je-li ¢i—5> e;(j=12...
sy k), je P(ébla seey éak)—‘_;) P(é’i, seey é’,")-

Budte nyni &, &, dvé& funkce analytické v oblasti M. Souétem &, + &, nazyva
Cerny systém viech analytickych funkci v M, uréenych elementy &, + &,, kde &, €
€ 1, €, € F2 (samoziejmé musi &, mit ty stied jako &,, aby &, + &, bylo defi-
novano). Podobn& se definuje §,§, (pomoci elementli &,8,). Soudet F, + F.
(a rovng&z &1 %2) se miZe skladat z jedné nebo n&kolika nebo i nekoneén& mnoha
analytickych funkci, a to i tehdy, kdyZ &,, &, jsou neomezené pokradovatelné v M
(nejsou-li neomezen& pokrafovatelné, miiZe byt systém &, + &, také prazdny).
Podobng pro §,;&,. Zde vznikaji jisté obtize: Je-li napt. § = x'/2 a beru-li 2 jako
konstantni analytickou funkci, neni § + § = 2§ (Cern)", str. 408). Obdobné bychom
se mohli pokusit definovat C

(42) P(gl’ %2’ cey 8k) ’
kde
(43) P(ug, uy, ... uy)

je dany polynom v k proménnych, ale zfejm& bychom narazili na stejné potiZe:
z rovnosti Py(uy, ..., ;) = P,(uy, ..., u;) pro dva polynomy Py, P, (tj. P, a P, jsou
dva zépisy téhoZ polynomu) neplyne obecn& rovnost Py(Fy, ..., F) = Po(F1s - .- F)-

Rozebereme-li vySe uvedeny pfipad § + & =+ 2§, vidime, Ze na levé strané scita-
me mezi sebou i dva rizné elementy téZe funkce o stejném stfedu, kdeZto vpravo
vlastng seteme dva stejné elementy o stejném stiedu. Tim je zpiisobeno (pro § =
= x! %), Ze v souétu vlevo je i funkce nula, kterou bychom vlastng o&ekévali u rozdilu
& — & (zde mame dokonce § + §F = & — &). VySe uvedené definice soudtu, sou-
¢inu nim tedy zpusobuji jisté potiZe, které se nam nehodi, chceme-li néjak uvazovat
rovnost hodnot analytickych funkci. Zavedeme nyni ponékud modifikovanou defi-
nici soudtu, soudinu dvou analytickych funkci, obecn& vyrazu (42), ktera bude pro
nale ucely vhodngjsi. Omezime se pfitom na funkce analytické v P(xo, R) (x, € E,
0 < R £ +o), které jsou v P(x,, R) neomezen& pokralovatelné holomorfnimi
elementy.*)

4) Tento ptipad ndm v daldim postaéi.
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,»Rozlidime,, nejprve elementy dané analytické funkce o stejném stfedu nasledujicim
zptisobem. Zvolme pevné jeden jeji element é’(a, f) € & a jednu hodnotu « argumen-
tu @ — x,. Vid&li jsme, Ze kaZdé hodnot& B argumentu b — x, (b € P(xo, R)) jsme
jednoznaénym zptisobem pfifadili element &(b, g) € § tak, Ze bylo

(44) ép(aa f) 7 év(b’ g) s
pravé kdyz ¢ je k¥ivka v P(xo, R) a
(45) B=oa+ d,arg(x — xo).

Obecné oviem mohou riiznym hodnotim B odpovidat stejné elementy (je to vidét
na ptikladu funkce konen&znainé). Mame viak v kazdém ptipadé zarudeno, Ze
riiznym elementim o stejném stfedu b odpovidaji rizné systémy prisluSnych hodnot
argumentu b — x,. Zachovejme i vySe zavedené oznaceni, tj. & bud element
&(b, g) € §, pro n&jZ plati (44) a (45).

Bud nyni dén polynom (43) a dale k funkci &, ..., &k analytickych a neomezeng
pokragovatelnych holomorfnimi elementy v P(x,, R). Kone&n& necht jsou dany pevné
elementy

(46) &, f)eS, i=12,..,k,
a hodnoty
(47) aearg(a; = %), j=1,2...k.

Mizeme tedy kaZdému a € P(x,, R) a kaZdé hodnot& « argumentu a — x, pfifadit
vySe uvedenym zplisobem pravé jeden element &3 € §;, j = 1, 2, ..., k. Sestrojime
nyni uritou mnoZinu elementi &**(a € P(xy, R), a € arg (a — x,)) a ukéZeme, Ze
tato mnoZzina je mnoZinou pravé viech elementti uréité funkce analytické a neomezené
pokraZovatelné holomorfnimi elementy v P(x,, R), kterou ozna&ime (42). Provedeme
to takto: poloZime

(48) & = P(63%, ..., 61°)

pro kazdé a € P(x,, R) a pro kaZzdou hodnotu a argumentu a — X,. Je zfejmé, Ze
mame-li dva polynomy P, P, a je-li P, = P, + P,, P, = P,P,, plati pro pfislusné
elementy

B =6 + 65, EF = 6¥ .6,
(Stenaf jisté rozumi, jak je to min&no). Tvrdim nyni: Je-li ¢ kfivka v P(xo, R) s po-
Zatkem b a koncem c a je-li B + 4, arg (x — xo) = 7, je

(49) &8 2 gor.

¢
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To je vidét ihned za zavedeni elementli &7, nebot 63"’ h—;> €7 j=12,..,k
a tedy
hol ¢ ¢
P(6Y’, ... 627) — P(697, ..., 67").

Odtud pfedné plyne, Ze elementy £ jsou pravé viechny elementy jisté funkce analy-
tické a neomezené pokraovatelné holomorfnimi elementy v P(xo, R); tuto analytic-
kou funkci ozna&ime (42). Za druhé: vlastnost (49) ukazuje, Ze oznadeni elementt £°*
je ve shod& s nadim oznalenim. Tim je také ddna hodnota funkce (42) pfislu$na
dvojici a, a: je to hodnota elementu £** v bod€ a. Za tfeti je patrné, Ze nas§ vysledek
(tj. funkce (42)) bude zéviset na volb¥ elementd (46) a hodnot (47). Napt. je-li
& = x"%, Fp,=x2 a volimeli &(ay, f,) = &(—1, —exp (3 Log (—x))) =
= &(ay, f>), kde Log x zna¢i hlavni hodnotu log x, a poloZime-li o; = a, = =, je
&+ §2=2x"2 Proa; =, a, = —wmime ale §, + F, = 0 (vie v P(0, + 0)).
Kone¢ng je patrné, Ze volime-li elementy (46) i hodnoty (47) (snadno nahlédneme,
Ze sta&i volit hodnoty (47)) viemi moZnymi zplsoby, dostaneme jako vysledek pravé
systém vSech analytickych funkci vytvofenych viemi moZnymi elementy tvaru

(50) P(y.., &), &8, j=1,2..,h,

tj. (42) ve smyslu dfiv&jsi definice aritmetickych operaci s analytickymi funkcemi.
Ctenaf si jist& sim rozmysli, jak a za jakych pfedpokladii zavést funkci (42), je-li (43)
racionalni funkce.

V tomto paragrafu jsme pro funkce

(51) log (x — xo), (x — xo)°

zavedli zcela urgité pfifazeni jejich elementii dvojicim b, B. Bylo 6%* = &(b, L(x))
v prvém ptipad¥ a &# = &(b, exp (s L(x))) v ptipad® druhém, kde Lje jednozna&na
vétev logaritmu x — x, v jistém okoli bodu b, jejiz imaginarni ¢ast je v bodé b
pravé rovna f. ProtoZe v dalsim budeme prakticky vyhradné potiebovat vyraz (42),
kde &, jsou jednak funkce (51), jednak funkce holomorfni v P(x,, R) (u nichZ je na3e
pfifazeni jediné a trivi4lni), domluvime se, Ze vyraz (42) budeme vidy chépat podle
nas$i nové definice na zaklad& popsaného pfifazeni.

P¥iklad. MiZe se stat, Ze dva riizné polynomy (43) davaji touZ analytickou funkci.
Bud

Py(u) =u, Py(uy,u;) = —;-ul + %uz , Py(u) =u+ 2mi.

Potom funkce §; = Pjflogx), j=1,3, a &, = P,(logx, logx) jsou identické
s log x, a tedy totoZné. Pro oznadeni jejich elementii dostaivaime v prvém a druhém
pfipadé

& = &(b, logys) X)
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a ve tfetim

6% = 8(b, 1084(sy+ 20 X) »

kde A(x) je jednoznagna vétev arg x v jistém okoli bodu b, A(b) = B.

Jisté potiZe jsou také u analytickych funkci s linedrni zavislosti a nezivisloti. Ome-
zime-li se na funkci tvaru (42), kde &, jsou funkce tvaru (51) nebo funkce holomorfni
Vv P(xo, R), miZeme definici ponechat v piivodnim znni, tj. fikAme, % funkce
®,, ..., ®, tohoto typu jsou v P(xo, R) linearng z4vislé, jestliZe existuji ¢isla c,, cy,...
«..s €4 € E ne vesmés rovnd nule takovd, %e funkce ¢,®, + ... + ¢,®, je nulovd.
Zfejmé to totiZ znamen4, Ze pro kaZdou volbu b, B (b € P(xo, R), B earg(b — xo))
je e8P + ... + ¢, 807 (657 €6, j = 1,2, ..., n) element tvofeny nulovou funkc,
a to je zfejm& ekvivalentni s tim, Ze uvedené plati pro alespoii jednu volbu dvojice b, B.
V opaéném pfipad& hovofime o linearn& nezavislych funkcich ®,, ..., ®,.

Poznimka 2. Zakladni Givahy tohoto paragrafu je mozné interpretovat také takto:
V Cerném je na str. 440 uvedena véta 228, kter4 specialng fika:

Je-li § neomezen& pokradovateln4 analyticka funkce v P(x,, R) (xoe E,0 <R <
< + ), Ize psét

(52) &(x) = G(log (x — xo))

kde G je funkce meromorfni v poloroving€ Re x < Ig R.

Snadno nahlédneme, Ze je-li § v P(xo, R) neomezen¥ holomorfn¥ pokradovatelns
(tj. jsou-li v3echny jeji elementy se stfedy v P(xo, R) holomorfni), je G v uvedené
poloroving dokonce holomorfni. Funkce G neni pochopitelné uréena jednoznaéné:
stejnou vlastnost maji funkce G(x + 2kni), k celé. Nyni miZeme pfifazeni elementd
funkce & dvojicim b, B provést vztahem

5 = (5, G(L(x)

kde L je jednoznaind vétev log (x — x,) v jistém U(b), jejiz imaginarni &Ast mé
v bodé b hodnotu B, tj.

&% = 8(b, G(logse (X — Xo))) s

kde A(x) je jednozna&na vétev arg (x — x,) v jistém U(b), kterd v bodé b mé4 hodno-
tu B. Riznym volbam funkce G v (52) odpovidaji obecn& riizn ptifazeni pfesné tak,
jako jsme celé pfifazeni urovali volbou jednoho elementu a pkislu$né hodnoty
argumentu.
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§4

Poznimky o linedrni homogenni rovnici n-tého Fddu

Podinaje timto paragrafem budeme studovat pfedevsim linearni homogenni rovnici
n-tého fadu (derivace budu &asto znagit &arkami)

(53) YO 4+ Ay(x) YTV o+ Au(x) Y+ A(x)y =0,

kde funkce A4,, 4,, ..., 4, jsou holomorfni v jisté oblasti M = E. Casto bude pro nis
vyhodné zavést tzv. linearni diferencialni operator L rovnici

(54) Lp)=y" + 4" D + ..+ 4,y + Ay

Tento operator pfifazuje ziejmym zpilisobem kazdé funkci y, holomorfni v né&jaké
oblasti N = M, novou funkci L(y), ktera je opét v oblasti N holomorfni. Rovnici
(53) 1ze psat ve tvaru

(59) L) =0

(nula znamen4 ovSem nulovou funkci). N&kdy je vyhodné zavést operator trochu
obecnéjsi:

A(y) = Boy™ + B,y"™ P + ... + B,_1y' + B,y

a rovnici A(y) = 0. Jsou-li By, B, ..., B, holomorfni v jisté oblasti M = E a je-li
By(x) # 0 v této oblasti, Ize d&lenim pfevést operator A na operator tvaru (54)
s holomorfnimi 4,, 4,, ..., 4, v oblasti M.

Budeme vySetfovat tzv. ,,zamé&nu nezavisle proménné x* linearni lomenou substi-
tuci

(56) X=::i§ (a6 — By = 4 £ 0), -
neboli
(57) f- X8

—x + «a

Doporuduji étenafi, aby si osvéZzil zakladni vlastnosti této linearni lomené transfor-
mace v Cerném, str. 125 a 466. Domluvime se, Ze funkci f(x) definovanou v jis-

1
tém P(oo, r), r > 0 nazyvame holomorfni v bodé oo, jestlize funkce g(t) =f (t_)
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(deﬁnované tedy v P (0, 1)) je holomorfni v bod& 0 (tj. 1ze ji dodefinovat v bod&
r

0 tak, Ze vznikla funkce je v bod& 0 holomorfni).) Skoro ziejmé je nasledujici lemma

Lemma 1. Necht linedrni lomené zobrazeni (56) pfevddi bod t, € S na bod x, € S.
Potom funkce f(x) je holomorfni v bodé x,, prdvé kdy¥ funkce

o) =f<at + ﬂ)

yt + o

Jje holomorfni v bodé t,.

Dukaz. ProtoZe (56) i (57) jsou homeomorfni zobrazeni S na S, obsahuje kazdé

okoli bodu x, obraz jistého okoli bodu ¢, a naopak. Bud f holomorfni v bodé x, € E.
Je-lii ty € E, staci pouZzit vétu o derivaci sloZené funkce, nebot % = M
dt  (yt + 9)?

Je-li t, = oo, potiebujeme dok4zat, Ze funkce

t+ o
(53)
ot +y
je holomorfni v bodé 0, coZ je pfedchozi pfipad. Je-li koneéné x, = oo a t, libovolné,

mame z pfedpokladu, Ze funkce
1
h(u) = f (—)
u

je holomorfni v bod€ 0, ukazat, Ze funkce

t
5 at + —n(? + 0
yt + 6 at + B
je holomorfni v bodé& ¢,, coZ je jiZ opét zahrnuto v prdvé€ dokdzaném. Je-li koneéné
g holomorfni v bodé€ ¢,, plyne z pravé dokdzaného, Ze

g (ﬁ‘_‘_ﬁ) = f(x)

—yx + o

je holomorfni v bodé x,, .
Bud nyni funkce y(x) holomorfni v jisté oblasti N < S. Vztahem

(58) A(t) = y (:t‘ i ’;) ,

5) Cerny (str. 323) pozaduje jeité, aby f byla definovéna i v bodé co.
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kde a6 — By = 4 % 0, jsme podle pfedchoziho lemmatu definovali funkci z holo-
morfni v jisté oblasti N, = S (N, je obraz N, pfi zobrazeni (57)). Necht funkce

Ay, ..., A, jsou také holomorfni v oblasti N,.

Vyjadiime nyni hodnotu L(y) v bodé x pomoci hodnot z(f), ;l_z ,
t

ném bods 1. K tomu cili pii predné 4, (“‘ + 8
yt +
dy _dz a
dx dt dx’
d?y %z fdt dz d?t
+ T a4
dx dt2 dx dt dx?

k k X
&y _dzgay,
dx*  di* \dx

Jj

d"z
., — Vv pfislus-
ar ' ?

5) misto A;(x) a za druhé vypodtu

kde R obsahuje ¢leny s derivacemi % pro j < k. Tyto ¢leny tvofi linearni formu
t

dz i jejiz koeficienty jsou polynomy v(E d*
Yar T akt d

ay+0%0,je
dx 4
dt  (yt + 68)%’
tj.
d 1
i = A,(yt + 8)*, 4, =7 +0,
a odtud ihned
2

Lt 2a(rt + 8) L = Ayt + O
dx dx

(zde miZe byt 4, = 0),

takZe hodnota L(y) v bodé x = i
. 7"+

(4s(yt + 3)2) ( +B
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kde kazdé B(1) je linearni formou vyrazii 4, at + B s A, at+ B , jejiZ koe-
yt+ 6 yt+ 6

ficienty jsou polynomy v 9t + a v 1 (neni pro nas dile%ité, jaka je struktura
yt

+ 6
téchto polynomi a zda se tam mohou vyskytovat kladné i ziporné mocniny y¢ + 9).
Operator M definovany vztahem

a1z

(59) M() = gnf + Bi() Tomp + oo B2

nazvu operitorem vzniklym transformaci operitoru L substituci (56). Je (4, =
= (0 = By)™" #0)

(60) L(y) = (4.(t + 9)*)" M(z),

beru-li hodnotu vlevo v bod& x a vpravo v bod& ¢ podle (56). VylouZeny jsou jen
hodnoty t = o, 9 + & = 0, neboli hodnoty yx — & = 0, x = oo (a oviem ty hod-
noty, pro které je poruena holomorfnost funkci 4;(x), y(x)).

Z (60) je vid&t: Je-li y n&jak4 funkce, potom funkce z definovand rovnici (56) je
YeSenim rovnice M(z) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li y feSenim rovnice L(y) = 0. Touto
podminkou (a podminkou, Ze koeficient p¥i n-té derivaci v M(z) je roven jedné) je
operdtor M (pfi daném L a dané substituci(56)) jednozna&ng uréen. Odtud plyne ddle:
vznikd-li M z L transformaci (56), vznikd L z M transformaci k nf inverzni. Kone&ng&
je zfejmé, Ze vznikd-li M z L transformaci (56) a z M vznik4 N transformaci

o'y + f

t= — | a'5'—ﬂ’y'9é0,
'y’u+5'

vznikne N z L transformaci, kterou dostaneme sloZenim dvou transformaci (jei ma

Au + B
tvar x = .
Cu+ D

Bud nyni P(x,) = M. Budeme fikat, Ze rovnice L(y) = 0 je oby&ejnd v bod¥
xo € E (nebo Ze operétor. je oby&ejny v bod& x,, nebo Ze bod x, je obylejny bod
operatoru L nebo rovnice L(y) = 0), kdyZ koeficienty A(x) v operatoru (54) jsou
holomorfni v bodé& x,. Tuto definici pfevedeme téZ na bod x, = oo takto: k opera-

toru L sestrojime operdtor M transformaci x = l(které pfevadi obor 0 < |t] <r
t

v obor 1 < |x| < +); budeme ¥ikat, Ze bod oo je obyejny bod rovnice L(y) = 0,
- .
jestlize bod 0 je obyejnym bodem rovnice M(z) = 0.
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Nasledujici véta ukazuje, Ze obycejny bod pfechazi linearni lomenou transformaci
opét v obycejny bod.

Véta 23. Necht bod x, € S je obrazem bodu t, € S pFi transformaci (56). Necht se
operdtor L touto transformaci prevddi v operdtor M. Potom bod x, je obycejnym
bodem operdtoru L tehdy a jen tehdy, je-li t, obycejny bod operdtoru M.

Diikaz. Bud pfedné x, oby&ejny bod operatoru L.

1) Je-li to, xo € E, je yto + 6 = 0. Podle lemmatu 1 a podle tvaru koeficientii B;
v (57) je bod t, oby&ejny bod operatoru M.

2) Jellixg = o, to€ E, je yto + 6 = 0, tj. tg = — é . Podle nasi definice dostanu
Y
transformaci x = % rovnici obyCejnou v bod€ 0. Bod w = 0 je pfi transformaci

_yt+9
at + B

w

obrazem bodu t,. Postupnym provedenim téchto dvou transformaci dostanu vSak
stejnou rovnici jako pf¥i transformaci (56). Sta&i tedy pouZit 1) pro transformaci

yt+ 0
w= .
ot + B
. . . . 1 o+ ft
3) Je-li t, = 00, x, libovolné, zavedeme transformaci z = —, a tedy x = —5— y
t y + ot

a bodu 7 = 0 odpovida bod x = x,. Operator N, vznikly z L substituci

_at b
7 + ot

ma podle 2) bod = = 0 za oby&ejny bod. Podle definice méa operator P, vznikly z N

o, 1 ‘. o S
substituci T = —, bod t, = o0 za obydejny bod. Ale sloZenim substituci
t

= Ot b

1
y T=-—
y + ot t
vzniké substituce (56) a podle pfedchoziho vykladu je P = M, a tedy operator M je
obyéejny v bodé t,.
Pfedpokladame-li, Ze operator M je obyCejny v bodé€ t,, dostaneme z pravé doka-
zaného, Ze operator Q, vznikly z M substituci

ox — B

= —,
—x + o
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je oby&ejny v bodé x,. ProtoZe je to transformace inverzni k (56), je podle pfedcho-
ziho Q = L, a L je tedy oby&ejny v bodg€ x,.

Poznamka 1. Bud n = 2 a uvaZujme funkce 4,, 4, holomorfni v P(c, r). Kdy
je rovnice (53) oby&ejna v bod& co? Provedeme-li pfisluiné vypolty, dostaneme, Ze
k tomu je nutné a staci, aby rovnice

d?z 2 1 1\\dz 1 1
—Z 4+ (F=—=4(=))=+=4,(-)z=0
de? (t t? 1<t>) dt r* 2<t)

byla obyéejna v bodé nula. Odtud je pfimo vidét, Ze k tomu nestaci, aby funkce 4,, 4,
byly holomorfni v bodé co. Nutna a postadujici podminka je, aby existovaly vlastni
limity

lim (2x — x? 4,(x)), limx* A,(x),

xX= X= o
jak ihned zjistime.

Chovani feSeni rovnice (53) v okoli obylejného bodu nam popisuje véta 20a.
V §2 kap. III (text na str. 65—71) je dokonce vyloZeno, jak se tato feSeni chovaji
v libovolné jednoduSe souvislé oblasti N < E, jejiz viechny body jsou obyéejné.
Pomoci véty 23 dostaneme stejnou informaci i pro oblasti N < S.

Bude nas nyni zajimat ot4zka, jak vypadaji feSeni rovnice (53) v libovolné oblasti
M < E (ktera nemusi byt jednoduSe souvisla), jestlize A; v (53) jsou holomorfni v M.
Zvolme n&jaky bod a € M; v jeho okoli U(a, §) = M zvolme urdity fundamentalni
systém feSeni yy, V35 -.., Yo3 0ZNAEME Yo, oy = €1¥y + ... + .Y, (¢; € E). Sestroj-
me elementy &(a, y;), 6(a, y,...cn)- Ty Vytvafeji analytické funkce D, D, ...
v oblasti M (9; je oviem 9., .. .., Pro ¢; = 1, ¢ = 0 pro k =+ j). Podle véty 21 jsou
tyto analytické funkce neomezené holomorfn& pokragovatelné v M ©). Jezto A4; jsou
jednozna&né, plati toto (op&t podle véty 21): Je-li ¢ kfivka v M s polatkem a,
koncem b a je-li

hol

év(a’ y,) 7 é’(b, Yj) B ] = 1, ces N, éa(a’ Y(r:l ,...,cn)) % g(b’ Y(Cl Cn)) >

jsou Y, Y, . . v jistém U(b, 4) opét feSeni rovnice (53) a funkce Yy, ..., Y, tvofi
v tomto okoli fundamentalni systém FeSeni. (Kdyby totiZ bylo d,Y; + ... + d,Y, = 0
v n&jakém okoli bodu b, dostali bychom pokraovanim podél kfivky ¢ vzhledem
k jednoznaénosti pokradovani, ze d,y; + ... + d,y, = 0 v jistém okoli bodu a —
spor.)

Nyni je zfejmé, Ze kaZd4 jednoznaCna vétev funkce 9, .., Vv oblasti N ¢ M
dava holomorfni feSeni rovnice (53) v N. Zobecnime proto pojem feSeni rovnice (53)
takto: Refenim rovnice (53) v M nazvu kaZdou funkci 9 analytickou v M, jejiz
kaZdy element &(c, z) (c € M) mé tu vlastnost, Ze z je v jistém okoli bodu ¢ holomorf-

6) Tj. viechny jejich elementy o stfedech v M jsou holomorfni.
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nim feSenim (tj. feSenim v dosavadnim smyslu) rovnice (53). Tedy nale funkce
D(cr,....cny sou Fedeni rovnice (53) v M. Snadno nahlédneme, Ze probihaji-li ¢4, ¢, ...
«++ €, V3echna &isla z E, jsou to viechna feSeni této rovnice v M. Je-li totiZz 3 n&jaké
feSeni rovnice (53) v M, zvolme element &(c, Z) € 3, c € M, takZe funkce Z je fee-
nim v jistém okoli U(c, 6). Zvolme kfivku y v M s potitkem ¢, koncem a. Podle
véty 21 je &(c, Z) h—;‘» &(a, z), kde z je feSeni v okoli bodu a, tedy z = k;y, + ...
oo + kyy, a tudiz 8(c, z) € D,y €8y 3 = Doxy,... ko) 3 bylo piitom libovolné
feSeni rovnice (53) v M.

Poznamenejme, Ze oznadeni 9, Ve, ..., ZaVisi na volbé bodu a a fundamentalni-

ho systému Yy, ..., y,. Pt pokratovni &(a, y;) —=> &(b,Y)) (j = 1,..., n) tvoti

Y,, ..., Y, fundamentélni systém feSeni v n€jakém okoli bodu b. Pfesto se miZe stat,
7e napt. 9; = 9, (ve smyslu Cerného knihy). Vezm&me jako ptiklad rovnici

Y 41y =0
X

v E — {0}. Je-li L(x) n&jak4 jednoznadni vétev log x v kruhu |x — 1| < 1, davaji
funkce y; = L(x), y, = L(x) + 2ni fundamentalni systém feSeni v tomto kruhu.
Pfesto je D, = 9,, nebot elementy &(1, L(x)) = &, &(1, L(x) + 2ri) = &, vytva-
feji v E — {0} touZ analytickou funkci — totiZ funkci log x. Tento zdénlivy nesou-
hlas vysvétlime takto. Domluvili jsme se, Ze pfi poéitani s analytickymi funkcemi
neomezend holomorfn& pokradovatelnymi v jistém P(x,, r) budeme vychézet z nasi
nové definice na zdkladé& ,,o&islovani* jejich elementi dvojicemi b, 8, kde B znamenad
n&akou hodnotu argumentu b — x,. U funkce log (x — x,) i u funkce (x — x,)*
jsme toto pfifazeni pevng zadali. V nafem pfipad® mame &, = &', &, = 1?7,
tj. tyto elementy patfi do funkce log x, ale kaZzdy odpovida jiné volb& argumentu
&sla 1. Dale mame &, = &, + &(1, 2xi), a tedy miZeme shrnout: elementy &4, &,
vytvareji sice ve smyslu Cerného jedinou analytickou funkci log x, ale ve smyslu
na$i umluvy a ,,oislovani* elementd vytvafi &, funkci log x, element &, pak funkci
log x + 2mi. :

Znovu zdiraznéme: operace s analytickymi funkcemi chidpeme s pfihlédnutim
k ,,ocislovani‘ jejich elementli, které pro funkce, s nimiZ budeme pracovat, mame
pevné zadano. U naseho pfikladu pak tedy funkce log x, log x + 27i tvofily funda-
mentélni systém feSeni uvedené rovnice.

Viimn&me si jesté, Ze jsme zobecnili pojem feSeni rovnice (53) na analytické funkce
pomoci jejich elementdi. Kdybychom totiZ do levé strany (53) za y dosadili funkci
analytickou v oblasti M (derivaci a se&jtini analytickych funkci bereme ve smyslu
definic v Cerném, str. 405 a dali), nedostali bychom jako vysledek jednu analytickou
funkci. (UvaZujte napf. rovnici x2y” + 3xy’ + y = 0 a feSeni x~!log x.) Mohli
bychom vSak zfejmym zplisobem upravit definici vyrazu

DM 4+ 4,9V + ...+ 4,9
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tak, aby vyhovovala nagim potfebam, tj. postupovali bychom podobné jako v pfed-
chozim paragrafu a zavedli tento vyraz jako analytickou funkci v pfislu$né oblasti M,
kter4 je vytvofena elementem (nebo obsahuje viechny elementy) tvaru

E(a, y™ + Ay + ...+ 4y),

kde &(a, y) € 9. Nyni je jist& zfejmé, jaké obtiZe nastanou pti zavedeni pojmu ,,ana-
lytické funkce 9 spliiuje v M rovnici

9 + 4,97V + .. + AP = 0%,

kde %U,, ..., U, jsou funkce analytické a neomezen& holomorfn& pokracovatelné
v oblasti M < E. Pomoci tivah pfedchoziho paragrafu bychom toto mohli provést
napf. pro M = P(x,, R).

. N . 1 .. ;
Poznamenejme, Ze transformaci x = — miiZeme (pomom lemmatu 1 a véty 23)
t

pievést vie i do bodu co. Nebudeme to viak potiebovat.

§5

Homogenni linedrni rovnice
s jednoznaénymi koeficienty v okoli singuldrniho bodu

V minulém paragrafu jsme studovali feSeni diferencialni rovnice (53) za pfedpokla-
du, Ze koeficienty A,, ..., 4, jsou holomorfni funkce v n&jaké oblasti M < S. Je-li M
dokonce jednoduse souvisla, vidé&li jsme v § 3, Ze kazdé feSeni je holomorfni funkce
v oblasti M. VySetfime v tomto a nésledujicim paragrafu podrobn& pfipad M =
= P(xo, R), tj. budeme studovat operétor (54) a rovnici (53) za pfedpokladu

(B): funkce Ay, ..., A, jsou holomorfni v prstenci P(xo, R), X € E,0 < R £ + 0.

Poznamenejme, Ze jsou-li 4, ..., 4, holomorfni dokonce v U(x,, R), je pfedpo-
klad () zfejm& spln&n — tento pfipad je jiZ vySetfen v § 2 této kapitoly. Posunutim
dosahneme toho, Ze x, = 0; pfi dikazech tedy bez daliiho tento pfedpoklad podrZi-
me. Budeme dale pouZivat vysledkd § 2—4 této kapitoly.

Necht tedy rovnice (53) spliiuje predpoklad (). Vezméme libovolny bod a e
€ P(0, R) a n&jaky fundamentalni systém feleni z,, ..., z, rovnice (53) v okoli bodu a.
Ozna&me y kfivku ae'’, 0 < t < 2n. Podle véty 21 existuji pokradovani

8(a, z;) —h:—l> 6a,z), j=1,2,..,n.
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ProtozZe funkce z,, z,, ..., z, tvofily fundamentalni systém, je
n
Z;= le‘jkzk, j=12..,n.
k=

V maticové forme€ pro

z, Zy
Z-= . » T = : ,» M= (ﬂjk)j,k=l,...,n
Zﬂ z'l

muliZeme tyto vztahy zapsat ve tvaru
Z=Mz.

ProtoZe funkce Z,, ..., Z, tvoii také fundamentalni systém, je matice M nesingularni,
Hledejme nyni, jak zvolit ptivodni fundamentalni systém z,, z,, ..., z,, aby maticc M
byla co nejjednodussi. Vezmeme-li misto z,, ..., z, jiny fundamentélni systém

Vi1
Vn
jey; =Y Adpzij=1,...m, tj. y = Az, kde A miZe zfejm bt libovoln4 nesingu-
k=1
larni matice. Podle véty 21 mame
hol .
éﬁ(a’ y.l) —y> év(a’ Y_,) sy J = 1, R (I
kde zfejmé
n
Y; = Zl;‘jkzk’ j=1,..,n,
k=

tj. pro

mame
Y = AZ = AMz = AMA™ly..

Stagi tedy k dané matici M (nesingul4rni), odpovidajici pevn& zvolenému fundamen-
talnimu systému z,, ..., z,, zvolit (nesingulérni) matici A (a tim i ur&it fundamentélni
systém y,, ..., y,) tak, aby matice AMA~! méla co nejjednodusii tvar. K tomu ugelu
pouZijeme z teorie matic nasledujici vétu (Jordanovu)'):

l) Viz nap¥. I. M. Gelfand, Linearni algebra, Praha 1954.
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BudiZ M libovolné Ctvercova matice. Potom existuje nesingularni &tvercovd ma-
tice A tak, Ze

Jiu ..., 0
(61) AMA-Y = ), L.
0, ...J

?),

kde &tvercova matice Jy, ..., J, (r = 1) maji tvar

kde a;; =a,,=4%0, a;;,, =1 (1=j<p-1), a;; =0 pro ostatni i,j, tj.
néktery z tvarl
A10

@, ('1 1) 041 aud.

04 004

Pfitom pro riizné indexy t, s mohou J,, J; mit budto rizna p nebo totéZ p a rovnéz
rizna A nebo totéZ 1. Matice },, ..., ), jsou aZ na pofadi jednozna&né& uréeny matici M.

Viimn¥me si jesté této okolnosti: Jestlize v (61) matice J; ma p, fadek, potom
rovnici

Y = AMA™ Yy
jsou Yy, ..., Y, (resp. Yy 41, .. Yy 4p, atd.) vyjadfeny pomoci yy,...,y, (resp.

Vpi+1s -+ Ypi+p, atd.). Matici (61) na zaklad& toho pongkud je$té upravime. Necht
A%0,

41,0, ...,0 0, 0,0,...,0, 4

2
A 0, 4 1, ,O, B — 0, 0,0, , A% 0
0,00, ...,4 4%, 0,0, ...,0, 0

(p-tadkové &tvercové matice). Potom je

o, 00 ...,0, ATP
0, 0,0 ...,477*1 0

........................

B~! =

2) Matice }, ..., J, jsou ,,navé8eny* na hlavni diagonale, tj. existuji py, p,, ..., p, pfirozend
tak, Ze n=py + py + ... + p,, a jeli AMA™! = (a;)] ;=1 je

= @iRi,j=pi+ ..+ Pt +1,uepr+ .t P

a ostatni a;; jsou rovny nule.
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40,0, ...,...,0

A A0, ... 0

-1 __ s M Uy ’ ’
BAB™ = 0,44 ..., ..., 0
0,00, ..., ..4 4

(Ptesvédite se o tom!) Provedeme-li je§té tuto Upravu®) (musime takto upravit
kaZdou matici J,, 1 £ s < r — tomu odpovidd zména fundamentalniho systému
Y15 --» Yu v jednotlivych skupinich y, ..., ¥p5 Vo415 +eos Voi+p2 atd.), dostaneme
novy fundamentélni systém (ozna&ime ho opét y, a¢ je obecn& jiny), pfi némZ pokra-
Covani
&a,y) —> 6@Y), j=1..,n

je dano takto: y;, V2, ..., ¥, se rozdéluje na r (r = 1) skupin, z nichZ prvni se trans-
formuje podle vzorci
(62) Yl = '1}’1

Y,=My.+y:) A%0, pz1

Y; = Ay, + ys)

Y, = Myp-1 + ¥)
(pro p = 1 se tyto rovnice redukuji na jedinou, Y; = 1y,).
Je-li r > 1, je druha skupina
Y1 = Wp+1
Youz = t(ypsr + Vp+2)

p*0, g21

v

Yp+q = Au(yp-bq—l + yp+q)

atd. Pfitom miZe byt p=qgip+ qgarovn€Zd = pil + p.

Celkem miZeme shrnout, Ze v jistém okoli bodu a existuje fundamentalni systém
Y15 +-+» Y Pro ktery plati rovnice (62) — a obdobné rovnice pro dalii skupiny.
Kazdy element &(a, y;) urtuje funkci 9); analytickou a neomezen& pokratovatelnou
holomorfnimi elementy v P(0, R), ktera je ve smyslu pfedchoziho paragrafu feSenim
rovnice (53) v P(0, R). Budeme se zabyvat analytickou povahou té&hto funkci. Zjisti-
me, Ze se.daji viechny jednoduse vyjadfit funkcemi x*(s € E), log* x (k = 0 celé)

3) Hodnoty A u matic ], jsou nenulové, nebot nafe matice M je nesinguldrni.
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a funkcemi holomorfnimi v P(0, R) (tj. Laurentovymi fadami konvergentnimi
v P(0, R) — o Laurentovych fadach viz Cerny, kap. 12, hlavni odstavce 1—4). Pfi
operacich s analytickymi funkcemi se diisledn& budeme drZet vysledka § 3.

Pti dal¥im studiu jist& staci, kdyZ se omezime na prvou skupinu (viz (62)) 9, ...
.., . N&S postup bude asi tento: budeme se snaZit postupné pfechizet k jinym
funkcim tak, aby vztahy (62) pfechézely stale v jednodussi. Nejprve se pokusime
zbavit se Cinitele 4. Abychom neméli sloZité oznaleni, rozumé&me symbolem x*
jednoznaénou vétev v jistém okoli bodu a, jejiz hodnota v bod& a pfisluii (n&jaké
pevné zvolené) hodnot& o argumentu a. Potom je

&(a, x°) —I%L &(a, x* exp (2nis)) .
Zvolime-li &islo ¢ tak, Ze exp (2mig) = A (tj. 0= 2—1- log A, kde log A znamena
ni

nékterou hodnotu logaritmu ¢isla A) ,je

_ hol 1 _
&(a, x™°) — é’(a,zx ‘).
PoloZme tedy
(63) : u;=yx % j=1..,p.

Elementy &(a, u;) urduji analytické funkce U; v P(0, R), které jsou v P(0, R) zfejmg&
neomezen¥ pokratovatelné holomorfnimi elementy. Necht &(a, u;) % é(a, U)),
j=1,2,..., p. Podle (62), (63) a volby g je videt, Ze

(64) U1=u1, Uj=u]-l+u] (1<j§p)-
Podle véty 22 je tedy u;_, holomorfni v P(0, R); pidme U, = ¢, (znaky ¢,, ¢, ...
budu oznadovat funkce holomorfni v P(O, R), tj. vlastn€ Laurentovy fady, které

v P(0, R) konverguji). Pro ndzornost vySetfime funkci U, samostatng, a teprve potom
provedeme indukci.

Pro zjednoduseni zipisu zavedeme funkci &(x) = i—l log x. Zfejm& pro jakoukoliv
jednozna&nou vétev &, funkce ¢ v okoli bodu @ mame
8(a, &) —> 8@ & +1).
Z (64) je vid&t, Ze pti pokradovani podél y se #, zméni o u; = ¢@,. Stejnou vlastnost
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< < . < . 1
ma funkce ¢, . §;, kde &, oznaCime tu vétev &, kterd v bodé€ a ma hodnotu i log, a
ni

(tj. realnou ¢ast 21) . PoloZme tedy
(1

(65) U, = fl(pl + Uy .

&(a, v,) je element jisté funkce B, neomezené pokradovatelné holomorfnimi elementy
v P(0, R). Necht &(a, v,) —> &(a, V,). Doufame, Ze V, = v,, tj. Ze B, je jednoznat-
ni, a tedy holomorfni v P(O R). DokaZme to. Je

U,=uy +u,=9¢; + &0, +0,.
Za druhé z (65) mame
Uy,=( + D)o, +V,
a srovnanim ihned v, = V,. Je tedy B, = ¢, funkce holomorfni v P(0, R) a
U =§101 + 03,

a tedy
U, =%, + ¢,,

pfesng feCeno: klademe-li P,(u, v, w) = 2_1_ uv + w, je ve smyslu umluvy § 3 U, =
mi
= P,(log x, ¢, ¢,). Doporuduji &tenafi, aby provedl je$té dalsi krok: PoloZi-li
& -
uz = lTél(lh + 102 + 03,

zjisti obdobné, Ze vy podél y piejde samo v sebe, tedy

ua=<§>¢1+€¢z+<ps~4)

Provedeme nyni indukéni krok. Necht 1 < k < p a necht je dokazano, Ze

(66) u(x) = z (5‘(")) 0.x)

(to plati pro k = 1), tedy
k
‘A (k - J) v

—DD...¢—k+1
4) Klademe pro nezaporné celé k <€) = 1 ) k(‘f +h a podobné v ostatnich
k : :

pfipadech.
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(min&no ve smyslu § 3 této kapitoly, tj. W, = P,(log x, ¢y, ..., @), kde

k
P,‘(u, 1)1, ooy v,‘) = Z 27[i vj) .
j=1 .
k—j
PoloZme

(67) s 1(X) = Z ( 44() 1) @) + ety

k+1-—

takZe &(a, v;+,) je elementem jisté funkce 9, ,. Necht

hol

é’(a, Uk+ 1) e J(a, Vk+l)
Je podle (67)

k
+1
Ui+1 =Z (kifl_J)(Pj-i-an

a podle (64) a (67) a (66)

k
Uk+l—uk+uk+1=z + & e+ veer s
i=1 k+1—1 k—j

ProtoZe zfejm& (ovéite!)

& )+(‘51)=(€1+1 )
k+1—j k—j k+1-j)’

vychézi skutetng v,y = Vi q, tj. element &(a, v,,.,) definuje v P(0, R) podle véty 22
jednozna&nou analytickou funkci 9;4; = @44 4. Podle (67) tedy je

k+1 (x)
1
Uy 1(x
wi®=3, (5 )t
a vztah (66) je indukci dok4zan pro viechna k, 0 < k < p.

Nasobime-li jedt& u,(x) jednozna&nou vétvi funkce x? v okoli bodu g, ktera v bo-
d&é a ma hodnotu pfisluinou hodnot& « argumentu a, dostaneme tento koneény vy-
sledek:

(68) 9, = xvz ( )q»,(x) k=120,

&emuz je tfeba rozuméti takto: PoloZme



Potom (ve smyslu § 3 této kapitoly) je

‘Dk = Pk(xo’ lOg Xs @15 eces ¢k) .

Poznamenejme, Ze tim mame kaZdému b € P(0, R) a kazdé hodnot& § argumentu b
pfifazen uréity element &%?, a tim i hodnotu

k?

logg

b [Llog, b ,
Dib) = b5 X, | 2ni ¢,(b)

ji=1 k — j
Podobn& miZeme zfejmé postupovat u ostatnich skupin. ProtoZe elementy &% =
= &(a,y;),j = 1,2, ..., n, tvotily fundamentalni systém v okoli bodu a, tvofi &P,
j=1,2,..., n, fundamentalni systém (pro kaZdou volbu b, [3) v okoli bodu b.
Abychom zjednodusili na§ zapis, pisme misto 9), jednoduse y,. NaSe vysledky
muZeme formulovat nésledujici vétou.

Véta 24. Bud ddna rovnice
(69) YO+ A(x) y" Y + ..+ 4(x)y =0,

kde funkce Ay, As, ..., A, jsou holomorfni funkce v jistém prstenci P(xo, R), x, € E,
0 < R £ + 0. Potom existuje syst¢ém n analytickych funkci yy, y,, ..., y, neome-
zené holomorfné pokracovatelnych v P(xo, R) s témito vlastnostmi:

a) Funkce y1, Y25 ---» ¥a Spliiuji rovnici (69) a jsou linedrné nezdvislé.

b) Systém funkci yy, y, ..., y, se rozpadne na r disjunktnich skupin (r 2 1),
pFirozené) 0 Pis D2s---s Dy (pj > 0) Clenech tak, Ze existuji ¢isla ¢;, j = 1,2,...,r,
a funkce @, {(x) holomorfni v prstenci P(xo, R) tak, e prok = p; + ... + pj_y + i
(i=12..,ppJ=12.. r) plati

Vi = (x = xp)¥ Zl (fgi) s(x) >

kde (x) = —— log (+ = x).
2mi
¢) PFi pokracovdni podél kruZnice y :ae", 0 <t < 2m, a€P(xo, R) pfechdzi
funkce Yoo K =P1 + ... + pj—1 + i ve funkci
AV pro i=1,
A(ye-1 + y) pro i=23,...,p;,

A; = exp (2mig)), j = 1,2, ..., 1.
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Poznamka 1. Tvrzeni c) této véty je nutno rozumét ve smyslu § 3 této kapitoly,
tj. oznatime-li &2 element funkce y, o stfedu b pfislusny hodnot& B argumentu
b—xpjeprok=p, +...+p;_+i

EVPrI = Q60" pro i=1,
EVPI = (6, + &3F) pro i=23..,p;,

j=12,..,r.

Stejnym zplsobem je nutné chipat bod a), tj. nezavislost funkci yy, ys, ..., y,.
Doporucuji ¢tenéfi, aby si cely vyklad tohoto paragrafu procetl jesté jednou a disled-
né si oznacoval viechny elementy podle § 4 této kapitoly.

§6

Fuchsova véta

Vy3etfujeme linearni diferencidlni rovnici n-tého fadu
Y+ A4,(x)y" "V + ...+ 4,(x)y =0,

kde funkce A, ..., 4, spliuji pfedpoklad (B) pfedchoziho paragrafu, tj. jsou to
funkce holomorfni v jistém prstenci P(xo, R), Xo € E, 0 < R £ + 0. V&ta 24 ukazu-
je, Ze tato rovnice ma v P(x,, R) fundamentalni systém funkci y,, y,, ..., y, analytic-
kych a neomezen& pokragovatelnych holomorfnimi elementy v P(x,, R), ktery se
sklad4 z r skupin (r = 1), kde prvni skupina o p ¢lenech (p = 1) mé tvar

(70) y1=(x = xo)* @1(x)

k
Yk =(X—xo)ez (k ¢ >¢j(x),' k=12,..,p,

j=1\k—j
kde o€E, & = 2i log (x — x,) a funkce @y, @3, ..., ¢, jsou funkce holomorfni
i

v P(xo, R). Ostatni skupiny (je-li r > 1) maji podobny tvar (obecng s jinym g).
Vyskytuje se v nich celkem n funkci ¢4, @3, ..., ¢, holomorfnich v P(xo, R), tj. n
Laurentovych fad v tomto prstenci konvergentnich. Pfipad, kdy Zidna z funkci @,
nemi v bod& x, podstatnou singularitu, bude asi nejjednodus§i. V tomto paragrafu
se pokusime tento pfipad charakterizovat. UvaZme, Ze maji-li funkce ¢, prvé skupiny
v bod& x, nejvyse pély, miZeme tyto pély odstranit tim, Ze misto (x — x,)%, ¢,(x)
pifeme (x — x0)°™™, (x — xo)" ¢,(x) s vhodnym celym m, j = 1,2, ..., p. Lze tedy
v tomto pfipadé dokonce predpokladat, Ze funkce @4, @, ..., @, jsou holomorfni
v celém U(x,, R) (provedeme uvedenou upravu ve viech skupinéch).
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Abychom se mohli struén& vyjadfovat, zavedeme dv& pojmenovani, kterd nejsou
v literatufe zcela obvykl4, ale pro nase i&ely budou vyhodna. Je-li ¢ € E, nazvu funkci

(x = xo)° i ai(x — xo)

pseudopotencni v bodé x,, je-li napsani mocninna fada konvergentni v n&jakém okoli
bodu x,. Soudet koneéného poétu funkci tvaru

(x = o) Tog™ (x = x9) ¥ axx = xo)

(e € E, m celé, m = 0) nazvu pseudoreguldrni v bod® x,, jsou-li vSechny mocninné
fady v ni vystupujici konvergentni v n&jakém okoli bodu x, (v jednotlivych s&itan-
cich mohou byt riizna g, m a riizné mocninné fady). Poznamenejme, Ze viechny tyto
funkce chdpeme ve smyslu § 3 této kapitoly jako funkce analytické v né&kterém
P(xo, ), 6 > 0, v n¥mZ viechny pfislu¥né fady konverguji.

Uvedme n&kolik jednoduchych vlastnosti funkci pseudoregularnich a pseudo-
potencnich v bod¥ 0 (pfeneseni do libovolného bodu x, € E je snadné; pro stru&nost
vynechavame slova ,,v bodg 0).

1. Linedrni kombinace cyy; + ... + ¢,y *) (¢, € E) pseudoreguldrnich funkci je
opét pseudoreguldrni funkce. '

2. Soudin dvou funkci pseudopotenénich je funkce pseudopotenéni, soucin dvou
funkci pseudoreguldrnich je opét pseudoreguldrni.

3. Budi? y pseudopotencni funkce, ne nulovd. Potom plati: Je-li z pseudopotenéni,

Jje z pseudopoterié’m’; Jje-li z pseudoreguldrni, je z pseudoreguldrni.
y

Dikaz: Je-li z =x?) cx*, y = x° Y d;x*, miZeme pfedpokladat, Ze d, + 0
k=0 k=0

(jinak zm&nim o o celé &islo). Potom zfejm& (ve smyslu § 3 této kapitoly — viz str.
80-82)

a posledni podil Ize vyjadtit v U(0, 6) konvergentni mocninnou fadou. Zbytek dikazu
je trividlni.

4. Derivace pseudoreguldrni (resp. pseudopotenéni) funkce je funkce pseudo-
reguldrni (resp. pseudopotenchni).

1) Soudet chdpeme ve smyslu § 3 této kapitoly.
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Dikaz: Derivovanim &en po &lenu plyne (vzhledem k lok4ln& stejnom&rné kon-
vergenci viech fad)

di (logtx Y cx®™) =logx Y (0 + n) e, x®*" ! + klogt~!x Y ¢ x"*""1,
X n=0 n=0 n=0

kde pro k = 0 posledni ¢len odpadne.

5. Primitivni funkce k funkci pseudoreguldrni je pseudoreguldrni.
Dikaz:Pron + ¢ + —1, k = 0 celé najdeme op&tovanou integraci per partes, Ze

me( logx  _ klog™'x  Kk—Dlog?x _ (=1}K )

nte+1 (r+e+1?  (n+e+1P 7 (n+o+ 1)

je primitivni funkce k x"*?log* x. JeZto n + @ + 1 = oo pro n = o, je k funkci

(o]

Yy logtx.c,.x"*¢
n¢"—=p°—1 '

primitivni funkce

0 +1 ' [ +1
x? log x Ll — kx?logt~tx Y i v
"*n_=00_1 n -+ o + n;f;)_l(n +0 + )
© cxn-!-l
e+ (—1)* k! x° —_—
(=1 n=0 (n + g + 1)F*?
n¥—-p—1

(protoZe n + @ + 1 — + oo, konverguji tyto fady ve'stejném U(0) jako fada Y c,x"
n=0
miZete tedy derivovat &len po &lenu). K tomu stagi jet& popfipad& pFipojit &len (je-li
—o — 1 neziporné celé &islo)
logk*t x

Cogmyg —

k+1
coZ je ‘primitivni funkce k c. - log" x .
X

6. Je-li y pseudopotenéni a neni-li to nulovd funkce, potom
y
(m = 0 celé) je holomorfni (tedy jednoznaénd) v jistém P(0, 8) a md v bodé 0 pél
Fddu nejvySe m, popripadé 2ddnou singularitu.
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Ditkaz: Necht y = Y ¢,x"*%, ¢, # 0. Potom y™ =Y d,x""¢™™ s jistymi d,,
n=0

n=0
a tedy
m d"xn+e
y( ) = _l ngo .
y xm *® nte ’
CpX
ngo

posledni podil je vzhledem k ¢, + 0 holomorfni v jistém P(0, 6).

7. Bud y pseudoreguldrni a bud ddn omezeny interval I = R,. Potom existuje
kladnd konstanta C, éislo 6,0 < 8 < 1, a celé kladné ¢islo m tak, Ze pro x € P(0, 6)
a pro libovolnou hodnotu argumentu x z intervalu I nepfesdhne absolutni hodnota
pFislusné hodnoty funkce y veli¢inu

Clx|™™. 3
Dukaz. Zfejmé& staéi uvaZovat jen y tvaru
x?logh x ) ¢,x" .
n=0

Stadi nyni uvaZit, Ze soudet fady je omezen konstantou v jistém okoli po¢atku, a vyuZit
odhadt pro x, a log x na str. 79.

Obratme se nyni k na$i rovnici
(71) Y+ A (x)y" D+ ..+ A4(x)y=0
spliiujici pfedpoklad

(B): A; jsou holomorfni v P(xo, R), xo€E,0 < R £ +00.

Budeme fikat, Ze rovnice (71) je Fuchsova typu v bodé x,, kdyZ viechna jeji feSeni
Vv P(xo, R) jsou pseudoregulérni v bodg x,.

Cilem tohoto paragrafu je

1) Udat jednoduchou nutnou a postacujici podminku pro to, aby rovnice (71)
byla Fuchsova typu v bodé x,.

2) V pfipadé rovnice Fuchsova typu v bodé x, udat metodu k nalezeni fundamen-
talniho systému FeSeni v P(x,, R).

Z véty 24 vime nyni, Ze existuje fundamentalni systém feSeni y,, y;, ..., ¥, TOVNiCE
(71) v P(x,, R), ktery se rozpadne na r (r = 1) skupin, pfiSemZ prva skupina ma tvar
(70), kde funkce @(x), j =1, ..., p jsou holomorfni v P(xo, R). Pro r > 1 maiji

2y Ziejm& miZeme 6 zmensit, C a m zvétiit podle potieby.

102



ostatni skupiny podobny tvar. Celkem zde mame n funkci @y, ..., ¢, holomorfnich
v P(x,, R). Pro struénost budeme takovému fundamentalnimu systému fikat ,,kano-
nicky systém* (neni jednozna&ng urden).

Lemma 1. Tyto dvé podminky jsou ekvivalentni:

1) Rovnice je Fuchsova typu v bodé x, € E.

2) Zddnd z funkci @4, @3, ..., @, v kanonickém systému nemd v bodé x, podsta.t-
nou singularitu.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti bud x, = 0. Plati-li 2), jsou viechny funkce
Y15 Y25 -+, Yy tvofici kanonicky systém pseudoregularni (vynechavam slova ,,v bod¥
nula*) a totéZ podle vlastnosti 1) pseudoregularnich funkei plati i o jejich libovolné
linearni kombinaci, a tedy i o kaZdém feSeni nasi rovnice.

Necht plati 1). Bez ijmy na obecnosti se omezime na prvni skupinu v (70). Funk-
ce y; je pseudoregularni, a tedy pseudopotenéni. Odtud plyne, Ze funkce ¢, ma
v podatku nejvyse pol. Necht jiZ je dokazano, Ze pro jisté k, 1 < k < p, maji viechny
funkce ¢4, @,, ..., @x_; v poatku nejvyse pél. Je

k-1
() o)== 3 (L ° ) ok

=1\k—j
Pfedpokladame, Ze plati 1), tj. rovnice (71) je Fuchsova typu. Je tedy y, pseudoregu-
larni a podle (72) je také @, pseudoregularni (jeZto @, ..., @;— 4 maji v po&atku nej-’
vySe pol, lze pro vhodné celé s psit @ x) = x™°yY(x), kde ¥; jsou holomorfni
v U(0, R)). Podle vlastnosti 7) pseudoregularnich funkci je tedy v jistém P(0, 8)

(73) leu(a)| < Clx|™™,

kde C > 0 a pfirozené m jsou konstantni (podle vlastnosti 7), mime tento odhad
pouze pro pevny interval, v n¥mZ bereme hodnotu argumentu x; protoZe @,(x) je
jednoznatna, sta&i uvaZovat interval <0, 2n)). Ze vztahu (73) plyne, Ze funkce x™ @,(x)
ma v polatku jen odstranitelnou singularitu; lze ji tedy definovat tak, aby byla
v U(0, 6) holomorfni, a tedy @,(x) mé v po&atku nejvyse pél nasobnosti m (viz Cerny,
véta 177, str. 314 a tvrzeni (68) na str. 317). Tim je tvrzeni dok4zé&no.

Poznamka 1. Nebylo toto lemma samoziejmé? Nikoliv: na prvni pohled se nezda
byt vyloudeno, Ze by se podstatné singularity funkci ¢; v (70) mohly ,,vyrusit* tak,
Ze by y, bylo pseudoreguldrni.

Hlavnim cilem tohoto paragrafu je tato véta Fuchsova:

Véta 25, Necht funkce Ay, A,, ..., A, jsou holomorfniv P(xo, R) (Xo € E,0 <R <
< + ). Potom rovnice (71) je Fuchsova typu v bodé x, tehdy a jen tehdy, kdy# je
splnéna tato Fuchsova podminka:
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funkce A; md v bodé X, nejvyse pél Fadu j, j = 1,2, ..., n (tj. budto pdl Fadu < j
nebo ji Ize dodefinovat na funkci holomorfni v U(x,, R))

Tuto vétu budeme dokazovat indukci podle fadu n rovnice (71). Abychom mohli
provést indukéni krok, potfebujeme né&jak pfevést danou rovnici n-tého fadu na rov-
nici fadu n — 1. Z teorie diferencidlnich rovnic v redlném oboru je snad znimo, Ze
k cili vede substituce y = y,z, kde y, je jedno feSeni dané rovnice. Potfebujeme tedy
nalézt vhodng funkci y,. Bude asi vyhodné zvolit y; co nejjednodussi, tj. pokusime
se dokazat existenci alespori jednoho pseudopotenéniho fe$eni, tj. ukidZeme:

Lemma 2. Je-li rovnice (71), kde A, ..., A, spliuji pfedpoklad (B), Fuchsova
typu v bodé x,, existuje alespori jedno nenulové pseudopotencni FeSeni.

Dikaz. Zvolme podle véty 24 kanonicky systém a nechf (70) je jeho prva skupina.
Podle lemmatu 1 mé funkce @, v bod& x, nejvyse pél a z (70) je vidét, Ze y, je pseu-
potenéni.

Lemma 3. Splriuje-li rovnice (71), kde Ay, ..., A, splhiuji predpoklad (B), Fuchso-
vu podminku v bodé x,, existuje alespori jedno nenulové pseudopotenéni reseni.

Dikaz. Necht rovnice (71), tj. rovnice

Ay = 0

irgs

k

(klademe A, = 1) spliiuje Fuchsovu podminku v bod& 0. Jsou tedy funkce A,_,
holomorfni v P(0, R) a maji v bod& 0 pSl fadu nejvye n — k. MitZeme tedy psét

x"A,,_,‘ = xk(bko + b“x + b,‘zxz + ...) ’
kde fada konverguje v U(O R), k=0,1,..., n. Vynasobime-li rovnici (71) x" (to
nevadi, nebof bod 0 nepatti do P(0, R)), lze psét
n—1
(74) x"y® + 3 x*yBO(byo + bpyx + ...) = 0.
k=0

Hledejme feSeni pseudopotendni, tj. tvaru?)
(75) y=2x%ao + ayx + a;x* +...), ao%0.

K tomu, aby (75) bylo feSenim rovnice (74) aspoil v dostatetn& malém P(0, 6), je
nutné a stadi, aby platilo:

1. Mocninn4 fada v (75) je konvergentni v U(0, 9).

3) Sledujte pozorn& dukaz, z ného vyplyne i po&etni postup, vhodny pro nalezeni pseudopo-
ten&nich fe$eni rovnice (74).

104



2. V rovnici

Zam(e+m)(e+m—1) o+ m=—n+1)x*m 4

n=1 o

. e
+k20 jzoaj(g +Dle+j=1)..e+j—k+1)x Y bx'=0
= = 1=0

jsou vlevo po formalnim vynisobeni koeficienty p¥i viech mocninich x rovny nule
(délime-li x°, dostaneme mocninnou fadu, a pro mocninné ¥ady pHsluinou’ vétu
znéme — viz véta 10 neb disledek véty 4). Tato podminka se skl4d4 z nekone&n&
mnoha rovnic :

(76) am{(g+m)(9+m;1)...(g+m—n+l)+

n—1
+Zo(9+m)(a+m—-l)...(g+m—k+l)b,,o}+
k=
m=1 n-1
+;a,;(g+j)(g+j—1)...(Q+j—k+1)b,‘.,,,_,=
(m=0,1,2,...). Pro m =0 je Z prizdny soudet a znamena nulu; pro k = 0

znamend (¢ +j)(e +j—1).. (g + j — k —1) jedni¢ku (prazdny soutin). Pro
zkréiceni zavedme tzv. charakteristicky polynom na$i rovnice vztahem

RO = €= D€ = ) 454 = 1) € =k + 1) bug.

- Z¥ejmd je to polynom n-tého stupng, koeficient pfi {” je 1. Rovnici F({) = 0 budeme
fikat charakteristickd rovnice diferenciélni rovnice (71). Systém rovnic (76) lze psat
ve tvaru (ao + 0!)

(77) F() =0, |
a,F(g + m)= —jg::a,:g::(g +N)e+i=-1)...e+ji—k+1D)bpy,
m=1,2,...

Poznamenejme, e polynom F({) ziskdme nejsnadndji takto: do levé strany v (74)
dosadime y = x%, nade# koeficient pti nejniZ$i mocnin& x je pravé F(().
Zatim méme tento vysledek: Funkce (75), kde je ao + 0, je v P(0, §) = P(0, R)
FeSenim rovnice (74) prdvé tehdy, kdyZ:
. .
I. Rada Y a,x™ je konvergentni v U(0, 9).

m=0
11. Cislo ¢ a koeficienty a,, splfiuji soustavu rovnic (77).
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UkéaZeme nejprve, Ze podminku I lze vynechat. Necht ¢ a koeficienty a,, splriuji
rovnice (77). Potom ioa,,,x"' konverguje v jistém U(0, 9).
Diikaz. g je kofenem rovnice F(g) = 0. JeZto F ma tvar
FO=0+cl" '+ ... + ¢,
existuje jist& celé my, > 1 tak, Ze je
(78) - |[Fle + m)| > 4m" pro m = m,.
Prok=0,1,...,n—1;j=0,1,...m—1(m=1)je
(79) e +)e+j—1)...(e+j—k+1) <B(j + 1) < Bm"*,

kde B > 0 zavisi jen na ¢, n (nikoliv na j, k, m). Z konvergence fad

*"_kAn_k = z bk,xl
1=0
v U(0, R) plyne podle véty 9 nerovnost

BI

(80) |bul = =
;

l=01,.. k=01,...,n,

kde muZeme volit r = % RproR < + o0, r=1pro R = + c0; pfitom B’ > 0 zavisi

nar,alenenak, l. Prom 2 m, je podle (77)—(80)

m—1 _ Bl 2
|a.| §j§o|a_,-| nBm"~1 i
tedy
m—1
(81) ™an] < cj;o rla;| (m = my)

s jistou konetnou konstantou C > 0. Chceme nyni na zdkladé (81) majorizovat
fadu i a,x™ pomoci geometrické fady.
Ex';;t:lje nejprve D > 0 tak, Ze proj =0,1,2,...,my — 1 je
rlal = D.
Je-li E > 1, je tim spiSe pro tato j
(82) r'|a;| < DE'.
Tvrdim nyni: zvolim-li E dosti velké (ukdZeme, %e staci E > C + 1), potom (82)

plati pro vSechna j = 0.
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Dikaz provedeme indukci: nechf pro jisté m > m, plati, Ze (82) je spln&no pro
j=0,1,...,m — 1(to je jist& pravda pro m = m,). Podle (81) a (82) tedy je

E" -1

< DE",

m—1
rla.| = CY DE' = CD
j=0

pokud E > C + 1. Plati tedy (82) pro viechna j 2 0, a tedy fada ) a,x™ ma
m=0

Io(HY.

r

majorantni fadu

P . r P v . z_z
ktera konverguje pro [x] < E Tim je naSe tvrzeni dokazano.

Nyni ihned dokon&ime ditkaz najeho lemmatu. Rovnice F({) = 0 méa alespoii
jeden kofen a nejvy3e n kofen. Jist¥ tedy existuje kofen ¢ takovy, Ze F(¢ + m) % 0
pro m = 1,2,... Zvolme libovoln& a, + 0 (tfeba a, = 1). Potom rovnice (77)
dovoluji postupné pravé jednim zplsobem uréit hodnoty a,, a,, ...; vySe jsme ukiza-
i, Ze p¥islu¥na fada konverguje v jistém U(0, 6). UkaZeme jesté, Ze tato Fada konvergu-
je v celém U(0, R).

Skute&ng: kaZdé feSeni rovnice (71) je neomezen¥ pokraovatelné holomorfnimi
elementy v P(0, R) (v&ta 21). Plati to tedy o nalezeném feSeni

y=x"Y ax",
m=0
a tedy i o funkci ) _
(83) Y(x) = x"% = Z_ a,x™.

To je oviem (véta 22) funkce holomorfni v P(0, R) a zfejmé i v U(0, R). Je tedy

Y(x) = mzob,,,x"'

v U(0, R), (83) plati v P(0, 5). Je tedy nutné (désledek véty 4) a,, = b, m =0, 1, ,..,
tj. fada (83) konverguje v U(0, R), a tedy (75) je feSenim rovnice (74) v P(0, R).
Vsimnéme si, Ze jsme soudasné dokazali:
Lemma 4. Necht A;, j = 1, ..., n jsou holomorfni v P(0, R) a spliuji v pocdtku
Fuchsovu podminku. Viechna nenulovd pseudopotencni Fesent rovnice (74) v P(0, R)
dostaneme ve tvaru

y(x) = x"mi::oa,,,x"‘ s
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o0
kde g, ao, ay, ... je kterékoliv FeSeni rovnice (77), ao * 0. Rada Zoa"'xm Je potom

konvergentni pro |x| < R a kaZdé nenulové pseudopotenéni FeSeni rovnice (74) v né-
jakém P(0, 8) (0 < & < R) je vétvi (v P(0, 5)) nékterého z popsanych FeSeni.

Piejdéme k dikazu vty 25. Jak jsme jiZ uvedli, budeme postupovat indukci.
Bud nejprve n = 1, tj. uvaZujeme rovnici

(84) v+ Al(x)y =0,

kde funkce 4,(x) je holomorfni v P(0, R) (bez Gjmy na obecnosti pfedpokladame
xo = 0). Je-li rovnice (84) Fuchsova typu v poditku, je kaZdé jeji feSeni v poatku
pseudoregularni. Podle lemmatu 2 viak existuje nenulové pseudopotendni feSeni y,
(tj. neni identicky rovno nule) a kaZdé jiné feeni je jeho konstantnim nasobkem, tj.
viechna feSeni rovnice (84) jsou pseudopotenéni. Z (84) tedy plyne

’

Ay(x) = -

v jistém okoli po&atku (zfejm& dokonce v P(0, R)), a tedy podle vlastnosti 6 mé
funkce 4, v potatku nejvyse pdl fadu 1, tj. (84) spliiuje Fuchsovu podminku v pocat-
ku. Necht naopak (84) spliiuje Fuchsovu podminku v po&tku. Podle lemmatu 3
existuje netrivialni pseudopotenéni feeni y,; kaZdé jiné feSeni je tedy jeho konstant-
nim nasobkem, tj. je pseudopotenéni a tim spie pseudoregularni.

Pfistupme nyni k indukci. Nechf véta 25 ,,plati pro viechny rovnice*

(85) YU 4 B(x) y® D 4 ...+ B,_y(x)y =0,

kde koeficienty jsou funkce holomorfni v P(0, R), tj. nechf tato rovnice je Fuchsova
typu v poatku, pravé kdyz spliiuje Fuchsovu podminku v po&itku. UvaZujme rovnici

(86) Z::A,‘(x) YO0 =0, kde Aox) =1

a kde Ay(x), k = 0, ..., n, spliiuji pfedpoklad (). Spliiuje-li rovnice (86) Fuchsovu
podminku, nebo je-li Fuchsova typu (vie min&no v po&itku — pro zkriceni pouZije-
me tohoto zpisobu vyjadfovani), existuje (podle lemmatu 2, resp. lemmatu 3) jeji
nenulové pseudopotenéni feSeni y;. PoloZme

(87) y=y1z.%

4) Operace s analytickymi funkcemi chipeme ve smyslu § 3 této kapitoly. Podle véty 24 jsou
totiZ viechna fe$eni polynomy v x¢, log x a funkcich holomorfnich v P(0, R).
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Je zfejmé, Ze y vyhovuje v jistém P(0, ), 6 > 0 rovnici (86), pravé kdyZ funkce z
urdené vztahem (87) vyhovuje rovnici

L A WP W
(88) ZAkZ( j )zfy1 ~o,

k=0 j=0

tj. rovnici

(89) Y by 2P =0,
j=0 ‘
kde
n—j _ :
(90) S (n . k) yomi=h
k=0 J ]

Pro j = 0 vyjde z (90) b, = ¥ 4,y = 0, nebof y, je feSenim rovnice (86); pro
k=0
Jj = n mame
bo = Aoy, = y1 .
< .dz
Polozime-li ol v, plyne z (89) rovnost
x
n—1 b .
(91) Yy 2=lniyh =9, %)
i=0 )

Nyni ukdZeme, Ze rovnice (91) je Fuchsova typu, prdvé kdyZ je rovnice (86)
Fuchsova typu. Skutetng: Je-li (86) Fuchsova typu, existuje fundamentélni systém
feSeni sloZeny z pseudoregularnich funkci a zfejm& ho miZeme zvolit tak, Ze obsahuje
nasi funkci y,. Necht tedy tento fundamentalni systém je tvofen funkcemi

Yi1s Y25 o005 Yn o

Nyni je zfejmé, Ze rovnice (91) ma feleni

@~ 2

ktera jsou pbdle vlastnosti 3 a 4 pseudoréguiérm’ch funkci (y, je pseudopotenini)
opét pseudoregularni. Tvrdim, Ze tyto funkce jsou line4rn¥ nezavislé v P(0, R).

Je-li totiZ .
cy (&> + ...+ ¢, (_y_,,) =0
V1 Y1

5) Z(90) a z vlastnosti 6 pseudopotenénich funkci plyne, Ze rovnice (91) spliuje ptedpoklad (B).
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v P(0, R), je také

c2&+.;.+c,,h=—c1

V1 Y1

s vhodnou konstanton ¢y, a tedy i
C1)1 + C2Y2 + ...+ CnYn = 0

v P(0, R). Odtud plyne ¢, = ¢; = ... = ¢, = 0, nebot yy, ¥3, ..., Y, tvofi fundamen-
talni systém. Rovnice (91) m4 tedy fundamentélni systém (92) sloZeny z pseudore-
gularnich funkci, tj. je Fuchsova typu.

Necht rovnice (91) je Fuchsova typu. Existuje tedy jeji fundamentélni systém slo-
Zeny z pseudoregularnich funkci:

Uis Uy eeas Uy g -
Rovnice (89) ma tedy FeSeni
Z45Zgy eeey Zymys 1,

kde z; je néktera funkce primitivni k v;, j = 1,2, ..., n — 1. Podle vlastnosti 5 jsou
to funkce pseudoregularni. Odtud mime ihned, Ze funkce

Y1215 Y1225 e+ s Y1Zn-15 V1

jsou feeni rovnice (86) a Ze jsou to funkce pseudoreguldrni. Staci jesté ukazat, Ze
tvofi fundamentalni systém. Je-li

€1¥12y + Y123 + oo + oy V1Zp—g T Gy =0,
je také
(93) €12y + €23 + oo F €uoyZyy + ¢, =0,
a tedy (derivujeme)
CiVy + €03 + oo F+ CpoqUp—y = 0.

Odtud plyne ¢, = ¢; = ... = ¢,y = 0 a (93) dava i ¢, = 0. M4 tedy rovnice (86)

fundamentalni systém sloZeny z funkci pseudoregularnich, tj. je Fuchsova typu.
Kone&n& ukaZeme, Ze rovnice (86) spliiuje Fuchsovu podminku, pravé kdyZ rovnice

(91) splituje Fuchsovu podminku (stale minime vie v po&atku). Z (90) plyne: koefi-

. by, s g .. .
cient 2=1=J = B, _,_.u j-té derivace v rovnici (91) je roven
Y1

(94) 34 (" N k) L i

k=0 j+1 Y1
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Odtud je patrné: maji-li funkce 4,, k < 0, 1, ..., n, v poCitku pdl nasobnosti nejvy-
$e k, ma B,_,_; v poatku pdl nisobnosti nejvySe n — 1 —j,j=0,1,....,n - 1.
(Pouzijeme vlastnosti 6 pseudoregulérnich funkci.)

Z (94) plyne:

n—j—2 n—k (n—j—1-k)
(95) Avjor=Byyr— 3 Ak< )Xl_

k=0 j + 1 V1

n
j=0,1,...,n — 1; napiSeme je§t& vztah Y 4,y{""® = 0 ve tvaru
0

(96) A== 42

Necht nyni funkce B,_;_, maji v potatku nejvySe pdl fadu maximalné n — j — 1,
j=0,..,n—1."Z (95) dostaneme postupn& pro j=n—1, n—2,..,1,0, Ze
funkce A4,_;_, maji také v pocatku nejvyse pél fidu maximélng n — j — 1, a z (96)
dostaneme analogické tvrzeni pro A4, (stale vyuZivime vlastnosti 6 pseudoregularnich
funkcf).

Tim je zfejm& proveden indukéni krok, nebot jsme ukazali, Ze rovnice (86) spliiuje
Fuchsovu podminku (resp. je Fuchsova typu), pravé kdyZ rovmice (91) spliiuje
Fuchsovu podminku (resp. je Fuchsova typu), a podle induké&niho pfedpokladu spliiu-
je rovnice (91) Fuchsovu podminku, pravé kdyZ je Fuchsova typu.

Z lemmatu 4 plyne, Ze feSeni soustavy rovnic (77) davé viechna nenulova pseudo-
potendni feSeni rovnice (71), volime-li ay % 0. Zvolime-li a5 = 1 (tim neztratime .
prehled o viech feSenich systému (77) s a, + 0), dostaneme Feleni

y=x1 + a;x + a,;x* + ...);

budeme fikat, Ze y patii k exponentu p. DokiZeme:

Lemma 5. Necht yi, ¥, .- Yi jsou pseudopotenéni funkce patfici k navzdjem
riznym exponentim Qi, @z - - -5 Q-

Vi=x1 4 ayx + ayx* + ..,

J=1,2,...k, kde fady konverguji v P(O R). Potom funkce yy, Y3, ..., Yi jsou
linedrné nezdvislé v P(0, R).

Diikaz: Sestrojme determinant

IS A ‘
W(x) = It Y2 cees Vi

(k=1 k=1 k—
yr b, YD, L, yED
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Kdyby bylo ¢,y; + ... + ey, = 0 (c, € E; alespoi jedno ¢; + 0), bylo by
VP + .+ ey®=0, P=01..,k-1,

pro viechna x € P(0, R) a odtud W(x) = 0 pro viechna x € P(0, R). Derivovinim
dostaneme

¥P = x4 %oy — 1) ... (; = p + 1) + o(1)),

kde o(1) ozna&uje funkci (jistou mocninnou fadu bez prostého &lenu), kterd mé limitu
nula pro x — 0. Pro jisty exponent 4 tedy je

W(x) = x*.

1 +o(1), ..., 1 + ofl)
01 +o(1), ..., e + o(1)

.....................................................................

Pro x - 0 mé4 determinant za limitu jisty determinant, ktery snadno pfevedeme
(vhodnym postupnym pfititanim Fadkd) na Vandermondiv determinant, ktery se
nerovna nule, nebot g,, @,, ..., 0 jSOu navzajem riizna. V jistém prstenci 0 < |x| <d
je tedy W(x) =+ 0. Diikaz je hotov.

. Poznimka 1. Rozeberme podrobngji systém rovnic (77). Pfi dikazu lemmatu 3
jsme vidé&li, Ze ke zvolenému kofeni ¢ rovnice F(g) = 0 a k zvolenému a, + 0 miZeme
z rovnic (77) nalézt hodnoty a,, a,, ... jist& v tom p¥ipadg, kdyZ F(¢ + m) # 0 pro
m=1,2,3,... Jestlie tedy charakteristicki rovnice F(C) = 0 ma n jednoduchych
kofent, z nichZ 74dné dva se nelisi o celé ¢&islo, dostaneme pseudopotenéni feSeni

7 - yi=x1+ ay;x + a;x* + ...)

( j=12,.., n), jez podle lemmatu 5 tvofi fundamentalni systém. Je déle zfejmé, Ze
k vicenasobnému koteni rovnice F({) = 0 nalezneme nejvy3e jedno pseudopotendni
feSeni, které k nému pfislusi.

Vysetfeme tedy pfipad skupiny kofeni charakteristické rovnice @y, 02, ... @p
(p 2 2), pro ni% plati .

02=01— ki, 03=0,— kz»---99p =0p-1 — kp (Pg 2):
kde ky, ..., k, jsou cela kladn4 &isla. Pfedpokladejme jestg, Ze skupina je Uplna v tom
smyslu, Ze neexistuje jiZ Zddny dal3i kofen rovnice F| (C) = O tvaru g, + mscelymm

(kazdy koten pochopitelné potitdme jen jednou, i kdyZ je vicenasobny). Ptame se
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nyni po existenci feSeni Vi, Y2, ..., ¥, tvaru (97) pro j =1,2,:-»P- Bez ujmy na

obecnosti volme v rovnicich (77) vZdy a, = 1.

Rovnice (77) pro ¢ = ¢, uruji jednozna¢né y;, nebot F(es + m) #+ 0 pro m =
= 1,2, ... podle volby o,. Dosadme ted do rovnic (77) ¢ = g,. JeZto F(o, + m) + 0
pro 1 <m < k, — 1, uréuje prvych k, — 1 rovnic jednoznain€ ao = 1, @y, @, ...
.. Gy, Dal3i rovnice méa vlevo a,, F(o, + k1) = a,, F(g,) = 0. Zde jsou moZné
dva pfipady. Je-li prava strana od nuly rizna, neexistuje y,. Je-li viak prava strana
rovna nule, bude tato rovnice splnéna at volim a,, jakékoliv, nadeZ dalsi rovnice
(prom > k,)jiZ urduji a,, jednozna¥ng.®) V tomto ptipads existuje feSeni y,; zaroveii
je vidét, Ze neni jednozna&n& uréeno. BudiZ y, jedno urcité feSeni patfici k g,; jak

wr v

vypadaji ostatni? Mame-li dalsi feSeni

(98) yz = xez(l + alzx + &'zzxz + ...)

wr -

patfici k @;, ¥, * 72, je nutné a;, = d;; pro 0 < j < ky, ale @,,, = a;,, + c, kde
¢ % 0. Je tedy y, — y, pseudopotenéni feSeni, za&inajici ¢lenem

cxoz+kn = cx® R

tj. je to nutng cy,, tedy j, = y, + cy;, a oviem i naopak, funkce y, + cy, (pro
libovolné ¢, i pro ¢ = 0) je feSenim nasi rovnice tvaru (98). Tedy: Existuje-li feSeni y,,
patfici k exponentu g, (coZ pozname podle FeSitelnosti k,-té rovnice (77) pro ¢ =

vr .7

= 0,), jsou viechna feSeni, patfici k tomuto exponentu, ddna vzorcem y, + cy;.

Mame-li jiZ zjisténo, zda existuje y,, a je-li p > 2, miZeme se ptat, zda existuje
feSeni y,, prisluiné k g3, a jak z jednoho takového feseni (kdyZ existuje) uréime viech-
na takovito feSeni. Dosadme do (77) ¢ = g3, a, = 1. Hodnoty koeficientd a, ay, ...
.-+ G,—1 jsou urleny jednoznadn&. Je viak a,, F(os + k;) = &, F(g;) = 0, tedy
budto rovnice pro a,, neni fesitelna, y, tedy neexistuje, nebo mohu volit gy, libovolng;
potom a4, ..., Gy,+r,—1 jsOu urCena jednoznalng, ay,ir, F(o; + ky + kl) =
= Gy, +x, F(0;) = 0. Pravé strana (k, + k,)-té rovnice zavisi oviem na volb¥ a,,:
jestliZe bylo a,, zvoleno tak, aby pravé strana byla rovna nule (coZ nemusi byt mozné),
potom a, 4, Ize volit libovoln& a dalii a,, (m > k, + k) jsou jiZ uréena jednozna&né.
Ctenaf si saim muZe (jako cvi€eni) rozvazit toto: Jestlize y, (patici k g,) existuje, ale
neexistuje feSeni y,, patfici k ¢,, potom viechna FeSeni patfici k 03 jsou dina vyrazem
Y3 + ¢;¥y (cy € E). JestliZe existuje feSeni y, patfici k ¢, i feSeni y,, patfici k ¢,,
potom viechna feSeni, patfici k @3, jsou ddna vyrazem y; + c,y, + ¢1y; (¢, ¢, € E).
Obdobng déle pro gy, ..., ¢, Nebudeme to viak potiebovat; plijde nim (v pfisti
kapitole) o rovnice druhého fadu, takZe vystatime s pfipadem p = 2.

Poznamka 2. PiSeme-li nasi rovnici ve tvaru (86), kde 4; jsou holomorfni v P(0, R)
a spliiuji Fuchsovu podminku v po¢atku, umoZiiuje nim lemma 3 a postup dikazu

6) Skute&nost, Ze nastane prvy nebo druhy pfipad, je nezivisld na volbé (nenulového) a,.
Hodnoty ay, a,, ..., ay, -1 se pouze nasobi stejnym nenulovym Cinitelem.
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véty 25 nalézt fundamentalni systém: Podle lemmatu 3 najdeme nenulové pseudopo-

r v v

tendni feSeni y, a pomoci rovnic

y=anz,

e e
®IN
Il
<

redukujeme feSeni nadi rovnice na feSeni rovmice (91) fadu n — 1, kterd rovn&z
vyhovuje Fuchsové podmince (obecn& miZe jit o men3i prstenec, kde jsou koeficien-
ty této rovnice holomorfni — y, je ve jmenovateli). Tak miZeme postupovat dale,
aZ najdeme fundamentilni systém rovnice (86) v jistém prstenci P(0,46), d > 0.
Roziifeni na P(0, R) ned&la obvykle potiZe. Nevyhoda je tato: U vétSiny dileZitych
rovnic jsou A; pom&rng jednoduch4, naproti tomu koeficienty rovnice (91) obsahuji
funkci y, a jeji derivace a ty uZ byvaji sloZité (a navic musime je$t& vytvafet zp&tn&
feSeni plivodni rovnice pomoci primitivnich funkci). Dosti vyhodna je tato metoda
pro n = 2, rovnice pro v je potom 1. fadu a Ize ji obvykle snadno fesit.

Poznamka 3. Dalsi zpisob nam dava véta 24 v kombinaci s lemmatem 3. Pro
jednoduchost provedeme vyklad pro rovnici 2. fadu (podrobné ji uk4Zeme na piikla-
du Gaussovy rovnice v nasledujici kapitole). Necht rovnice

(99) V' + Ay + Ay =0

(splfiujici Fuchsovu podminku v po&atku, A, A, holomorfni v jistém P(0, R)) nemé
fundamentalni systém sloZeny ze dvou pseudopotenénich funkci (charakteristicka

rovnice tedy m4 nutn& kofeny, které se lidi o celé &islo).

Z véty 24 tedy dostaneme, Ze existuje fundamentélni systém feSeni této rovnice
tvaru

y1=x° ¢1(x) s
y2 = x°(log x . @4(x) + @1(x)) = y; log x + x% 9,(x),

kde ¢,(x) je holomorfni v okoli po&atku, ¢1(0) * 0, ¢, ma v po&atku nejvyse pdl
(druhé feeni jsme pro jednoduchost nésobili 2i — nebude nim to vadit). y, najde-
me podle lemmatu 3 jako pseudopotenéni feSeni pfislusné kofenu ¢ charakteristické
rovnice (ze dvou kofenl ¢y, 0,0, = @3 — m, m 2 0 celé, volime ¢ = g,; je-li
m > 0, nemiiZe feSeni pfisluiné ¢ = g, v pravé zkoumaném pfipad¥ existovat).
Dosadme y, do nasi rovnice. Vychézi

1 1 , 1
yi log x +2y1;—y1; +A1yllogx+A1y1;+

+ Ay, log x + (x2 95(x))” + Ay(x° 05(x)) + A2x° @,5(x) = 0.

Je#to yi je fedeni, odpadnou &leny s log x, takZe leva strana m4 tvar x° ‘I’(x), kde ¥
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je Laurentova fada, v niZ vystupuji také dosud bliZe neurené koeficienty b, Lauren-
tovy fady

qoz(‘x)= f b,x" .

n=—o

SnaZime se nalézt b, tak, aby bylo ¥(x) = 0 a aby viechna b, se zipornym n byla
aZ na koneény podet nulova. Existenci takovych b, nim oviem zaruduje v&ta 24.

Ptiklad. Snadno zjistime, Ze u rovnice x3y” + x2y’ = 0 jsou kofeny charakte-
ristické rovnice ¢; = 2, g, = 1, 05 = 0 a Ze existuje y;, y; a neexistuje y,. Najdéte

Yr ¥ ¥

metodou poznadmky 3 dalsi feSeni, linearné nezavislé na y, y;.

Roziifime jeté pojem funkce pseudopotendni, resp. pseudoregulirni na bod oo
takto: Rekneme, ¥¢ funkce f je pseudopotentni resp. pseudoreguldrni v bodé oo,

je-li funkee g(t) = f (l) pseudopotenéni, resp. pseudoregularni v bod& 0. Srovnime-li
t

tento pojem s definici funkce holomorfni v bod& oo, vidime, Ze funkce f je holomorfni
v bod& oo, pravé kdy je pro vhodné kladné R rozvinuteln4 v oboru R < |x| < + o0

- . N 1\¢
v fadu Y a,x7% u funkci pseudopoten¢nich pfistupuje &initel tvaru (—) = x’
k=0 X

(6 = —o), funkce pseudoregularni je pak vyjadfitelnd v oboru tohoto tvaru jako
linearni kombinace funkci pseudopotendnich, kde jeité pfistupuji faktory tvaru

(log l) = (—1)"log" x (n neziporné celé). Podstatny rozdil oproti bodu 0 je tedy
X

pouze v té fadg, ktera misto podle mocnin x postupuje podle mocnin 1 .
b3

Analogii k lemmatu 1 v § 4 dava:

Lemma 6. Funkce f je pseudopotencni, resp. pseudoreguldrni v bodé x, €S,

pradvé kdy? funkce
ot + B
t) =
o(1) f('yt + 6)

(26 — By = 4 =% 0) je pseudopotencni, resp. pseudoreguldrni v bodé ty € S, kde

vy Hot B
7t0+6

Dikaz. Necht xq, t, € E. Vzhledem k lemmatu 1 v § 4 a vlastnostem funkci pseu-
dopotenénich a pseudoregularnich stad uvaZovat &eny (x — xo)% log(x — xo).
V jistém okoli bodu t, Ize psit

x s =t = 1) 3 2 (= 0 = wle - 10) (14 U0,
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kde o, = dx N # 0 a kde l1ze U(r) vyjadfit mocninnou fadou bez
dt t=to (‘ytO + 6)

prostého &lenu. V dosti malém okoli bodu ¢, je [U(t)] < 1, tj. Re(1 + U(7)) > 0; 1ze
tedy pro toto ¢ volit |arg (1 + U(#))| < 4. Piisluiné hodnoty (1 + U)?, log (1 + U)
jsou pak uréeny fadami

(100) ) (i) o, 3 (- L0,

Zvolime-li nyni ur&itou hodnotu arg «, (a tim i hodnotu af, log «,) a zavedeme-li
arg (x — xo) = arga, + arg (¢t — to) + arg (1 + U(r)),

je ziejmé, Ze spojité zméng arg (¢t — t,) (v n&jaké oblasti nebo podél n&jaké kiivky
v E — {t,}) odpovida spojitd zm¥na arg(x — x,) (Stenaf mn& jist& rozumi). Pro
pfislusné hodnoty ¢, x (v dosti malém prstenci P(t,, 9)) je pak

(x = x0)° = a3(t — to)° (1 + U(1))°,
log (x — x,) = log (t — t,) + loga; + log (1 + U()),

kde Ize do fad (100) dosadit za U(t) fadu, ktera — jak jsme vid&li — nema prosty
&en (viz vétu 7 a poznimku k této v&tE) a obg tyto funkce vyjadfit ve tvaru, z nghoz
je patrné, Ze jsou to funkce pseudopotenéni nebo pseudoregularni v bodé ¢,

Zbytek diikazu je skoro doslova stejny jako u lemmatu 1.

UvaZujme rovnici

(101) L(y) = y™ + A4,(x) y" PV + ...+ 4,(x)y =0,

kde funkce Ay, ..., 4, spliiuji v bod& x, €S ptedpoklad () (tj. jsou holomorfni
v jistém P(x,, R), 0 < R < + ). Neni-li tato rovnice oby&ejna v bodg x,, fikejme,
Ze je singularni v bodé x,, nebo Ze bod x, je singuldrnim bodem této rovnice. Singularni
body dané rovnice budou tedy vidy body izolované. Vzhledem k vété 23 je skoro
zfejma:

Véta 25. Necht'ty € S, xo = ato—+§ a necht rovnice (101) pFechdzi substituci
Yio +
(102) x=%FF s py+o
yt + 0
v rovnici
n n—1
(103) :‘w_y + By(f) j—t"—_—ly +...+B()y=0.
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Bod x, je singuldrnim bodem rovnice (101), prdvé kdyZ bod t, je singuldrnim bodem
rovnice (103).

Mezi singularnimi body jsme podrobnéji studovali body, v nichZ je dana rovnice
Fuchsova typu. Pomoci lemmatu 6 1ze snadno dokazat nasledujici vétu.
Véta 26. Prechazi-li substituci (102) rovnice (101) v rovnici (103) a je-li xo =

_ ofo + [;, je rovnice (101) Fuchsova typu v bodé x,, prdvé kdy je rovnice (103)
Vo +

Fuchsova typu v bodé t,.

Poznidmka 3. Tuto vétu lze také dokazat pomoci Fuchsovy véty, tj. ve tvaru:
(101) spliiuje Fuchsovu podminku v bod& x,, pravé kdyz (103) spliiuje Fuchsovu
podminku v bodg t,. Je oviem potfeba vySetfit zavislost B(t) v (103) na A(x).

V piiitim paragrafu budeme potiebovat jest€ jednu transformaci rovnice (101),
kterou se jeji tvar mnohdy zjednodusi. AZ do konce tohoto paragrafu pfedpoklade;j-
me, Ze rovnice (101) je Fuchsova typu v bodé x,, a pro jednoduchost bud x, = 0.

Zavedme transformaci
(104) y=xco +ex +..)z,

kde ¢y, + 0 a mocninna fada je konvergentni v jistém okoli bodu 0. Spliiuje-li y
v okoli bodu 0 rovnici (101), spliiuje funkce z definovana vztahem (104) v jistém okoli
po&atku zfejm& opét line4rni diferencidlni rovnici n-tého ¥adu (po dosazeni a ,,vykra-
ceni* x*(co + ¢yx + ...)). Ze vztahu (104) vyplyva, Ze y je pseudoregularni v po&at-
ku, pravé kdyZ z je pseudoregularni v podatku. Plati tedy véta:

Véta 27. Prejde-li rovnice (101) transformaci (104) v rovnici
(105) N(z) = z™ + Cy(x) 2"V + ... + C(x)z =0,

je rovnice (101) Fuchsova typu v poldtku, prdvé kdyZ rovnice (105) Jje Fuchsova typu
v pocdtku.

VySetfime na z4aveér tohoto paragrafu otazku, jak se mé&ni kofeny charakteristické
rovnice pfi transformacich tvaru (102) a (104). K tomu poznamenejme, Ze jsme vlastng
zavedli pouze charakteristickou rovnici ,,v po¢atku®“. Domluvime se tedy, Ze je-li
rovnice (101) Fuchsova typu v bodé x, € S, rozumime jeji charakteristivkou rovnici
v bodé x, charakteristickou rovnici (v pocdtku) rovnice (103) po substituci x =

)
= Xo + t, je-li x, € E, a po substituci x = -, je-li xo = o0.
t

Pripomeiime si, jak vlastn& dostaneme charakteristickou rovnici rovnice (101)
v bod€ x, € E. PiSeme-li

(106) (x = o) Apos(¥) = (x — xo)"jg) Bf(x — xo)f
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a rovnici (101) ve tvaru

n—1 ©
(0) (= H + 3 (e = 5P SO T bfx = xo) = 0,
= j=

dostaneme charakteristickou rovnici rovnice (101) dosazenim y = (x — xo)* do
(107), vyd&lenim (x — x,)* a limitnim pfechodem x — x,.

Véta 28, Prechdzi-li rovnice (101) substituci (102) v rovnici (103), je charakte-

ristickd rovnice (101) v bodé x, = Ao + -g stejnd jako charakteristickd rovnice
+

: Yto
(103) v bodé t,.

Diukaz. Sta¢i se omezit na pfipad x,, t, € E. V jistém okoli bodu ¢, mame

(108) x — xo = oy(t — to) + ozt — 1) + ...,
4 ;
kde ¢y = ——— # 0. Nyni
(vt + 9)
dy _dydt &y _ Fy @y dy &
dx df dx’ dx*  df? \dx) © dt  dx?
atd., obecné&
k k
dy _dy @y
dx de* dx
. . v dy a1y
kde nasleduji ¢leny obsahujici — FPER ey . Odtud je patrné, Ze dosazeni y =
t t

= (x — xo)’, d&leni (x — x,)* a limitni pfechod x — x, u (107) vede ke stejnému
vysledku jako dosazeni (108) do (107), potom dosazeni y = (t — t,)", d&leni (t — t,)’
a limitni pfechod pro ¢t — t,. Dostaneme tedy v obou pfipadech stejnou charakteris-
tickou rovnici. Zbyvajici ptipady (tj. xo = 00, to € E, X, € S, t, = o) dostaneme
podobné z definice jako stejné pfipady u lemmatu 1 v § 4. ‘

Transformujeme-li nyni rovnici (101) pomoci (104), dostaneme pro z rovnici (pro
jednoduchost pi¥me ¢(x) = ¢o + ¢;x + ...)

(109 £ e ) ED

Odtud je ihned patrné, Ze ma-li rovnice (101) charakteristickou rovnici v bod¥ 0
tvaru F({) = 0, ma rovnice (109) charakteristickou rovnici v bod& 0 F({ + 1) = 0.
PouZitim véty 27 dostaneme tedy nasledujici vétu:
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Véta 29. Je-li F({) = O charakteristickd rovnice (101) v bod¢ x, € S a pFejde-li
(101) transformaci

y =(x = x0)*(co + cs(x — xo) + ...)z pro x,€E,

resp.

= x~* 2 =
y=x Co+—+...]z pro Xxo=
x

v rovnici
(110) z™ + By(x) 2" + ... + B(x)z =0,

je tato rovnice opét Fuchsova typu v bodé x, a md charakteristickou rovnici
F(+ 1) =0.

Poznamenejme jest&, Ze misto (102) bychom mohli uvaZovat obecnj¥i substituci
x = ¢(t), kde xo = ¢(to), @ je holomorfni v bodg t,, ¢(t,) + 0.°) Prakticky doslov-
nym piepisem bychom dostali zobecnéni v&t a lemmat tohoto paragrafu, které shrne-
me touto vétou:

Véta 30. Necht x,, to €S, funkce ¢ nechf je holomorfni v bodé t,, ¢'(t,) * 0,
xo = ¢(to). Potom funkce f je holomorfni (pseudopotenéni, resp. pseudoreguldrni)
v bodé x,, prdvé kdy# funkce g(t) = f(¢(t)) je holomorfni (pseudopotenéni, resp.
pseudoreguldrni) v bod¢ to. Prejde-li rovnice (101) substituci x = ¢(t) ") v rovnici
(103), je (101) obycejnd (singuldrni Fuchsova typu) v bodé x,, prdvé kdy¥ je (103)
obycejnd (singuldrni Fuchsova typu) v bodé€ t,. Je-li (101) Fuchsova typu v bodé x,,
pak charakteristickd rovnice (101) v x, je stejnd jako charakteristickd rovnice (103)
v to.

1
6) Je-li 5 = oo, klademe ¢’(to) = g'(0), kde g(t) = ¢ (7) .

7) Cten4f jist& chépe, co je tim minéno.
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