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Kapitola IV

GAUSSOVA
ROVNICE

§1

Zavedeni Gaussovy rovnice

Budeme vySetfovat operator

d? d
(1) Ly) = 2 + A(x) L + B(x) y
dx dx
a rovnici
©) Liy)=0
a budeme hledat, kter rovnice (2) vyhovuji témto poZadavkim:

1. Funkce A, B jsou holomorfni v mnofiné S — M, kde M je néjakd koneénd
mnoZina.

2. V kazdém bodé x, €S spliuje L Fuchsovu podminku (neboli: vSechna jeji
FeSent jsou v x, pseudoreguldrni).

Tedy pfedn& maji 4, B mit v M — {co} nejvyse pSly. Za druhé jsou funkce A4, B
holomorfni v jistém P(co, r). Proto lze provést transformaci operatoru L substituci

X = 1pro1 < |x| < o, tj. pro 0 < [t| < . Provedeme-li to podle §4, kap. III
t r

(str. 89), dostaneme transformovany operator

d?z 2 1 1N\\dz 1 1
3 Mz)=— +([-=-=A(-))]—+=B[-)z.
®) @ dr? (t 2 (t)) e r* <t>
JeZto M ma spliiovat Fuchsovu podminku v nule, musi jeho koeficienty mit v bodé& 0

nejvyse poly; to tedy plati i o funkcich A (1) ,B <l> , tj. A(x), B(x) musi mit v bod&
t t
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oo nejvyse pdly. Definujeme-li hodnoty funkci 4, B v bodech, kde nejsou definova-
ny, jako pfisluiné limity v t&chto bodech (takZe ve svych pélech budou mit funk-
ce A, B hodnotu oo), budou takto dodefinované funkce A, B meromorfni v S, tedy
racionélni.

Za tohoto pfedpokladu budeme hledat rovnice, které v kazdém bod€ x,e S
splituji Fuchsovu podminku (samoziejmé ji spliiuji v kaZzdém oby&ejném bodg).

Hledejme napfed rovnice'), pro které viechny body z S jsou oby&ejné. To znamena
pfedng, Ze A, B jsou polynomy, a za druhé, Ze koeficienty operatoru M maji pro
t = 0 kone¢nou limitu. Odtud vidime, Ze ma byt

limlA(-1-> =2, tedy limxA(x)=2,

t—»01 t x— o

tedy polynom A mi byt omezeny a ma mit v bodé¢ co hodnotu 0. Tedy A(x) =0

identicky a z prvniho koeficientu by plynulo, Ze lim 2 je kone&n4, coZ je spor. Takové
-0t

rovnice tedy neexistuji.
Hledejme nyni rovnice, které maji jediny singularni bod, ktery linedrni lomenou
substituci umistim do co. Tedy A4, B jsou polynomy a Fuchsova podminka v oo

vyzaduje, aby
i (2= L4 (2). 4 a(?)
-0 t t 1»0t t

existovaly a byly kone&né. Z toho ihned odvodite, Ze A(x) = B(x) = 0, takZe jedina
rovnice tohoto typu je y” = 0 (feSeni ¢; + ¢,x).
Hledejme rovnice, které maji nejvySe dva singularni body, které umistime do 0, co.

Tedy (Fuchsova podminka v nule) A(x) = P(x) , B(x) = -(L:) ,kde P, Q jsou poly-
x x

nomy. Fuchsova podminka v co vyZaduje existenci koneénych limit

lim (2 _p (l)) , lmQ (1) .
-0 t -0 t
To vSak znamena, Ze P, Q jsou konstanty, a dospivame k tzv. Eulerovym rovnicim

y o+ 4 y + % y = 0. Zjistéte: Jsou-li g, ¢ kofeny charakteristické rovnice, mame
x x

pro ¢ + o fundamentélni systém feSeni x?, x°, pro ¢ = o pak x°, x° log x.

1) Stéle minim rovnice s racion4lnimi A, B, které viude v S spliiuji Fuchsovu podminku.
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VySetfujme nyni rovnice, které maji nejvyse tfi singularni body, jeZ umistim do
0, 1, co. Tedy (Fuchsova podminka v 0 a v 1)

A = x(lP (j)x) B0 = x=(1Q (f)x)2 ’

kde P, Q jsou polynomy. Fuchsova podminka v oo 4d4, aby existovaly kone&né

limity (pfesv&dite se o tom)
tP (1) 20 <l)
t t
lim\2 - —=/, lim———.
t-0 t—1 t-0 (t - 1)2

To viak znamena toté% jako existence koneénych limit lim 1 P(x), lim lz 0(x), coz
x=0 X

neznamend nic jiného, neZ Ze polynom P je nejvyse prvniho, Q nejvyse druhého stup-
n&, takZe viechny rovnice hledaného druhu jsou dany vzorcem

2 :
4) x}(1 - x)? 5‘—“—2’ + x(1 = x) (po + p1X) by
dx dx

+ (g0 + 91 + ¢2x*) y =0

(po, P1> 40> 41> 92 € E). Budeme t&mto rovnicim fikat Riemannovy rovnice (obyéejné
se tak fika rovnicim, kde vystupuji libovolna a, b, ¢ misto nasich 0, 1, c0).

Polet parametrid p,, ..., g, miZeme jeité sniZit jednoduchou tipravou. BudiZ g,
popiip. o jeden z kofend charakteristické rovnice v bodé& 0, popfip. 1. Transformuj-
me L(y) transformaci z(x) = x7%(1 — x)™? y(x); dostaneme operator N(z) =
=z" + A2’ + B,z

Je jasné, Ze- studium rovnice L(y) = 0 lze pfevést na studium rovnice N(z) = 0.

Pfitom A;, B; jsou linearni funkce A, B, jejichZ koeficienty jsou polynomy vl s
x

. Tedy jsou viechny body z S — {0, 1, o} oby&ejné pro N a v bodech 0, 1,

spliiuje rovnice N(z) = 0 Fuchsovu podminku. Mimo to jeden kofen charakteristické
rovnice v bod€ 0 je o — ¢ = 0 a obdobné& v bod& 1 je jeden kofen charakteristické
rovnice nulovy.

Omezime se proto na rovnice (4), které maji v 0 i v 1 jeden kofen charakteristické
rovnice rovny nule. Sestrojme charakteristickou rovnici v bodg 0:

=1 +{po+4go=0.

Tedy: ma byt g, = 0, naeZ druhy kofen je 1 — p,. Hledejme charakteristickou
rovnici v bod& 1. Koeficienty rovnice (4) si myslim rozvinuty podle mocnin 1 — x
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(uvaZim, 7¢ x = 1 — (1 — x)), dosadim do levé strany y = (1 — x)* a potitdim
koeficient pf¥i nejniZii mocning 1 — x; vyjde ihned charakteristickd rovnice

(-1 —(po+pP)l+do+q+42=0.

Zde je g = 0 a jeden kofen ma byt 0. Tedy g, = —q,, druhy kofen je p, + p; + 1.
- Jetedy ;% + q,x* = q,(1 — x) x, v rovnici (4) Ize d&lit x(1 — x) a méme rovnici

d? d
) x(1 = %) 2+ (po + p¥) L + iy =0,
: dx _ dx
Abych vy3etfil bod oo, sestrojim rovnici M(z) = 0, kde M(z) je operator (3),
Do + P1X q1
A) = Po T PiX gy A1
() x(1 - x) ) x(1 — x)

Po snadném vypodtu dostavame rovnici
2
£t - 1)272 + (2= po) P -(z+p1)z)3-f +qz=0,

jejiz charakteristickd rovnice v nule je {® + (py + 1){ — g, = 0. Oznagim-li jeji
kofeny a, B, je p; + 1 = —a — B, q, = —ap. Pifi-li jedt& p, = y, dostavam z (5)
tzv. Gaussovu rovnici

©) =92 g —@+p+ 0L —apy=o0.
dx dx

Cislim «, B, y (v tomto pofadi) budeme fikat parametry rovnice (6).
Pri ozna&eni (6) jsou kofeny charakteristické rovnice

vbodé 0: 0,1 — y;
vbodé1l: 0,y — a — B;
v bodé o0: a, B.

Viimnéme si, Ze rovnice je symetricka v «, f.

Véta 31. Rovnice (6) je (pfi libovolnych «, B,y € E) nejobecnéjsi homogenni
linedrni diferencidlni rovnice 2. Fddu, kterd md tyto vlastnosti:

1. Délime-li jeji koeficienty vyrazem x(1 — x), dostanu funkce holomorfni
vS —{0,1, }.

2. V bodech 0, 1, oo je splnéna Fuchsova podminka.
3. Charakteristickd rovnice v bodé 0 i v bodé 1 md jeden koFen nulovy.

Rovnici (6) budeme nyni podrobn studovat.
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§2

ReSeni Gaussovy rovnice Fadami

Hledejme napted feSeni v P(0, 1). Zatneme s pseudopotenénimi feSenimi. Kofeny
charakteristické rovnice v nule jsou 0,1 — y. Neni-li 1 — y celé kladné, tj. je-li
y + 0, —1, —2, ..., existuje feSeni tvaru

(7) y =ki)akx" (a0 =1).
Dosadme do rovnice (6); dostidvime rovnice
©) Ky +k—1)ay=(+k=1)(8+k—1)a,
(k=1,2,...; a0 = 1).
Jeztoy+ k—1+0pro k =1,2,..., dostdvame

©) . =oz(oc+1)...(a+k—1).[3(/3+1)...(B+k—1)
* 1.2, kyy + 1) .. (y + k= 1)

pro k=0,1,2,... (Pro k = 0 znamena ofe + 1)... (¢ + k — 1) prazdny sougin,
tj. jednitku; podobn& v analogickych pfipadech.) Tim dostavime FeSeni, které se
oznaduje F(a, B, y; x) a fik4 se mu hypergeometricka fada s parametry o, 8, y(y + 0,
-1, -2,..):

a(a+l)...(a+k—1)-ﬂ(ﬂ+1)---(5+k—1)xk.

(10) y = Fl f,73%) = 3 1.2 kyy+1) ..+ k= 1)

Je-li & nebo B celé nekladné, redukuje se tato fada na polynom a déva feSeni v celé
rovin&. V ostatnich p¥ipadech mé fada polomé&r konvergence 1 (uZijeme podilového
kritéria). MiiZe se viak stét, Ze rovnice (8) maji feSeni i pro n&které celé y < 0. Podle
§ 6, kap. III (str. 113) vime, Ze potom fada (7) dava feSeni. Zkoumejme tedy piipad,
Zey = —n, n celé, n 2 0. Koeficient pfi a; v (8) je vZdy réizny od nuly, vyjma pro
k=1-17 =1+ n. Rovnice (8) uruji tedy (spolu s podminkou a, = 1) jedno-
zna&né koeficienty ao, ay, ..., a,, a to vzorcem (9). Rovnice pro a,., ma vlevo nulu,
vpravo

(11) (x+n)(B+n)a,=

o +1)...(« +n) BB+ 1)...(B + n).
1.2...n.(=n)(=n+1)...(=1)

Aby rovnice pro a,,; = a,_, byla feSiteln4, je nutno a sta¢i, aby budto a, nebo B
bylo celé ¢islo ,,intervalu“ —n <1 < 0,t.9y <t <0 (pro y = 0 se tento ,,interval*
redukuje na bod). Je-li tato podminka splnéna, je rovnice pro a,+1 Splnéna identicky.
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Jezto druhy kofen charakteristické rovnice je 1 — y > 0, existuje feSeni z(x) =
=x'""+d; x>+ d,x*> 7+ ... (1 —y=1+n). Odedteme-li od hledaného
feSeni a, ,, z(x), miiZeme bez Ujmy obecnosti pfedpokladat a,,, = 0, nadeZ rovnice
(8)pro k =n + 2, n + 3,... (Ievé strany jsou k(k — n — 1) a,) maji feSeni a,4, =
= @,43 = ... = 0. Dostdvame tedy toto feSeni (pisi op&t —y misto n):

_yoe+).. . (@+k-DB+1...(B+k—1) ,
(12) y=x 1.2 kyy +1) ... 0 + k= 1) .

Tedy mame celkem tento vysledek:

Véta 32. Rovnice (6) md FeSeni tvaru (7) prdvé v téchto pripadech:
1) y +£ 0, —1, =2, ... Potom je FeSenim fada (10).
2) y < 0 celé a soucasné budto a, nebo B je celé &islo intervalu y < t < 0. Potom

je resenim polynom (12).

Z § 6, kap. III (str. 113) plyne: v ptipadé 1) je (10) jediné feSeni tvaru (7); v pfipadé
2) se dostanou viechna YeSeni tvaru (7) z feleni (12) pfittenim funkce ¢ z(x) (c € E),
kde z(x) je feSeni tvaru x* /(1 + d;x + dox* + ...) (které je jediné).

Obratme se k druhému kofenu 1 — y. Transformujme operator L, pfisluiny ke
Gaussové rovnici, tj.

_¥y y—(e+B+1xdy _ o
) dx? M x(1 — x) dx x(l—x)y’

zavedenim funkce z = x?~'y. Tim se L(y) transformuje v M(z), kde podle §6,
kap. III (str. 119) ma M(z) jednozna&né koeficienty v S, holomorfni v § — {0, 1, oo},

2
a spliiuje viude v § Fuchsovu podminku. (Poznamenejme, Ze koeficient pri g—j je 1.)
X

Tedy je M(z) = 0 Riemannova rovnice a kofeny jeji charakteristické rovnice jsou
v bodg 0 podle § 6, kap. III (str. 119)

O+y—1=y-1, 1-p)+@-1)=0,

v bod& 1 jsou 0, y — a — B (uvaZme, Ze kazda vétev x’~! v okoli bodu 1 m4 tvar
(1 -1 =x)"t =0+ oy(1 — x) + a(1 = x)*> + ..., % * 0) a v bodé o jsou
«—(y—1)=a—-7+1, B~y + 1. Rovnice M(z) = 0 je tedy Gaussova s para-
metryx —y + 1, f—y + 1,1 — (y — 1) = 2 — y. UZijeme-li na rovnici M(z) = 0
véty 32, dostaneme ihned tuto vétu:

Véta 33. Rovnice (6) md FeSeni tvaru
(13) y=x"""1 + a;x + ax? + ...)
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prdvé v téchto pripadech:
1) Je-li2 —y %0, -1, =2,..., 4.y + 2,3,4,..., existuje FeSeni
(14) y=x"""Flea—y+1,p-y+1,2-1yx).

2) Je-liy = 2,3, 4,..., existuje FeSeni tvaru (13) prdvé tehdy, je-li budto a nebo p
rovno nékterému celému Cislu intervalu 1 <t £y — 1. Potom mdme FeSeni

_ e l@-r+1.. (a—y+k)(ﬂ-—y+1)...(ﬁ—y+k)xk
(15 == Z 1.2..k.2=19) .. (k+1—19) ’

Z vét 32 a 33 plyne tento:

Disledek. 1) Neni-li y celé, md rovnice (6) v P(0, 1) Feseni (10), (13), jez zFejmé
tvori fundamentdlni systém.

2) Je-liy = 1, splyvaji FeSeni (10), (14); charakteristickd rovnice md dvojndsobny
koren a existuje aZ na konstantniho Cinitele jediné pseudopotencni rFeSeni.

3) Je-liy = 0, —1, —2, ..., existuje FeSeni (14); pseudopotenéni Feeni (7) existuje
Jjen ve zvldstnich pFipadech, uvedenych ve vété 32.

4) Je-liy = 2,3,4,..., existuje FeSeni (10) FeSeni (13) existuje jen ve zvldstnich
pripadech, uvedenych ve vété 33.

Budeme nyni na zavér vySetfovat feSeni v pfipadech, kdy neexistuje fundamentalni
systém sloZeny z pseudopotenénich funkci. JeZto pfipad y < 0 lze pfevést substituci
z = x?"!y (ktera pfevadi y v 2 — y) na pfipad y = 2, stadi vyZetfit pfipady y =
=1,2,3,... V tom pfipad¥ existuje pseudopotenéni feSeni (10). Existuje-li druhé
pseudopotenéni feSeni (14) a neni-li y = 1, tvofi tato dv& feSeni fundamentélni systém
(patfi k riznym exponentim 0, 1 — y). V ostatnich pfipadech je (10) aZ na konstantni

Cinitel ‘jediné pseudopotenéni feSeni a my budeme hledat dal3i feSeni — ted uZ ni-
koliv pseudopotenéni.

Jde ném tedy o tento pfipad:

Budto y = 1 nebo y = 2,3, 4, ... a podminka z 2) ve vété 33 neni splnéna, tj. jde
o pfipad, kdy a, 8, y spliiuji tyto podminky:

(A) 7y je celé, y 2 1; ani « ani B neni celé &islo ,jintervalu*“ 1 <t <y — 1. (Pro
y = 1 je tento ,,interval*“ prazdny — to je v pofadku, nebof pro y = 1 méme jen
jedno pseudopoten¢ni feSeni, aZ na konstantni &initel). Vime (viz § 6, kap. III,
str. 114):

V tomto pFipadé existuje reSeni tvaru
(16) y = F(a, B, ;%) log x + G(x),
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kde Laurentova rada

) 6(3) =3 d

n=—o

md v poldtku nejvySe pdl. Pro lepsi pfehled piSme téZ

+ o0
Fl, B,7;x)=. Y ¢x" (c,=0 pro n <0).
(Pro n = 0 jsou oviem c, koeficienty z (10), ¢, = 1.)

Jezto od fedeni (16) smime odegist libovolny nasobek F(a, B, y; X), milZeme se
omezit na ptipad, Ze d, = 0. Dosadim (16) do rovnice (6); ¢leny s log x vypadnou
(nebot F(, B, 7; x) je feSenim rovnice (6)). Vlevo zbude Laurentova fada; poloZime-li
jeji koeficienty rovny nule, dostaneme systém rovnic

@rn-=1Dec,—(2n—=3)cy +n(n—1)d, —(n—-1)(n —2)d,_, +
+ yc, — (@ + B + 1) €uy + nyd, —
_(a+[3+1)(nf1)d_,—aﬂd_1§0,

neboli

(18) nn—1+9)d,—(e+n—-0)B+n=-1)dy-y=fn,
kde

(19 fi=—-@n-14+9c+@2n+a+p—-2)c,,.

Hledame feSeni systému (18) s podminkou d, = 0, ve kterém nejvySe kone&n&
mnoho d, se zipornym n se nerovna nule. Zjistime-li, Ze takové fe¥eni je jen jedno,
d4vé nim hledanou fadu (17), kter4, jak vime, konverguje v P(0, 1).

Z (19) plyne
fa=0 pro n<0; pro y=1 jetéZ f,=0.

Jezto d, = 0, Ize z rovnic (18) jednozna&ng vypogitat d, pro n > 0. Dile je jasné, Ze
pfi pevném 7y jsou koeficienty

(20) L _dat ). @+n—1)pB+1)...(B+n—1)
" 1.2..n.9+1)...(y +n=1)

‘(n =01, 2, ...) spojité funkce a, B. Politejme napfed d, (n > 0) pro neceld a, B,
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takZe c, + 0. Srovnani (18), (19) ndm naznaduje, Ze bude vhodné zavést &isla

Ay = a (n = 0), nageZ (18) 1ze vzhledem k (19), (20) psat
C

1 -1 _2n—-1+y 2n+a+pf—2 _
T i —149) (r+a—1)(n+p-1)
1 1 1 1

+ R —
ao+n—-—1 B+n—-1 n y+n-1

(rozklad na &Astedné zlomky). Jezto 4, = 0, dostdvime

n—1
(21) d,=¢c,Y, 1 + LI pro n=1213,...
k=o\a+k p+k 14+k y+k

Zatim byl tento vzorec dokazan pro necela «, f. Ale ze spojitosti ¢, plyne podle (18)
indukeci spojitost d, jako funkce a, f, takZe ostatni pfipady lze feSit limitnim pfecho-
dem. Jediny pfipad, ktery zasluhuje zminky, jen ten, Ze « + k = O (popftip. B + k =
= 0) pro n&které celé k, 0 < k < n — 1. NapiSeme napted vzorec (21) s hodnotou o’
misto « (0 < |« — &| < 1), vykratime koeficient o’ + k (ktery je Cinitelem v c,),
a potom piejdeme k limit& «' — a.

Je$t€ mame vypoditat d_, pro n = 1,2, 3, ... PoloZme d_, = D,. Jeito dy = 0,
dostavame z (18), (19) podminky

(22) 1-91-pDy=y-1,
23) (Q+n-0)(1+n—=P)Dyyy=nl+n-9)D, (n=12,..).

Pfitom pro vSechna dosti velkd n ma byt D, = 0. Je-li vSak n = y a je-li Dp+1 = 0,
plyne z (23) D, = 0. Odtud plyne

(24) D.’=D7+1=D7+2=...=0.

Pro y = 1 je tim jiZ nalezeno feSeni. Pro y > 1 jsou v disledku rovnic (24) spln&ny
rovnice (23) pro n =y, ale také rovnice pro n =y — 1, je#to vlevo je D, =0,
vpravo 1 + n — y = 0. Jde tedy jest& o to, splnit rovnici (22) a rovnice (23) pro
1<n<y—2 V t&hto rovnicich je koeficient vlevo (1 + n —a) (1 + 2 — B)
pron=0,1,...,y — 2. Tvrdim, %¢ 1 + n — « + 0 (a podobn& 1 + n—B+0)
pro tato n. Je-li @ = n + 1, znamena to, Ze a je celé &islo intervalu 1 <t =7 — 1,
coZ je ve sporu s (A); podobn& pro B. Tedy rovnice (22) a rovnice (23) pro n =
= 1,2,...,7 — 2 maji pravé jedno feSeni; snadno najdete, Ze je

(25) D, = (-1 -9)C=7..(r—7)
1-9@-a)..(r =) (1 =) (2= p)...(n - B)

pron = 1(pro n = y dava (25) D, = 0, jak to ma byt).
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Tim je Gpln& uréena fada
) r—1
G(x) = Z dﬂx" + Z Dux—n
n=1 n=1
0
(oviem Y = 0) a 1ikol je vyfeSen.
n=1

Tedy jsme ziskali iplny pfehled o feSenich Gaussovy rovnice v prstenci P(0, 1).
Neni-li y celé, mdme fundamentaln{ systém FeSeni

(26) y1 = F(o, B, 7; %),
Vao=x'""Fla—y+ 1, f—9+1,2—1y;x).
Pro y = 1tato feSeni splyvaji a mame dal3i feSeni tvaru (16). Pro y = 2,3, 4,...
mame feleni (10) a k tomu budto FeSeni (12), nebo feSeni (16) (ktery z obou pfipadi

nastane, o tom nis poudi véta 33). Proy = 0, —1, —2, ... mame fe¥eni (14) ak tomu
budto feleni (15), nebo feSeni analogické k (16) (nebudu je vypisovat).

ReSeni v prstenci P(1,1) (t. 0 < |l — x| < 1) dostaneme, transformujeme-li
operétor L (viz (1)) substituci x = 1 — t; okamZit¢ dostaneme rovnici

() =yt = 1), ¥x) =z(1 - )

d?z dz
(1—t)t(F—(y—(a+ﬂ+1)(1-—!))5—«132—0,

coZ je Gaussova rovnice s parametry o, f, « + f — 7 + 1. Jestlize y — a« — B neni
celé, mame fundamentalni systém

(27) F(a,B,a+ﬂ—:?+1;1—x),
Q=% PFy—oy—By-—a—B+11-x),
Jesté sestrojime feSeni v prstenci P(c0, 1), tj. 1 < |x| < + o0. Transformujme ope-
rator L (viz (1)) substituci x = 11 Ale L je (aZ na &initel x(1 — x)) operator v (5),

kde po =7, py = —(« + B + 1), g, = —ap. Transformovany operitor M jsme
vypocitali v § 1 (str. 120); je

£t — 1) M(z) = £2(t — 1)32+(t2(2—y)+(a+ﬁ— D)%~ ap:.

t2

To je Riemannova rovnice. Snadno sestrojite charakteristickou rovnici v bod& 0
a v bodé 1. Dostaneme kofeny a, B v bod€ 0; 0,y — « — B v bod€& 1. Charakteristic-

.. . . . e, 1 ,
kou rovnici v bodé oo dostaneme, transformujeme-li M substituci ¢t = -, ale tim
x
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dostaneme L. Tedy kofeny charakteristické rovnice operatoru M v oo jsou kofeny
charakteristické rovnice operatoru L v 0; tedy jsou to 0, 1 — y. Transformujeme M
zavedenim { = t~%z. Dostaneme operator N, kde kofeny jsou 0, f — a v bodé
0;0,y —a — fvbodél;a,a —y 4+ 1 v bod€ co. Tedy rovnice pro { je Gaussova
s parametry «, @ — y + 1, @ — B + 1. Ze viech feSeni { rovnice N({) = 0 dostaneme
viechna feSeni rovnice M(z) = 0 tim, Ze klademe z(f) = 1*{(t), a z nich dostaneme

vechna fefeni rovnice L(y) = 0 tim, Ze klademe y = x~*{ (1) .
X

Tedy: sestrojime vSechna feSeni { rovnice s parametry ¢, 0 — y + 1, a — f + 1
v P(0, 1) a poloZime y = x™*{ <1) . Specialné: neni-li B — « celé, dostaneme funda-
x

mentalni systém feSeni v P(oo, 1):

(28) X"’F(a,a—v+1,a—ﬂ+1; 1),
X

x"F(ﬂ,B—y+ 1, f—a+1; 1).
X
Cviceni. Existuje 3! = 6 linearnich lomenych substituci, které pievadgji trojici

-----

nam daly feSeni Gaussovy rovnice v prstencich P(0, 1), P(1, 1), P(c0, 1). Abychom
vyuZili dalSich tfi, provedeme na Gaussovu rovnici L(y) = 0 s parametry o, f, y

. t v x o r - v
transformaci x = —1 ; tim dostaneme feSeni, v nichZ se vyskytnou fady postupu-
t —
1 1 x-1 ,
,1—1t= , - = , které budou konvergo-
t

jici podle mocnin ¢t =
x -1 1—x x

x 1) <1, t.x+1 Rex < %, resp. pro |1 — x| > 1, resp. pro
x—

vat pro 0 <

0<

x—1

l <1,tj. x = 0, Re x > %(a oviem stale x # o0). JeZto jsme se v pfed-

, e vere . 1 . .
chazejicim textu naucili provadét transformace x = 1 — ¢, x = =, rozloZme nasi
t

transformaci takto: napted poloZime x = 1 — u a pro z(u) = y(1 — u) dostaneme
(Gaussiv) operétor s parametry a;, = a, §; = B, 7, = @ + B — y + 1. Déle trans-

. 1 f N .
formujeme u = —, n(v) = z (1> a n(v) = v* {(v); vime, Ze pro { dostaneme operétor
v v
s parametry o, = oy, B, = o, — 7y, + 1, y, = a; — B; + 1. Konetné€ transfor-

mujeme v = 1 — t(takie vskutku x = —t—l A =¢(1 - t)) . Pro 1 dostaneme
t -—
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operitor s parametry a3 = a, =, f3 =, =y — B, y3 =03+ Py — s+ 1 =1y
Polozim potom y(x) = (1 — x)™*4 <L1) . JestliZe &isla y,y —a — B, a — B
x —

jsou neceld, obdrzime tyto tfi fundamentalni systémy:

(29) (1 - X)"F(a,v— By — )

x—1

x'7(1 - x)""“F(a —y+1,1-=82—19; X 1)
X

1
prox#O,oo,Rex<£;

(30) (l—x)'“F(ot,y—B,t;z—ﬁ+1;11 ),

(1—x)‘”F(ﬁ,y—a.[3—a+1; 11 )
prox 0, |1 — x| > 1;

(31) x'“F(a,oc—y+1,cx+ﬂ—y+1; i—_——1),
x

#Y1 —x)?'““”F(v—/f, 1—B y—a-B+1; = ‘)

X

prox % 1, oo,Rex>%.

Ctenaf si sim promysli podrobnosti a doplni také podle potieby ,,0éislovani* (ag&
zde na ném mnoho nezaleZi). V prvnim fadku je nutno volit jistou v&tev mocnin
1 — x, podobng v tfetim fadku jistou vétev mocnin x (je celkem jedno, kterou), aby
vyrazy déavaly analytické funkce. Volime-li nap¥. v prvnim fadku onu vétev (1 — x)~¢,
kterd pro x = 0 ma hodnotu 1, zjistite, Ze pro mala |x| ma tato funkce tvar 1 +
+ ¢;x + ¢;x* + ..., a podobn& druhé funkce ma tvar x* (1 + dyx + dx* + ...)
pfi obdobné volbg (1 — x)”~*~1. Tedy prvni fadek v (29) splyva potom s fundamen-
talnim systémem (26). Podobn& u druhého a tfetiho fadku (vySetiete!).
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§3
Funkce r(s) a B(p, q)

Rada v&ci o obou funkcich je uvedena v knize V. Jarnik, Integralni podet II (dale
jen 1), kap. XVIII. ProtoZe v této knize vyuZiva jen prostfedki teorie funkci realné
proménné a protoZe budeme potfebovat i nékteré dalii vlastnosti obou funkci, pro-
bereme pro pohodli &tenéfe vSe znovu.

Funkci gamma definujeme pro s € E, Re s > 0 vztahem
+ o0
() - I(s) = J =51 dx
(V]
[

(kde pochopiteln& bereme arg x = 0).

Poznamenejme vyslovng, Ze tento integral zavidime pomoci rozkladu integralu na
redlnou a imaginrni &4st vztahem (Re f(x) = fy(x), Im f(x) = f,(x))

J?(x) dx = J’ :fl(x) dx + i j :fz(x) dx,

pokud ovSem integraly vpravo existuji (jakoZto Newtonovy integraly — viz Cerny,
str. 566 a dalsi). Vesm&s niam pijde o integraci spojitych funkci (a tedy miZeme pou-
Zivat i znalosti Lebesgueoya integrélu).

Nejprve snadno ukéZeme, Ze integral (32) skutetn¥ definuje — dokonce holomorf-
ni — funkci I'(s) v poloroving Res > 0. K existenci integralu sta&i uvaZit, Ze pro

kazdé ¢ > 0 je pro vSechna se E, ¢ £ Res < 1
£

-xys=1 -x,Res—1 e pro xe<1, +w)
le™*x* "t = e™*x =
pro xe(0,1)

Funkce e™*/2x'/#~! m4 pro x — +oco limitu nula a je tedy v intervalu <1, + o)
omezena jistou konstantou K = K(e) (zavislou na ¢). Klademe-li tedy g(x) = x*~1
v intervalu (0, 1), g(x) = K(g) e™*? v intervalu (1 + o), je |e™*x*™*| < g(x)
v (0, + 0) a integral [§ g(x)dx zfejm& existuje. Pro s z uvedeného oboru existuje
tedy i integral (32) (obvyklé srovnavaci kritérium — viz napf. Cerny, véta 299,
str. 580). ProtoZe ,,integralni majoranta‘ byla spole¢nd pro viechna uvaZovanj s

(e < Res < 1), mohli bychom odtud také odvodit spojitost funkce I'(s) atd.
€
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Budeme postupovat ale trochu jinak. Zvolme &sla o, R, 0 <o <1 <R < +o
a bud

1 R
os) = f e *x*"ldx, Wi(s)= J‘ e *x*"1dx.
0 1

Z vty C, § 3, kap. I (nebo Cerny, véta 158) ihned dostaneme, Ze funkce @(5): ¥x(5)

jsou celé funkce. Bude > 0. Je-li Re s < ! ,je
&

|J‘me"‘x"1 dx — Yg(s) | = Jwe
1 R

Trxlle-l gy < K(s)j e~*2 dx = 2K(e) e */%,
R
kde K(e) je jista konstanta (viz vy3e), zavisl jen na & > 0. Tedy

(33) lim ya(s) = | e dx

R-=++ o 1

stejnomérn& pro Res < -l-pro kazdé & > 0, tj. lokaln& stejnom&m& v E. Integral
€

v (33) je tedy (véta 14 nebo Cerny, v&ta 173) cel4 funkce.!) Podobng: je-li & > 0, je

1 r] 1
]J' e *x*"1dx — (pe(s)| < J x*"ldx = - ¢°,
o 3

0

a tedy

1
4 lim ¢(s) = j e=*xt1 dx
e—0+ 0
stejnom&rn& pro Re s = ¢ > 0 pro kaZdé ¢ > 0, tj. lokalng stejnomé&rn& v poloroving
Re s > 0. Integrél v (34) tedy je funkce prom¥&nné s holomorfni v poloroving Re s >
> 0. Celkem funkce gamma je holomorfni v poloroviné Re s > 0.

Poznamka 1. Probrali jsme cely dikaz podrobnéji, nebof ste_]ného postupu pouZi-
jeme na n€kolika dalsich mistech.

Viimn&me si, Ze jsme omezeni Re s > 0 upotiebili pouze pti dikazu vztahu (34).
Zkoumejme limitu v (34) podrobngji. Celé funkce ¢,(s) miZeme vyjadfit jests jinak.
ProtoZe v E je

s (=1)2
_k;O k!

1) Pokud by &tenati &inilo potiZe, Z¢ ve vét€ 14 mame posloupnost funkci a zde systém funk-
ci zdvisly na parametru R, miZe volit postupn€ R=1,2,3,...(ae=1, 4, %,...) atd.
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a fada konverguje v E lok4Ing stejnom&rn&, méme pro pevné& zvolené g intervalu (0, 1)

)k k+s—1

e x5! Z (=1 <t

stejnom&rnd v intervalu {g, 1) pro ka%dé pevné s € E. Je tedy (nap¥. Cerny, véta 156)
pros + 0, —1, -2,.

o) =5 G [wrmran = § EU g,

o k(s + k)

Bud nyni Re s = ¢ > 0, kde ¢ je pevné zvoleno. Potom

! o ( l)k stk i__g__ Q_eea
k=0 k! (s + k) Sokle &
a tedy
LB k
(35) lim 0,5) = g (=D

k— k!(s + k)

stejnomé&rné v oboru Re s = ¢ > 0, tj. lokaln& stejnomé&rné v poloroving Re s > 0.
Celkem tedy lze psat pros€ E, Res > 0

(36) =% 0 o f "emrxs1 dx,

K=o k! (s + k)

pfi¢emZ integral v (36) je dokonce funkce celd. Zvolime-li nyni ¢ > 0 a uvaZujeme-li s
voboru min |s+ k| = & (nakreslete!), konverguje fada v (36) zfejm& stejno-
k=0,1,2,...

mérné v tomto oboru, a tedy (¢ bylo libovolné kladné &islo) fada v (36) vyjadiuje
funkci holomorfni v oboru E — {0, 1, 2, ...}. Je ale ihned vidét, Ze v bodech s =
=0, —1, —2,... ma soudet fady jednoduché pdly, a tedy miZeme shrnout: vztah
(36) ddvd analytické pokracovdni funkce gamma do celé komplexni roviny; funkce
gamma je funkce meromorfni, které md pély (a to jednoduché) pouze v nekladnych
celych éislech. Z (36) kone&ng plyne

(37) resF(s)=(—k—'l)f, k=0,1,2,....

s=-k

Obratme se nyni k funkci beta. Je definovadna pro p,geE, Rep >0, Reqg >0
tzv. Eulerovym integrilem prvého druhu

(38) B(p, ) = J St = aytar
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Podobné jako vyse zjistime, Ze v uvedeném oboru integral skutedng existuje. Jaky je
nyni vztah mezi obéma funkcemi? Bud Re p > 0, Re g > 0. Pomoci véty Fubiniovy
a zavedenim zobecn&nych polarnich soufadnic?) dostaneme

I'(p) I'(q) = J j eT*IxPT1y "t dx dy =
o] 0

o Mr/2
= 2J‘ f e~ "rP*a7 1 cos??"1 g sin2?" p dp dr =
4] 0

/2

cos’~* g sin*~* 9 dop = I'(p + q) B(p, 9) °) ,

=TI(p + q) 2f
0

tj.
(39) I'(p) I(q) = I'(p + 9) B(p, 9).-

Uvedme jesté, Ze z (32) dostaneme pro s € E, Re s > 0 integraci per partes
(40) I(s + 1) = s I'(s)
a zfejm& I'(1) = [§ e”*dx = 1, tj. spolu s (40) mame
(41) rn)=m-1), n=123,...

ProtoZe funkce gamma je meromorfni, plati (40) v E (viz véta o jednozna&nosti —
Cerny, véta 187). Ostatn& miiZeme na zakladé vztahu (40) funkci gamma pokra&ovat
z poloroviny Re s > 0 do celé komplexni roviny a odvodit i v§echny jeji vlastnosti,
které jsme odvozovali ze vztahu (36).%)

DokéZeme nyni, Ze I'(s) + 0 v E. Vzhledem k (40) sta&i ukézat, %e I'(s) + 0 pro
s€E, Res > 0. Bud M mnoZina viech s € E, Re s > 0, pro n& je I'(s) = 0. Mno-
Zina M je ziejm& uzaviena v poloroving Re s > 0. Zvolme ¢ > 0 tak, aby0 < e < 1
a aby bylo I'(z) # 0 pokud |z — 1| < & (vyuZijeme spojitosti funkce gamma v bodg 1
a (41) pro n = 1). Bud s € M. Je-li nyni Re p > 0, |p — s| < ¢, plati pro &islo ¢ =
=1—p+svztah Reg >0 a |g — 1] <e¢, tj. podle volby & je I'(g) + 0. Podle
(39) a (40) je

I(p) I'(q) = I'(p + q) B(p, 9) = I'(s + 1) B(p, q) = s I'(s) B(p, 9) = 0,

2) x=rcos?p, y=rsin? g, r €(0, + ), ¢ €(0, 4n). Jacobiho determinant vyjde 2rsin ¢ .
« COS @.

3) Substituce ¢ = cos? ¢.

4) Sta&i pro kaxdé ptirozené n klast pro Res > —n I'(s) = s+ m Vztah
P G+ 1...6+n—1"

(40) pro s € E chapeme jako rovnost dvou meromorfnich funkci v tomto bodé&.
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tj. I(p) = 0. Je-li tedy se M, |p — s| <¢, Rep >0, je peM, tj. mnoZina M je
otevienid v poloroving& Re s > 0. ProtoZe ale tato polorovina je oblast, je nutné&
M = @ (viz str. 33). Je tedy I'(s) # O v E a vztah (39) Ize pfepsat ve tvaru

(42) B(P,4)=Ir,g)—f(3, Rep >0, Req>‘(1.

Déle jsme také ukazali, Ze funkce % je cela funkce, jejiZ jediné (jednonasobné)
S

nulové body jsou v nekladnych celych &islech. .
VySetfeme je$t& integral v (32) pongkud jinak. PoloZme pro n pfirozené

(1 - §>” pro xe{0,n),
=" "

pro x=n.

Snadno nahlédneme, Ze tato posloupnost je neklesajici posloupnost spojitych funkci
na intervalu <0, + o) *) a Ze lim f,(x) = e~*. Pokud Re s > 0, mame dle (32), (42)

n= oo

a (40) dle Lebesgueovy véty

I(s) =J e~*x"1dx = lim '[ (1 - f) x~1dx =
0

n=++w Jo n
1
= lim n‘J £71(1 -t dt =limn* B(s,n + 1) =
n—+o o n-= o0

lim e QT 4D nnt .
o I(s+n+1) w-ons(s+1)...(s + n)

Snadno zjistime, Ze ziskany vztah

RN O 1)...(s + n)
I(s) n-w n! n*

(43)

plati pro viechna s € E. (Provedte!)

5) Proue(0,1) je
u u

1_
Ig ( u)+1__u u— - 3

d
= 7,(«) m4 kladnou derivaci i 7,(2) pokud 0 < x < a.
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Ze vztahu (43) odvodime nyni dileZité vyjadfeni funkce 1

I(s)

nem. Z (43) plyne

B I (1 + 5).
k=1 k

F(S) n— o
Odtud je zfejmé, Ze limita
lim [] (1 + -f)
n—+o k=1 k

nemuiZe napf. pro s > 0 byt vlastni. Pime tedy

1 n
—— = lim Se—SI'"+’k§11/k

F(S) n—w k

zﬂ

ProtoZe (viz D II, str. 80) existuje vlastni limita

&1
lim(z ——lgn) =C
n—ow k=1k .

(tzv. Eulerova konstanta), bude existovat vlastni a' nenulova
n
lim e—slgn-*-sk};:ll/k = eCs ,
n—a

a tedy také vlastni
lim [] <1 + £> ek,
nso k=1 k

kterou ozna&ime [ (1 + zs e~**, Celkem tedy je
k=1

<1 + —S) e sk,
1 k

nekonenym soudi-

(Ctenati, ktery zn4 teorii nekone&nych soutind — viz D II kap. IIL. § 7 a Weier-
strassovu v&tu o rozvoji celé funkce v nekone&ny sougin®), jsou tyto évahy jist& b&7né.)

Odvodime je$t& n&kolik dileZitych vztahii pro funkci gamma. Bud s redlné, 0 <

< s < 1. UvaZujme soudin

0 -]
r(s)r(1 —s)= I e *x*1 dxj e y~sdy
0

0

6) Tato véta m4 byt obsaZena v pokradovéni Cerného knihy. Jinak viz Saks-Zygmund, Analytic
Functions, Warszawa 1952 nebo I. Cerny, Uvod do theorie funkci komplexni prom&nné (skrip-

tum) SPN, 1960.
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PouZijeme-li Fubiniovy véty a substituce x = u, y = uv, dostavame vztah

I(s)r(1 —s) =I f e~ 1+0)=s 4y dp =J v 4.
0Jo 0 140

Vypoét&me posledni integral (viz také J II, kap. VII, § 5, str. 277; podobny pfiklad

Obr. 5.

viz Cerny, str. 349 —351). Zvolme kladn4 &isla 4, ¢, R, /¢ <1, R> 1,0 < A < %n

a bud
O =01+ @2~ 03~ @4,

kde .
¢(t) = te*  pro tedo,R),

0,(t) = Re'* pro tedd,2n — A,
@3(f) = te™* pro tele, R),
@4(tf) = ge*  pro teld,2m — i)

(viz obr. 5). Bud L(z) jednozna¢né vétev logaritmu z v oboru E — <0, + o) takova,
Ze 0 < Im L(z) < 2. Z residuové véty (Cerny, véta 184) dostaneme

=sL(z)
(45) f F(Z) dz = 27i res e = Qnie~"is ,
" z=-11+4+ z

—sL(z)
kde F(z) =

1+z.
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Nyni zfejm& mame

e—slgR

| J F(z) dzl < 2nR ——
P2

-=slgR

|J F(z)dz| < 2mp ¢
P4 1-

a
R xS
lim '[ F(z)dz = '[ dx,
=m0+ J o o 1+ x
. R xS
lim J‘ F(z) dz = e'z""-[ dx,
-0+ J o, s 1+ x

kde arg x = 0. Ze vztahu (45) dostaneme postupnym provedenim limitnich pfecho-
diproA - 0,,90 = 0, a R > + 00 vzhledem k pravé uvedenym vztahiim

(-

o1+ x

dx = 2mie™ "™,

t].

(] -s
X dx = .n .
ol +x sin ©s

Celkem jsme pro s € (0, 1) ukézali platnost vztahu

(46) Ir(s)r(t —s) =

sin 7s

Obé strany jsou viak meromorfni funkce, a tedy podle véty o jednoznaénosti
(Cerny, véta 187) plati (46) pro viechny s € E.

Poznamka 2. Z (40) a (44) dostaneme také
= - 14 =)e s 1-=)elk=
r(s)r(1 -s) sT(s)I(=s) k1=_I1 ( k) k];[l ( k)

_ fj(l__2>_

Kdybychom nyni znali rozvoj funkce sin z v nekone¢ny soudin, dostali bychom jiné
odvozeni vztahu (46). Naopak, ze vztahu (46) odtud vyplyva

(47) sin s = s 13 (1 - —2)
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coZ je zmin&ny rozvoj funkce sinus. (47) pro s = % dava postupné

2 _ B A Ly @k D@k+1) _
' (1 4k2) = tim 11 (2k)?

12.32...(2n — 1)*(2n + 1)

= lim ’
n—w 22 . 42 oo (2")2
tj.
) !
(48) 2 _ o 1.3...2n+1) 1 ~ lim (2n + 1)! ’
mTomew  2.4..2n J2n+1 e 22(nl)? /20 + 1

coZ je tzv. Wallisova formule

Odvodime je$té€ jedno integralni vyjadfeni funkce gamma. Zavedeme si viak je§t&
dfive jisté specialni typy kfivek, které nemaji kone¢nou délku, a integral pfes tyto
kfivky.

Bud ¢ spojité zobrazeni kompaktniho intervalu {«, > do S. Budeme uvaZovat
pouze ta zobrazeni, pro néZ plati:

a) pro viechna dostateén& mala ¢ > 0 m4 kfivka cp/<¢+,',_,) kone&nou délku;

b) existuje &, > 0 tak, Ze kfivky (p/<,,,+,°>, @[ (p-20.85 jsou bud tseky nebo
polopfimky.

Ma4me-li nyni takovouto kfivku ¢, definujeme integrél
f F(z) dz
?

pouze v tom p¥ipadé, Ze F je spojitd a kone¥na na obrazu intervalu («, f) a existuje

vlastni
lim f F(z)dz,
21,820+ ¢/(a+¢1,ﬁ-!2>

tj. existuje &islo I takové, Ze ke kaZdému & > 0 najdeme 6 > 0 tak, Ze pro vSechna
£, 8, prondzje0 <eg < 0,0 <eg <9, je také

| F(z)dz—I|<s.
{a+e1,B~e2)

Poznamenejme, Ze lze analogicky zavést kfivkovy integrél z analytické funkce pfes
drahy uvaZovaného typu (pro kfivky s konegnou délkou viz Cerny, str. 428—-432).
Musime mit ovSiem na paméti, Ze k uréeni tohoto integralu mame je§t&€ zvolit pevné
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jeden element analytické funkce se stfedem na kfivce, ktery 1ze podél kfivky pokraco-
vat holomorfnimi elementy.

Viimn&me si nyni, Ze (32) je vlastng integrél pravé popsaného tvaru. Pokusme se
integra¢ni drahu modifikovat. Zvolme R > 0, 0 < a < %n, 0 < ¢ < R a uvaiuj-
me kfivku (viz obr. 6)

Q=01+ @2 = Q3= ¢4,

Obr. 6.

kde
o,(t) =1t pro te{g, R),
¢,(t) = Re" pro te{0,a),
os(t) =t pro telo, R,
@4(f) = 0e® pro te|0,a).

Znagi-li L(z) hlavni hodnotu log z, je zfejm& pro s€ E, Res > 0
J. e-z+(s-1)L(z) dz=0
L4

(volbou vétve logaritmu jsme sou¢asn& provedli volbu jednoho elementu analytické
funkce e~*z°"! se stfedem na integra&ni draze a zapsali jeho pokradovani podél ?)-
Polozime-li F(z) = e™**¢~ DM, maime zfejmé

If F(z) dzl < oRe™ReoseRRes—1alIms|
?2

IJ‘ F(Z) dz I < ae—acosaQRes—leu[lmsl ,
P4
a odtud dostaneme snadno

lim J F(z) dz = lim J' F(z)dz = 0
2 0+ Jog

R=*+ o
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dokonce lokaln& stejnomérné v oboru Re s > 0. ProtoZe

lim J F(z)dz = j e *x*"ldx = I'(s),
e—0+ 01 0
R—+

mame vztah

(49) I(s) = f e"?z*"1dz, Res>0,
v

kde ¥(f) = te*,t 2 0 (0 fa< %n) . Stejnou tvahu Ize provést i pro 0 > o >

> % . Vztah (49) tedy plati pro « € (— %n, % n> a v integrandu volime arg z = a,

Pokusme se nyni odstranit omezeni Re s > 0. Toto omezeni bylo nutné, nebot
integraéni draha prochézela pocatkem. Pokusme se tedy pocatek obejit.

Zvolme « € (— % T, % n) a bud R polopfimka te’, t € {0, + ). Volme v E — R

jednozna&nou vétev logaritmu z — ozna&me ji L(z) — tak, aby & — 27 < Im L(z) <
< o. Integraéni drdhu volime nyni takto: nejprve polopfimka R ,,probihana od oo
do bodu ge***, ¢ > 0, potom kladng orientovana kruZnice o stiedu v po&atku a polo-
méru g, polinajici v bod& ge™, a kone&n& opét polopfimka R ,,probihani od ge™*

arg2=n e— 31
argz=-jg; ———> 0

Obr. 7.

do oo, Oznadime-li tuto drahu tfeba ¢ a volime-li element se stfedem napf. v bodé
0e'@™ ™ ve tvaru e **¢"DLE mame pii jeho pokradovani na prvé polopfimce
integra¢ni drahy arg z = « — 2m, kdeZto na druhé polopfimce arg z = « (viz obr. 7).

Jinak zndzornéno: pfi integraci podél R bereme nejprve arg z = a — 2x; po druhé
argz = «. (N&kdy je vyhodna tato predstava: integrujeme funkci e~ =+~ Di®
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postupn po poloptimce te’®™9, t > ¢, potom po oblouku ge”, te{a + ¢, o +
+ 2n — &) a konetn& po polopfimce te’®= ¢ > 4 3 provedeme limitu pro & — 0,.)
Abychom ovefili, Ze integral pfes tuto drihu skute&n& existuje ve smyslu nasi

definice, stadi uvazit, Ze zvolime-li T > g, je kady z integral p¥es tu &st drahy o,
které leZi v oboru |z| = T; nejvyse

o«
e3"|lm5| J e—tcosatkes—l dt
T

a tento vyraz ma pro T — + oo limitu nula dokonce lokaln& stejnomé&rné pro s € E.
QOdtud tedy také plyne, Ze

(50) J e~*z"1dz
@

je cela funkce, nebot integral pres ast integraéni dréhy' v oboru |z| < T je funkce
cela (viz véta D, § 3, kap. I a véta 14, nebo Cerny, véty 158 a 173).

Z Cauchyovy véty dostaneme dale snadno, Ze integrél (50) nezavisi na hodnoté @
(provedte podrobné!). Bud Re s > 0. Podobné jako vySe snadno nahlédneme, Ze
integral pfes kruZnici mé pro ¢ — 0, limitu nula. Pro tato s tedy vyjde podle (49)”)

f e tdz = (1 - e'z"i’)f e *z*"1dz = 2isin nse™™* I'(s)
@ v

a koneé&né s pouZitim vztahu (46) vyjde

e-xi: 1
51 — = _— | e %14z, seE,
(1) r(t—s) 2mi J;

nebot obé strany jsou celé funkce. Pifeme-li v (51) s misto 1 — s a ze™™ misto z,
o = 0, dostaneme tzv. Hankelovu formuli

(52) 1 _ 1 %4, seE,
Ir(s)y 2ni), z
kde integraéni draha je zakreslena i s volbou vétvi arg z na obr. 7.
Cvideni. Ukazte, Ze proa > 0, Res > 0 je

1 1 ation _z
—_— ° dz
F(s) 2mi z*

a—iw

(integrujeme pfes pfimku Re z = a).

7) Uvé&domte si, jaké hodnoty arg z bereme na jednotlivych &4stech kiivky!
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Zavérem tohoto paragrafu odvodime asymptotické vyjadfeni gamma funkce — tzv.
Stirlingovu formuli. Uvedme nejprve jednoduché lemma — tzv. Soninovu suma&ni
formuli.

Lemma 1. Bud P < Q a nechf funkce f (obecné komplexni) md spojitou derivaci
v intervalu (P, Q). Potom®)

® 3 0= [ 10810 - 1060 + [ 10 e,

kde o(t) =t — [{] — %, [£] znaéi celou &dst &isla t. (Tj. o(t) = ¢t — % v<0,1)ap

md periodu 1.) Md-li f navic druhou derivaci spojitou v intervalu {P, Q), Ize v (53)
psdt

j ff'(t) o(i)dt = o(0)£(0) — o(P) £/(P) — j ff"(r) o(i)dt,
kde

a(t). = th(u) du. °)
0
Dukaz. Neobsahuje-li interval (P, Q) celé &islo, mame integraci per partes
Q Q
[r@doa+seee) - @ e+ [ s =0,
P P

coZ je (53). Limitnim pfechodem dostaneme odtud (53) v pfipadg, Ze interval (P, Q)
obsahuje jediné celé &islo, a to Q. V obecném pripadé& pouZijeme pravé dokazaného
na intervaly

(P,[P] + 1), ([P] + 1, [P] +2),...([C), @
a ziskané vysledky sefteme. Zbytek dostaneme integraci per partes.
K odvozeni Stirlingovy formule zvolme pevné J € (0, % n:) a uvaZujme hodnoty
s tvaru
(54) s=Re®, |p|<n-6, R>1.

Znadi-li Log z hlavni hodnotu log z (—n < Im Log z < =), poloZme pro se E —
- (_ 0, 0>

(55) F(s) = lim (Log s — s Log n +k§l(Log (s + k) — Log k)) .

n-= o

8) S&itame pies viechna celd n, pronézje P< n < Q.
%) Ztejmé o(t) = 0 pro # celé, —} < o(t) < 0.
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n
Vyjadiime posledni soudet (vlastn& soudet 2. ---) Pomoci lemmatu (klademe
k=2

P=1,Q=n,f(t) = Log (1 + i)) . Dostaneme
t

z":(LOg(S + k) - Lng) = Log(s + 1) +J.Log(1 + ;)dt +
k=1 .

+1Log(l+i)—ELog(s+1)_Jo(z)<i_ t
2 n 2 1

—d
2 (s +1)?

=%Log(s+ 1)+%Log(1 +§) + (s + n)Log(s + n) — nLogn —
n

_(s+1)Log(s+l)—j:o(t)(t—12— 1 )dt,
a tedy

F(s)=Logs—<s+%>Log(s+1)+ :o(s—a_g)t?dt—

@ 1
-—‘[ i:)dt+lim(s+n+—)Log(1+i),
1 t n— oo 2 n

nebot’) oba integraly konverguji. Zfejm& je posledni limita rovna s. Je tedy

—F(s) = —Logs+<s+%)Log(s+1)—s— ® o) dt +j

* a(t)
LG+ 2

1 ¢

Z tohoto vztahu vyplyva, Ze funkce F(s) definovani v mnoZing E — (— o0, 0) vzta-
hem (55) je v této mnoZin& holomorfni. UvaZme, Ze funkce I'(s) je nenulové a holo-
morfni v téZe mnoZing, tj. (napt. podle véty o monodromii, Cerny, str. 433) existuje
jednoznatna vdtev L(s) logaritmu funkce I'(s) v mnoZin& E — (— oo, 0). Zfejmg
miZeme predpokladat, Ze L(s) nabyva redlnych hodnot pro kladné hodnoty s. Ze
vztahu (43) nyni plyne, Ze pro kladné realné hodnoty s je —L(s) = F(s). ProtoZe se
jedné o holomorfni funkce v oboru (54), plati podle véty o jednoznacnosti tento
vztah v celém oboru (54), tj.

L(S)=(S+%)Log(s+1)—L0gs—s— m—‘i(t)—dt+r@dt.

1 (s+12)? 1
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Nyni mime

(s+%>Log(s+1)—(5+%>Logs=<s+%) Log(1+§)=
-(+3) E5F 1"1+°<|1|)w)

r o(1) at| 1 dt I dt
l 1 (5+10% 'T8), P+R>*+2Rtcosp  8RJ, 2+ 1—2tcosd

Vysledny vztah tedy je

-e+ - owssof))”

IIA

v oboru (54), kde
k-1e [
1

t
je konstanta.

Jinak napséno:

0o off)

nebot 24/ =1 4+ 0 (l |> v oboru (54).

Abychom urgili hodnotu K, uvaime, Ze podle (41) je

=F(n+1)=ex(,"_ie’%+”f(1+o(l)>=

n

n+1/2 n+1/2

= 2 <1+1> e-1(1+o<1))=
e n n
n+1/2

-5 (1 of))
e" n

10) Symbol O(1/|s|) znamend takovou funkci g(s) proménné s, pro niZ v oboru (54) je |s 9|
< ¢, kde kladnd konstanta ¢ z4visi jen na d. .
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Dosazenim do Wallisovy formule (48) dostaneme

el( (2" + 1)2n+3/2

Y 2n+1 1
/3 = lim o (1 + o(-)) -
ISV n
i n— o 22n \/271 + 1( > eZK

e'l

1 2n+1
(n + 5) 1 2n+1
=e¢ ¥ 1lim?2 A~ = 2¢ K-11im (1 + —) =2e" K,
n+1 2n

n— oo n n—o
1.
K=1Ig \/57: .
Plati tedy
ssT1/2 1
(56) I(s) =+/2n = (1 +0 <H>)

stejnom&rn& v oboru (54) a
n! = 2nnn—"(1 + 0(1>)
e n
Poznamka 3. Kdybychom integral
J _ot)_ 4
1 (s + 1)?

integrovali n€kolikrat per partes a vhodné& volili primitivni funkce, dostali bychom

jeho vyjadfeni ve tvaru
a,  a, a, 1\
L2+ ky O(ISI"“)

pro kaZzdé pfirozené k. Spolu s vySe uvedenym rozvojem (s + %) Log (1 + 1)
s

v mocninnou fadu bychom mohli odvodit Stirlingovu formuli ve tvaru

_ S—1/2
I(s) = /2n: (1+h+b—;+...+b—:+o(|—li—l))
S N S

é s

pro kazdé pfirozené k, stejnomérn& v oboru (54). Odpovidé to pouZiti tzv. Euler-
Maclaurinovy sumatni formule misto formule Soninovy (pro redlna s viz J I, str.
695—696).

11y Symbolem O(1/|s|**1) rozumime funkci g(s) proménné s, pro niz v oboru (54) je
|s¥*1 g(s)| £ c, kde konstanta ¢ z4visi jen na J a k.
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§ 4
Studium hypergeometrické rady

V tomto paragrafu budeme vySetfovat podrobnéji hypergeometrickou fadu

y_wda+1)..(e+n=-1).pB+1)..B+n—-1)_,
(57) F(a,ﬂ,y,x)—ngo 1.2...n.yy+1)...(y+n-1) *

za predpokladu
(58) y#0,—1,-2,...

Je-li « nebo B celé nekladné, je fada (57) polynom; v ostatnich ptipadech ma polomér
konvergence 1. Znak (57) bude znait soudet této fady, pokud je konvergentni (tedy
nikoliv analytickou funkci, neomezen€ holomorfné& pokraovatelnou v § — {0, 1, oo},
vytvofenou elementem &(0, F(a, B, y; x)). Zatnéme dvéma jednoduchymi lemmaty.

Lemma 2. Budi? Y, b,; konvergentni Fada, b, > 0. Budte a,(&), a,(&), ... konecné
n=1

komplexni funkce, definované v néjaké mnozZiné M. Necht existuje pFirozené n,
tak, ze a,(£) je omezend v M a %e pro E e M, n = n, je

An+ 1(5)
(&)

o] oo
Potom Y a,(&), ¥ |a,(£)| konverguji stejnomérné v M.
n=0 n=0

< bn+1 .
= bn

(59) a,(¢) + 0,

Diikaz. JeZto b,, > 0, existuje C > 0 tak, Ze |a,,(¢)| £ Cb,,. Odtud a z (59) pro
n 2 no, £ € M plyne |a,(¢)| £ Cb,.

Poznamka 4. Vezmu-li specialng b, = ¢" (0 < ¢ < 1), dostanu podilové (neboli
d’Alembertovo) kritérium, upravené pro stejnomérnou konvergenci. Ctenaf je sam
vyslovi.

Jemngjsi je toto kritérium (Raabeovo neboli Duhamelovo):

Lemma 3. Budte a,(&), ay(&), ... koneéné komplexni funkce, definované v mnozi-
né M. Nechf existuje pFirozené no a kladné ¢ tak, %e a, (&) je omezend v M a %e

_1+e
n

(60) a,(¢) + 0,

an+1(é_)l <1
a,(¢)
pron = ngy, £ e M. g

[} [}
Potom Fady ";oan(é)’ n§o|a,.(€)| Jsou stejnomérné konvergentni v M.
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i . (n— 1\* o 1\ - <
Dikaz. Pro a > 0 je =1=--+4+0(—) "pro n—> o0 (minim oviem
n n n

kladnou hodnotu mocniny).

Zvolme « tak, ¢ 1 < a < 1 + ¢, takZe pro dosti velkd n je 1 — (1 + s) <
n

pro n > 1 a tieba b; = 1. Pro

< (n — 1) . V lemmatu 2 zvolme b, = 1

n — n)*
dosti velkd n (tfeba pro n = n; = ng) je a,,+(1§()f_) <|2= 1r= bass . Pfitom
a" n n

z omezenosti a,(&) plyne omezenost a,,(£) (viz (60)); nyni sta&i uZit lemmatu 2.

Véta 34. Rada (57) (jakoZto funkce ¢tyF proménnych) je lokdlné stejnomérné
konvergentni v oboru

(61) y#0,-1,-2,..., Re(y—a—p)>0, |x|=1.
Diikaz. VySetfujme fadu

(62) éoc, ,

e+ 1)...x+n—-1).8B+1)...(B+n—1)
" 1.2..n.9p+1)...0 + n = 1)

b

ktera je pro |x| < 1 majorantni k (57).

BudiZ [, Bo, Yo] bod, pro ktery plati yo + n &= 0 pron =0,1,2,..., Re(y, —
— ay — o) > 0. Zfejm& Ize zvolit &islo e > 0 a okoli Q bodu [«, Bo, 0] tak, Ze
pro kazdy bod [a, B, y] € @ plati

(63) [ +n|>e pro n=0,1,2,...; Re(y—a—p)>e;
1 1 1
l“"“o|<5, Iﬁ—ﬁo|<5, I7_70l<5'

Staci dokazat, Ze fada (62) je stejnomérné konvergentni v .

V kruhu |o — oo < % leZi nejvyse jedno celé nekladné &islo a4, v kruhu |8 — Bo| <

< % nejvy3e jedno celé nekladné &islo B,. Existuje-li «; (resp. f,), budiZ 2, (resp. 2,)

mnoZina onéch bodi z Q, pro n&Z je « = a,, resp. f = f,). BudiZ 2, mnoZina viech
ostatnich bodt z Q. Je-li [a, B, y] € 2y, je ¢, = 0 pro n > —a,, a tedy (62) konver-
guje stejnomé&rné v Q,; podobn& konverguje (62) stejnomérné v Q,.

1) Vyznam symbolu O (1/r2) je snad jasny z pfedchoziho. Podrobn&ji viz D II, kap. VI, §13.
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V oboru Q; miZeme sestfojit podil

(64)

Cn+1 —-
Cn

(n + @) (n + B) =(1+%)(1+§>___'1_1+y—a—,8+6
n+1)(n+7y) (1+-:;)(1+%> n

kde &y, 8,, 65 zna&i funkce o, B, y, n, které jsou omezené pro [, B, 7] € 2, a pro

n = no, kde n, je vhodn& volené &islo nezavislé na bodu [a, B, 7] mnoZiny Q,.

-1 2
(Rozmyslete si tu omezenost podrobn&ji; napf. (1 + Z) =1-Y4 {7_2 -
n n n

=N|»-

3
- % + } pro n > |y|) V Qje [y] < [vo| + %, a tedy pro n > 2(|yo| + %) jeabso-

2
lutni hodnota zavorky mensi neZ 2. (h’l—ii . Z (64) déle plyne (pro kladnou
n

odmocninu uZiji binomické fady a odhadnu zbytek)

(2}

nt1 o 1_1_+_7‘_“_‘_/"+|5_1|=
Cn n n2
=A/<1_Re(1+7—a—[i))2+ (Im(y—cx—ﬁ))z_i_lilz_l:
n n n
=J1_2Re(1+y—a—ﬁ)+i§+@=
(] h n

=1—1+R’:(”"°‘—B)+|‘s—:;|§1—m+|-‘s—§l<1—ﬂ5
n n n n n

pro n = ny, kde n; = n, je jisté dostatené velké pfirozené ¢islo.

Nyni uZiji lemmatu 3. (Omezenost funkce c,, = ¢, (, B, 7) v Q5 je zfejma.)

Véta 35. Rada (57) je lokdlné stejnomérné konvergentni v oboru

y+0,—-1,-2,...; |x <1.
Dikaz. Omezime-li x na kruh |x| < r, kde 0 < r < 1, m4 (57) v oboru y #*
+0, -1, —=2,..., |x| < r majorantni fadu Y ¢,r" (c, jako v (62)). Lokaln& stejno-
n=0 .

mérna konvergence v tomto oboru se dokaZe podobnou tivahou jako u véty 34, ale
misto Raabeova kritéria se uZije podilového kritéria a vypocty se zjednodusi.

DiileZit&jsi je véta 34, a& ma navic pfedpoklad Re (y — @ — B) > 0; zato pfipousti
[x] = 1.
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Pro dal3i GiCely bude uZitené v&dé&t, Ze napf. mnoZina viech bodi [«, 8, y] € E?,
pro néz je Re(y —a — ) >0,y 0, —1,—2,..., je oblast. Rozepifeme-li to na
redlnou a imagindrni Cast: a = ay + iy, B = By + if,, y = y, + iy,, vidime, Ze
rovnice y = —n, tj. y; = —n, 7, = 0 znamena &tyfrozmérnou ,,nadrovinu* v Sesti-
rozmérném realném prostoru. Vezméme to obecnéji: '

Lemma 4. Budi? Q oblast v n-rozmérném redlném prostoru R", n = 2. BudiZ
T, T, ... posloupnost (n - 2)-rozmé'rn}5ch ,,hadrovin®, kterd md tu vlastnost, Ze
kaZdd omezend mnoZina md neprdzdny prunik nejvySe s koneénym pocétem ,,nad-
rovin*‘ Ty.. Potom Q, = Q — | T, je oblast.

k

Dukaz. Q, je zfejm& oteviend. BudiZ a € Q,, b € 2. Body a, b lze spojit lomenou
carou L, leZici v Q. Pfitom lze libovoln& malou zménou Cary L dosdhnout toho, Ze
krajni body jejich tiseéek leZzi mimo ,,nadroviny** T, T3, ..., takZe kazd4 tise¢ka Cary L
protina kazdou T} nejvyse v jednom bodg. Existuje omezena otevienia M, obsahujici L.

Necht napf. strana S = a, p &ary Lprotina T; v bod&y (je y #+ «, y + p). ,,Nadro-
vina* T, je dana dv&ma rovnicemi

(65) L) = 4,

(j = 1, 2); pfimka obsahujici S je dana n — 1 rovnicemi (65) (j =3,...,n + 1).
Zde L{X) = cy;%; + ... + C,jX,; pfitom L, L, jsou lineArn& nezavislé, podobng
Ls,...,L,.q. Rovnice (65) (j =1,2,...,n + 1) maji pravé jedno feSeni y. Mezi
L,,..., L,, plati tedy netrivilni line4rni relace, v niZ vystupuje aspoii jedna z forem
L,,...,L,,; s nenulovym koeficientem, napf. L,. TaZ line4rni relace plati mezi
dy, ..., dyyq (jeZto systém n + 1 rovnic (65) ma feSeni). Vynechdm-li k-tou rovnici
(65), dostanu systém n rovnic, jeZ maji pravé jedno feSeni y. Tedy jsou formy L,
(1 £j £ n + 1,j * k) linedrn& nez4vislé, prvni dvd uruji T}, ostatni (v po&tu n — 2)
uruji dvourozmérnou rovinu P, obsahujici usetku a, f. Dvourozmérna rovina P
md s T jediny spoleény bod y. Je jasné, Ze 1ze usecku a, f v roving P nahradit lome-
nou Carou, spojujici @ s B a neobsahujici bod y, tedy nemajici spoleény bod s Tj.
Pritom lze tuto ¢aru volit libovolné blizko useCky «, p tedy i tak, aby leZela v M.
Postupn€ mohu nahradit L lomenou ¢arou L,, leZici v Q n M, spojujici o s f a nemaji-
ci spoleénych bodi s T;. Nyni nahradim L, obdobnou &arou L,, nemajici spole¢-
nych bodd s T; jestliZe se L, dosti malo lii od L, (&ehoZ lze dosahnout), nebude L,
mit spoleénych bodi ani s T;. Po koneéném poctu krokt dostanu lomenou &aru
v Q,, spojujici a s b. Tedy je Q, souvisla.

Vratme se k fad& (57) za predpokladu (58). Obecny &len této fady lze psat (viz

stéle § 3) (—1y (a-a) I'(B + n) . I'(y) x" =
n) T IG+n)

=(— )(—x)"r(”) rE+mrG-p _ 1
n r(p) Iy +n) Iy -p)’
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pokud Ref >0, Rey >0, Re(y — f) >0 (potom je zarudeno, Ze nepotkime
#adny pdl funkce I). Podle vzoren (38), (42) je tedy pro |x| < 1, Re g > 0,
Re (y — B) > 0 (odkud jiz plyne Re y > 0)

(66) : F(a, B, 7; %) =

Tt A, () e,

Pfi pevném x, |x| < 1jek fad€ ). <—a) (—xu)" vintervalu 0 < u < 1 majorant-
) n=0 n

ni fada

Z U('“]"‘l) (I“I"‘"—l)' A

jez konverguje. Jezto Re p > 0, Re (y — B) > 0, Ize v (66) podle Lebesgueovy véty
zaménit pofadi sumace a integrace a mame

@ eh = g (-

pro
|x| <1, Rep>0, Re(y—p)>0.

Pfitom (1 — V)™* zna&i onu vétev v Q = E — (1, + ), kterd pro ¥ = 0 m4 hodno-
tu 1 (a je tedy pro [V'| < 1 d4na binomickou fadou). Viimn&me si, Ze v Qje (1 — V)™*
lokaln& omezena (jde o hodnotu mocniny, pfisluinou k hodnotg arg (1 — V) z inter-
valu (—=, ©)). Odtud plyne, Ze integral

I(x) = '[ T = (1= xu)tdu (0 <6< 3)

konverguje pro & — 0, lokélng stejnom&rn& v Q. JeZto I,(x) je holomorfni funkce x,
plyne odtud, Ze integral v (67) je holomorfni v Q. Tedy:

Véta 36. Je-li Re > 0, Re(y — B) > 0, plati pro |x| < 1 vztah (67). Integrdl
vpravo je holomorfni funkce v Q = E — {1, + ). Pfitom (1 — V)™* znaci onu
vétev v Q, kterd proV = 0 md hodnotu 1.

Pfedpokliadejme nyni, Ze

(68) Rea >0, Ref>0, Re(y—a—p)>0

(odkud jiz plyne Re(y — p) > 0). Podle véty 34 je levé strana (67) spojita v |x| < 1,
podle vity 36 je prava strana spojitd v Q. Tedy rovnost (67) plati pro |x| <1,
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x % 1. Viimnéme si je$t€ hodnoty x = 1. Nechme x > 0 konvergovat k 1 zleva.
Limita levé strany je F(a, B, y; 1). Vpravojepro0 <x < 1,0 <u <1

w811 = w81 (1 = xu)™o| < wRP-Y(1 — wRO-P=1 (1 — y)~Res

a integral pravé strany této nerovnosti od 0 do 1 konverguje. Tedy lze v (67) vpravo
provést limitni pfechod x — 1— za integracnim znamenim. Tedy limita integralu
1
v (67) vpravo jef uf~1(1 — u)?~*"#~1 du, takZe v oblasti (68) mame
]
IG) Iy — « — f)
(69) F((Z, B’ 7; 1) = ('}’) (? B) .
Iy — o) Iy — B)

Tato rovnost plati pro a, B, y z oblasti (68), jeZ je &asti oblasti (viz lemma 4)

(70) Re(y —a—p)>0, y=+0,-1,-2,...

Ale leva strana je podle v&ty 34 holomorfni funkce «, B, y v oblasti (70) a v téZe oblasti
je holomorfni prava i strana. Tedy (viz vétu 10):

Véta 37. Rovnost (69) plati v oblasti (70).

Cvi&eni. Vy3etite konvergenci fady (57) na konvergen&ni kruZnici. Postupujte
bud parcialni sumaci nebo uvazte, Ze podle (56) jeproa, B,y £0, —1, =2,...

a(a+1)...(oc+n—l)ﬂ(ﬂ+l)...(ﬂ+n_1)=
Yy + 1) ...y +n—1)n!

_I0) Tt nIGER) T s Ny
- op e e 8" o (14 o)

n

Odtud ihned plyne napf. konvergence pro |x| <1, Re(y —a— B)> 0 nebo
|| =1, x # 1, Re(y — «a — B) > —1 a divergence v pipadech |x| =1, Re(y —
—a— B) S —1nebo x =1, Re(y — a — B) £ 0. Zkuste podobn& vy3etfit stejno-
mérnou konvergenci!

§5
Grupa permutaci vétvi analytické funkce
DPFi analytickém pokracdovdni

Reseni Gaussovy rovnice jsou neomezend holomorfn& pokradovatelnd v troj-
nésobn¥ souvislé oblasti S — {0, 1, co}. V jednoduse souvislé oblasti E — <0, + )
jsou viechny jejich v&tve holomorfni. Pokraluji-li n&€kterdu vétev f po kfivce ¢
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v S — {0, 1, 00}, kter4 protin interval €0, + o), miiZe piejit v jinou vétev g (m&l
jsem vlastn& mluvit o elementech: &(a, f) — &(b, g))- Pro studium téchto precho-
di u Gaussovy rovnice pfipravim nyni n&které obecné podklady.

Véta 38. BudiZ § funkce analytickd v oblasti Q = S. Budi? M # (Q oblast, M < S.
Potom md § v M jen spocetné mnoho vétvi (moznd Ze Zddnou).

Dukaz. Je-li &(a, F)e §, je F meromorfni v jistém U(a, 5). Potom pro ka?dé
beU(a, 6) je téz &(b, F) € § KaZda (rozumim: neprazdnd) vétev funkce § v ob-
lasti M je tedy d4na n&jakym elementem &(c, G) € § s racionélnim sttedem c e M
(tim minim, %¢ Rec, Im ¢ jsou racionélni). Zvolme pevn& element &(a, F)e §
s raciondlnim a € M. Pro kaZdy element &(c, G) s racionalnim ce M existuje
kfivka ¢ v Q tak, Ze &(a, F) - &é(c, G). Pritom, jak vime, lze volit ¢ po &astech
linearni a tak, aby jeji ,,vrcholy* byly racionélni. Ale takovych kfivek je jen s po-
etn& mnoho, a tedy i elementd &(c, G) e § s raciondlnim ce M, které urduji
viechny vétve § v M, je jen spoletné mnoho.

Dusledek. BudiZ § analytickd v Q, a € Q. Potom § md jen spoletné mnoho
elementii o stfedu a. Tedy md § zrejmé nejvySe spocetné mnoho hodnot v bodé a.

Dukaz. KaZdy element § o stfedu a Ize psat ve tvaru &(a, F), kde F je meromorfni

v U(a, 1) pro jisté celé kladné n. Potom F je vétev § v U(a, l) . Takovych vétvi
n n

je pfi daném n spodetn& mnoho a mnoZina t&ch n je spodetna.

Vezméme nyni specialni pfipad:

BudiZ § analyticka a neomezen& pokradovatelna v oblasti 2 < S. BudiZ M jedno-
duge souvisla, = M < Q.

& ma v M spocetné mnoho rtiznych vétvi

(71) fnfz,fa,-o-

(aspoii jednu), které jsou meromorfni v M. Pokra&uji-li tyto vétve (vlastn&: elementy
&(a, f;)) podél n&jaké kfivky C v Q s potatkem o € M a koncem f € M, permutuj
se tyto vétve jistym zpiisobem (permutaci n&jaké mnoZiny nazyvame prosté zobrazeni
té mnoZiny na sebe). Ze je to permutace, nahlédneme takto: Je &(e, f;) —> &(B; fi)-
Ruznym j odpovidaji rizné k (to je viddt, pokratuji-li £(B, f,) podél =C). Tedy je
zobrazeni prosté. Déle: Je-li f, n&ktera z vétvi (71), plati &(B, fi) —z €(« f;) pro n&-
které j, takZe &(a, f;) —> €(B, fi)- Tedy je to zobrazeni mnoZiny (71) na sebe.

MnoZinu viech permutaci mnoZiny (71), odpovidajicich viem kfivkim v Q,
majicich po&atek a konec v M, oznaéme .

Tvrdim: abych dostal viechny permutace z ®, stad zvolit n&jaky bod a e M
a vySetfovat permutace, odpovidajici uzavienym kfivkam v , majicim pod&éatek
(a tedy i konec) a. Nebot jestlize pokradovani podél kfivky C s po&itkem y e M
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a koncem & € M vede k permutaci P, 1ze spojit « s y kfivkou C, v M a § s a kfivkou C,
v M. Kfivkdm C,, C, odpovida identickd permutace, a tedy kfivce C; + C 4+ C,
(uzaviené s potatkem a) odpovida permutace P.

Odpovida-li kfivce C permutace P, odpovida k¥ivce =C inversni permutace P~!,
Odpovida-li kfivce C, (resp. C,) permutace P, (resp. P,) a je-li konec C; potatkem C,,
odpovida kiivce Cy 4 C, sloZeni permutace P,P, (takto definovana: P,Py(f)) =
= Pz(Pl( f j)) To lze specidlné provést pro vsechny uzaviené kfivky v Q s tymz
podatkem a € M. JeZto tak dostaneme vSechny permutace z ®, mame tento vysledek:

® jegrupa.

Tuto grupu budeme vySetfovat v jednom jesté€ specidlnéj$im p¥ipadé:
BudiZ Q, < § jednodus$e souvisld oblast, Q, =+ S, takZe hranice oblasti 2, neni
prazdna. Budiz

(72) E={&,., 8}

kone&na mnoZina p riznych bodd z Q, (p 2 1). PoloZme Q = Q, — E. Budiz §
funkce analytickd a neomezené pokracovatelnd v Q.

Q je podle lemmatu 4, § 4 oblast, oviem (p + 1)-nasobné souvisla. Body &,, &, ...
..., €, vedu ,fezy* R, ..., R, takto: kaZdy fez R, je prost4 lomen4 &ra (viz Cerny,
str. 96) o konci &, a potatku z;, leZicim na hranici Q,; pfitom viechny body z R,,
kromé &,, z, leZi v Q; déle R, R, (j + k) nemaji spole€né body kroms& snad po&ated-
niho bodu. DokédZeme, Ze takové fezy existuji a Ze

p 14
J=1 i=1
je jednoduse souvisla oblast. (V (73) nepfihliZime k orientaci.)
K tomu je zapotfebi n&€kolika pomocnych uvah.

1. Budi O oblast, a e H(O); necht usecka (popFip. polopfimka) a,b kromé
bodu a leZi celd v O. Potom O — a, b je oblast a jeji hranice je H(O) U a, b.

Dutkaz: Body x, y € 0 — a, b lze spojit lomenou &arou Lv O, kterd oviem miiZe
protnout a, b; ale je zfejmé, Ze mohu tiseCku @, b obejit; viz obr. 8, kde siln& vytaZe-
nou &ast L nahradim vyte¢kovanou &asti. Vyrok o hranici je jasny. ('Ctenéf si jist&”
dovede nahradit obr. 8 pfesnou tvahou.)

2. Budiz O oblast, L budiZ prostd lomend &ra, jejiZ poldtek a lexi v H(O) a vSech-
ny jeji ostatni body lei v 0. Potom O — Lje oblast s hranici H(O) L L.

Dikaz indukci: podle bodu 1 postupné pfidavam tisecky z L.

3. Je-li v pfedchozim bodé mnoZina O jednoduse souvisld, je i O — L jednoduse
souvisld. ‘
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Dikaz: Dopln& mnoZiny O — Lje (S — O)u L, kde S — 0, L jsou souvislé
a maji spole¢ny bod a.

Nyni pfistoupim ke konstrukci fezd Ry,...,R, (a jistych oblasti 4,, ond)p).
Tyto fezy a oblasti budeme potfebovat v § 6 a § 7 jen pro studium Gaussovy rovnice,
kde tyto konstrukce jsou trividlni. Vlastn€ tedy vyklad té€chto konstrukci je pro
dal§i text zbyteény; ale snad pravé€ pro hlubsi pochopeni nasledujicich paragrafii je

Obr. 8. Obr. 9.

prospé$né uv€domit si situaci v pon€kud obecnéjs§im piipad€. S ohledem na jed-
noduchy piipad, ktery jediné€ v nésledujicich paragrafech budeme potifebovat, ma
vyklad o konstrukci R;, 4; ponékud informativni charakter: nékteré ivahy provadi-
me trochu zb&Zné a pfenechdvame &tenafi, aby si je, chee-li, doplnil.

Maéme body &,, ..., £, € Q,; zvolme bod b eH(Ql); mysleme si, Ze {;€ E, be E
(modifikaci pro &; = oo nebo b = oo pfenechivam &tenafi). Sestrojme kruznici K
o stfedu b s polomérem tak malym, Ze vSechny body ¢; leZi vné K. Na K leZi body
z Q,, tedy téZ z Q; jeZto Q je oteviend, existuje oblouk kruZnice K, ktery cely leZi v Q.
Zvolme v K N Q p riznych bodi yy, ..., y,. Sestrojme poloméry 3. b (k = 1, ..., p).
Postupujeme-li od y, po tomto polom&ru, potkdme jednou poprvé bod z H(®2,);
tento bod ozna&ime z,. Use&ka z;, y; leZi celd v @, (a dokonce v Q), s vjjimkou bodu
2z, € H(Q,). Jedinym spoleénym bodem dvou useéek z,, yy, z;, y; (j + k) miZe byt
bod z,, splyva-li s b (viz obr..9). Budeme nyni uZivat naSich pomocnych uvah.
V oblasti

p
(74) Q2 - 92 Z;, ¥;



spojim bod y; prostou lomenou &arou L, s bodem ¢&;, pfi¢emZ se vyhnu bodiim
&y oo &y Lomena Cdra zy, y; UL, ma vSechny Zidané vlastnosti aZ na to, Ze
nemusi byt prostd. Snadno ji vSak nahradim prostou lomenou &arou R, takto:
Postupuji z bodu z, po tseéce ﬁ tak daleko, aZ se poprvé setkim s bodem &ary L,,
nadeZ postupuji dale po L; aZ do bodu &,. Nyni budu konstruovat R,: v oblasti

p
Q, — (R1 v U ﬁ) spojim y, s &, obdobné jako dfive lomenou prostou &arou
j=3
L, a z &ary z,, y, U L, sestrojim prostou lomenou &iru R, podobné jako dfive, atd.
Podle naSich pomocnych tvah je mnoZina N v (73) jednoduse souvisla oblast. Bu-
deme studovat vétve analytické funkce § v N a pfislusnou grupu ® jejich permutaci.

Nyni sestrojim oblasti 4, (k = 1, ..., p). V& je velmi ndzorn4; k pfesné formulaci
je tfeba n&kterych vét z oblasti Jordanovy véty; doporuduji étenafi, aby si zopakoval
sedmou kapitolu Cerného knihy. Pro zjednoduseni necht se viechno odehrava v E;
&tenaf si jist€ doplnéni provede sam.

Pro kazdé k = 1,..., p sestrojim Jordanovu kfivku J, = QuU {z,‘} obsahujici
body z,, &; jeji vnitfek oznadim 4,. Body z,, &, rozdé&luji J, na dva oblouky Jy;, J,«
Pozaduji pfedné, aby R, = 4, (je-li B oblouk s krajnimi body a, b, znaéim B =
= B — {a, b}). Vnitfek kfivky J, U R oznaéme 4,, vnitfek J,, U R oznatme 4, .
Mnoziny 4,, 47, 4; jsou jednoduSe souvislé oblasti. PoZaduji dale, aby (4, —
- {z}) n(4; — {z;}) = 0 pro k =+ j (takZe 4,, 4; maji jediny spoledny bod z,

Obr. 10.

jedi z, = zj; v ostatnich pfipadech je 4, n 4; = 0). Existence takovych y,, 4, je
snad dost nazorné patrna z obr. 10; pfislu§nou tvahu je moZno snadno doplnit.

Je nutné volit 4, dosti ,,uzké* a v blizkosti bodu z, dosti zaSpicat&lé (viz obr. 10).
Konstrukci je nejlépe provadét postupné pro k = 1,..., p. Pii konstrukci 4, je
nutno respektovat 4; pro j < k a R; pro j > k (aby nedoSlo k neZidoucim ne-
prazdnym prinikim).
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Nage funkce § (analytickd a neomezen& pokradovatelna v ) ma v N (viz (73))
jednozna&né vétve fy, f,,... Vezm&me néjaky index k (k = 1,...,p) a n&kterou
vétev f;. Ta je meromorfni v 4, a da se neomezen& pokra€ovat do jednoduse souvislé
oblasti 4. Vysledkem je jistd funkce ¢, meromorfni v 4,, rovna f; v 4, a rovna
n&které v&tvi f,, v 4, . Polozme P,(f;) = fm Tim dostdvam jistou permutaci P, vétvi
f1s f2s ... Uk&Z, jak lze z permutaci Py, ..., P, sestrojit grupu ® a permutaci pfislus-
nou k libovolné kfivce C (aniZ bych to stile opakoval, rozumim aZ do konce tohoto
paragrafu slovem ,kfivka* kfivku v Q, jejiZ poCitek a konec leZi v N, tj. neleZi

14
v U Ry). Budu fikat, Ze permutace P pfislusi nebo odpovida kfivce C, kdyz &(a, f;) —>
k=1

—> &(b, P(f})) pro viechny vétve f; a budu kratleji psat f; —> P(f;) (omyl nemaZe
nastat). '
BudiZ pfedn& C kfivka v 4,. Potom zfejm& ¢, —> ¢ a odtud plyne:

1. LeZi-li pocdtek kfivky v Ay, konec v A, je f; —> Py(f}), tj. kfivce C odpovidd
permutace P,.

2. LeZi-li poédtek v 4;, konec v 4y, odpovidd kfivce C permutace P, *.

3. Le%i-li oba body (poddtek a konec) v Ay nebo v 4;, odpovidd kfivce C permu-
tace identickd (neboli P).

Oblasti 4,, 4,7, 4; budte nyni pevn& dany. Z¥ejmé je viak toto: kdybychom nahra-
dili 4, obdobnymi oblastmi 4,* < 4, 4;” < 4, 4; = 4, dostali bychom tytéZ
permutace P, nebot jde o touZ funkci ¢, jenom ziZenou na oblast 4;.

BudiZ nyni d4na jakékoliv k¥ivka C(t), t, < t < t,, s potitkem a a koncem B.
Jellityg <t <t" £ty, bude C,. ,» znalit kfivku C(t), ¥ St £ 1",

vree

Zvolme ,,mensi* oblasti 4, definované podobné& jako dfive pomoci k¥ivek Ji,, J3x
1 4
takovych, Ze Ji; — {& zi} © A, o — {& 2} < 45 a Ze body «, B neleZi v U 4;.
k=1
Jezto C lezi v ©, 1ze opsat kolem bodil &, z, kruhy, do ni¢hZ C nezasahuje.

Piedstavme si, Ze pro n&kterou hodnotu t (¢, < 7 < t,) a n&které k je C(7) € R;.

Sestrojme nejvétsi interval (o, 7,) takovy, Ze 1y < T < 7y, C,y o, < 4i-

Body C(t), C(t,) leZi na H(4;), a tedy v 4,. Budeme fikat, Ze {,, 7, je kriticky
interval typu (k, 1), kde 5 je definovano takto: Je-li C(t,) € 4, C(t,) € 4, jen = 1;
je-li C(o) € 4, C(ty) € 4y, jen = —1; leZi-li oba body C(1,), C(t,) v 45 nebo lei-li
oba v 4, je n = 0. Je zfejmé, Ze ktivce C,, ,, ptislusi permutace Pj.

Dokazi nyni, Ze pro k¥ivku C existuje jen konecny pocet riiznych (a tedy disjunkt-
nich) kritickych intervalii. Je zfejmé toto: MnoZina on&ch bodl z R,, které nelezi
v kruzich opsanych kolem bodu z,, &, ma od H(4;) kladnou vzdalenost &; poloZme
¢ = min (gy, ..., &,). JeZto kazdy kriticky interval {t,, 7, obsahuje bod 7, pro ktery
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je C(z) Ry, je pro takovy bod |C(zy) — C(7)| = &. Ale ze stejnomérné spojitosti
plyne, Ze existuje 6 > 0 tak, Ze

(v =1 <6, ¥ ety 1), 1" €ty 1)) = |C(r) — C(t)] <&

Pro kaZdy kriticky interval o, 7,) je'tedy t, — 7, > 7, — 7 = 6. Tedy je vskutku
t&ch kritickych intervalil jen koneCny pocet; ozname je zleva do prava {A, gy, ...
«ees {Aps 14, a poloZme jeSt& py = t;, 4,y = t, (miZe oviem byt také r = 0), takZe
ty=po <Af <py <..<X <p<iyy =t, Kiivky C,,;,,, leZi v N, tedy

jim pfisludi identicka permutace. Necht interval {4, p,) je typu (k,, 7,). Potom tedy
kiivce C pfislusi permutace

(75) P=PrPprct... PR

(pro r = 0 znamen4 ,,prazdna* pravi strana identickou permutaci). Odtud je také
vidét ndzorny vyznam permutace P,: ta pfislusi kruZnici o stfedu ; a o dostateéné
malém poloméru, ktera pfechézi z 4, do 4, (Stenaf mn& rozumi). Stagi volit polo-
mér tak maly, Ze ze vSech fezii R,, ..., R, protind kruZnice jen onu usetku z R,
kterd ma koncovy bod &,.

Z (75) je vid&t, Ze Py, ..., P, tvofi tzv. systém generdtord grupy G, tj. kaZdou per-
mutaci P € ® lze psat ve tvaru (75). MiiZe se oviem stat, Ze ® ma systém generatord,
majici méné& nezZ p ¢lenti. '

Priklad: F=((x — &) ...(x = ENY? (p>1, ¢+ & + © pro j =+ k).
Volim-li Q; = E, volim p fezi Ry,...,R, z © do bodl &;,...,¢,. VN = @, —
1 4
— U R; ma § jen dvé vétve f, —f. Tedy lze vytvofit ® jedinym generdtorem, ktery

j=1

ptevadi fv —f a vétev —f v f.

§ 6

Vztahy mezi riznymi fundamentdlnimi systémy FeSeni
Gaussovy rovnice

Viechna feSeni Gaussovy rovnice jsou neomezené holomorfné pokragovatelna
v §—{0,1, ©}. Abychom mohli pouZit metod pfedeilého paragrafu, zvolme
Q,=S-{1}, {, =0, &, = © a oznadme R, =(0,1), R, = (1, + ) (to se
ndm hodi 1épe neZ oznaleni R, R,). Kladnou a zipornou stranu fezu volme jako
na obr. 11 a pfisluiné permutace oznaéme Py, P,; ty tedy pfislusi kfivkam o,e",
—n <t mresp.ge, —nSt<mkde0 <o <1<g; < +o0.

159



Abychom nemusili dale vySetfovat fadu vyjimecnych pfipadi, budeme v tomto
i v néasledujicim paragrafu pfedpokladat, Ze

(76) 7,7 —a— B, a— B jsou neceld &sla .

V oznaéeni § 5 je nyni
N =E -0, +).

Fundamentdlni systémy, kterych budeme uZivat, budou (26), (27), (28) z § 2.

Q
SO
go\__/
+|(1
\\F
s}
8
—
|

Obr. 11.

KazZdé feSeni Gaussovy rovnice je neomezené pokraCovatelné v S — {0, 1, oo};
budeme vySetfovat jeho jednozna&né vétve v N. Nezavisle proménnou znaéme ¢,
abychom méli vice pismen k dispozici. Abychom vytkli uréité jednozna&né vétve t%,
(1 = )%, musime zvolit urité hodnoty arg ¢, arg (1 — ¢).

Zvolime jednozna&né vétve x,(t), x2(); »1(t), y2(t); z4(t), z5(f) v N. To budou jista
feSeni Gaussovy rovnice v N, tedy holomorfni funkce s definiénim oborem N. Ur¢ime
je tak, Ze je pomoci fundamentalnich systému definujeme v uréitych podoblastech

oblasti N, a to takto:

(77) {xl(t)=F(a, B.v:1),

1 %) =t"""Fa—-y+1, —y+1,2—1y;1)

| pro 0<|t|<1, 0O<argt<2n,

(78) [ yi(t) = Flo, pa+ B—y+ 151 —1),

y)=Q -0 FPFy—o,y—By—a—-p+1;1—1)
pro [1-t<1,Imt>0 —w<arg(l1-1)<0,

(79) ’zl(t)=t'“F(a,az—y+1,oc—/3+1; tl)’

)

Tedy jesté jednou: x,, x, jsou holomorfni funkce v N, které v podoblasti |t| <1,
t¢ R, jsou dany vzorci (77). Tvofi v N fundamentélni systém FeSeni Gaussovy

zz(t)=t"‘F(ﬂ,ﬂ—'y+1,,B——oc+1;

pro 1<|[t|]< +o,0<argt<2zm.
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rovnice. Podobn& y,, y, a z,, z,. Viimnéte si, Ze na rozdil od (77), (79) plati vzorce
(78) jen v polokruhu |1 — | < 1, Imt > 0 — ale to ndm nebude vadit. Oznaeni
a umluvy dosud provedené zachovame v celém tomto i pfi§tim paragrafu.

BudiZ x libovolné feSeni Gaussovy rovnice v N. Tedy je to holomorfni funkce

s defini¥nim oborem N a da se vyjadfit pomoci fundamentélnich systémi (77), (78),
(79) ve tvaru :

(80) X=Xy + %y =dyzy + dyz; = f1yy + f2)2,

kde konstanty ¢, aZ f, jsou jednozna¢né uréeny funkci x. Pijde nam o to, vyjadfit
d,, d, a rovné&Z f,, f, pomoci c,, ¢,. Tim bude fefena tato tloha: Je-li dano feSeni x
pro 0 < |f| <1, 0 < argt < 2r pomoci funkei (77), chceme je vyjadfit pro 1 <
<|tf| < +o, 0 <argt <2rn pomoci funkci (79) a pro |1 — 1| <1, Imt >0,
—n < arg (1 — t) < 0 pomoci funkei (78).

Abychom mohli pohodIng uZivat fad v (77), (78), (79), budeme na chvili vedle (76)
jesté& predpokladat, Ze '

(81) Re(y—a—p)>0, Rey<1;

potom u viech t&chto fad 1ze pouZit véty 34 o stejnom&rné konvergenci (pfi pevnych
«, B, y konverguji tyto fady stejnom¥rng vzhledem k t v oborech |t| £ 1, |1 — ¢] £ 1,
1 £ |t| < + 00, a maji tam tedy spojité soutty).

Stale budeme uZivat vzorci (viz vétu 37 v § 4; § 3, vztahy (40), (46)):

v By 1) = TOIG —a—p)
2 bl = —ara—p)

(Re(y —a—=p >0, y+0,—-1,-2,..),

(83) I(s)Ir(t —s) = smLm I(s + 1) = sI(s).

Hledejme napfed d,, d,. Funkce x,, x, jsou holomorfni, a tedy spojité v N; fady
v (77) jsou stejnomérn¥ konvergentni, a tedy maji spojity soudet v |f| < 1. Tedy
vzorce (77) plati také pro |¢| = 1, t & 1. Podobn& pro fady v (79). Rovnice ¢, x,(t) +
+ ¢, x,(t) = dy z4(f) + d, z,(t) tedy plati, jestlie za t dosadime &islo takové, Ze
|| =1,t % 1,tj. t = €', 0 < 7 < 2m, a za x,(t) aZ z,() dosadime podle vzorcii (77),
(79).

Provedeme-li limitni pfechod 7 — 0, (tedy t!~? > 1, 7% > 1, t# — 1) a uvaZ-
me, Ze soulty hypergeometrickych fad jsou na kruZnici [f| = 1 spojitéi v bodé t = 1,
dostaneme

e, Fo,Bops)+ e, Fla—y+ 1L, B—y+1,2=91)=
=d Flba—y+1L, a—B+151)+d FBB—y+1, f—a+1;1).
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Ozna¥me na chvili soudty t&hto hypergeometrickych fad po fad& X,, X2, Z1, Z:,
takZe
(84) C1X1 + CZXZ = dIZI + dzZz .

Za druhé provedme limitni pfechod T — 2n—, tedy 177 — e~ 2%, 7% — g7 2%,
t=F - e~ 2™¥; dostaneme

(85) ’ €1 X, + ce” X, = de”"Z, + d,e”?"Z, .
Zde je
Ir() Iy — « — p) r2—y) Iy —a—§)
86) X, =| , X, =
(®) i ry — &) Iy — B) | (1 -—e)r(t - p)

z _Te—-B+1)I(y—a-p) Z =lI‘(ﬂ-—a+l)I‘(y—a—ﬁ).
! ri-pre-p 7| rl-eo)ry-a

Z (84), (85) plyne
(87) dlzl(l - ezui(’_a)) = CIXI(I - ele'ﬂ) + C2X2(1 - ez’".(’-’)) ’
(88) dyZ,(1 — %@ P) = ¢, X,(1 — ) + ¢, X,(1 — ™M),

Abychom v (87) mohli délit &islem Z,, ptedpoklddejme jests, Ze
(89) ﬂ; y — B jsou meceld.
Potom je Z, + 0 a z (87) vychdzid, = ¢, .4 + ¢, . B, kde

_ I(y) r(1 = p) . 1 — e2rif _
Iy —o)M@a—p+1) 1- -9
IO =Pt e QTG0
© Iy - a)I(«— B + 1)sinn(f — a) TG - 1)

obdobné vypocdtete B. Vychazi

—e TOTB =) e _, _TC=DNTB=0) p,
G0 ' I(y - o) I(B) T —a)I(B~y + 1) “

Srovnite-li (87), (88), vidite, Ze rovnice pro d, se od rovnice pro dy li§i jen zdm&-
nou a s f.
Pfedpokladame-li jesté

(91) oy —a jsou necel4 &isla ,
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vychézi

(92) d,=c¢, IM e I2—y)I(x - p) M=)
"Iy - HI@) T -pIe—y+1) '
Potitejme f,, f,. Rovnost
(93) ey x4(t) + €2 x,(1) = £, y1(1) + £2 yaf)

plati (nakreslete si kruZnice [t| = 1, |1 — 1| = 1 a poloptimku 0 < t < + ) pro
1 . ,
1-t=¢" — 3E<T< 0, dosadime-li za x, a% y, vyrazy (77), (78). Provedme

limitni pfechod 7 — O_ (takZe (1 — #)'=*-# — 1, 11~7 - 0 (je Re y < 1)). Je¥to déle
F(a, B,7; 0) = 1, dostaneme

(94) er=fiF(@Ba+B—v+ L)+ fFp—any—PBy—a—p+1;1).

Obdobn& pro t = e* Ize provést limitni pfechod 7 — 0., takZe (1 — £)**~# 5 0,
t1~7 - 1. ObdrZime

(95)  cFB )+, Fa—y+1L, B—y+1,2-yp1)=f.
Dosadime-li sem podle (82), mdme
I(y) Iy — « = B) r2-y)Iry —«—5
©e) fi=c F(y—a)l"(y—ﬂ)+ *rl-eri-p)
Odtud dosadime do (95) (uZivajice (82)); vychézi
Iy—a—B+1)Irl—y _ ( IG)IG—a—f)
97 f -
©7) Tl -1 - p) T\ Th - =p)

e I“(2—y)I‘(y—oz—ﬂ))F(a+ﬂ—'y+1)1"(1—7)_
rl-or(t-p Jr-y+1)r@—vy+1)

Jeito a, B jsou necel, 1ze odtud vypolitat f,. Napfed viak upravme koeficient
pfi ¢,. Ten je

l_sinn'y—a)sinn(y—ﬂ)= — sin 7a sin 7f
sinnysinn(y —« — )  sinnysina(y —a — f)

(Propoztéte!) Nyni vypotteme f, z (97); uZitim (83) dostaneme

©8)  famo TOI@+B-9) TR -9)Ia+p-1)
I'(«) I(8) Ta—y+)IB-y+1)
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Tim je na§ ukol vyfeden: vyjadfili jsme d,, d, a fy, f pomoci ¢y, ¢, Oviem za téchto
predpokladii (viz (76), (81), (89), (91)):

(99) 7,y —a— B, « — B neceld,
(100) Re(y—ax—f)>0, Rey<1,
(101) o B,y —a, y— B mneceld.

Predpoklad (99) zachovame; ukiZeme viak, Ze (100), (101) Ize vynechat. Vezméme
napfed rovnice (96), (98). Zvolme pevné c;, ¢, a déle jakoukoliv hodnotu ¢ z oblasti

(102) | <1, 1-¢<1, Imt>0.
Sestrojme vyraz
(103) ¢y x4(1) + 3 x,(8) = fLy1() = f2y2(0)

kde za f;, f, dosadime vyrazy (96), (98). V oblasti (99) (o je oblast podle lemmatu 4,
§ 4) je vyraz (103) holomorfni funkef «, B, y podle véty 35 a pro kaZdy bod [a, B, 7]
z podoblasti (99), (100), (101) je roven nule. Tedy je vyraz (103) roven nule pro viech-
na [a, B, 7] z oblasti (99). Zvolme nyni pevng [«, B, y] v (99). Potom vyraz (103) je
roven nule pro vSechna ¢ oblasti (102), a je holomorfni funkci ¢ v N.

Tedy je vyraz (103) roven nule pro kaZdé t € N a kazdou trojici «, B, y z oblasti (99).

Podobn se dokaze, Ze d, z,(t) + d, z,(t) — f, y4(t) — f2 y2(f) = 0 (s hodnotami
d, a% f, z (90), (92), (96), (98)) pro viechna t € N a viechna a, B, y oblasti (99). (Ted
vyjdu zbodu t, pro n&z |1 — ¢| < 1,Im¢ > 0, [¢| > 1.) Shriime:

Véta 39. Budtey,y — oo — B, o — B neceld. BudiZ x néjaké FeSeni Gaussovy rovnice
s parametry a, B,y v oblasti N = E — {0, + ), takfe v N je

x ='Aclx1 + €%y = dyzy + dyzy = fiy, + [y
s konstantnimi koeficienty ¢, a% f, (viz (77)—(79)). Potom dy, d,, f1,f, se daji
vyjddFit pomoci ¢y, c, vzorci (90), (92), (96), (98).
Za chvili budeme potfebovat naopak vyjadteni c,, ¢, pomoci d,, d,. Pfedpokla-

dejme napfed, Ze plati (99), (100), (101). Resime nyni rovnice (90), (92) podle ¢y, c,.
Vypocet provede tendf saim. Vychazi:

(104) ¢ _ Il -yre-p+1) R r(1—y)r(p—oa+1) Ju—ry
T =B I(a—y+1) Tl -—or -y +1) 2
(lc(z) F(y - I)F(a— B + 1) e~mi@-Ng _ I“('y - 1)1"([3 — o+ 1) e~mB-Ng,

I(@) Iy - p) ' [(8) I(y — o)
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Rozsifime nyni platnost t&hto vzorcii na oblast (99). Viimn&me si, Ze pravé strany
jsou holomorfni funkce o, B, y v oblasti (99) (pti pevnych d,, d,). Rovnost ¢;x, +
+ ¢3x; = dyz; + d,z, urluje jednoznalnd d,,d, pomoci ¢,,c, a rovnéz c,,c,
pomoci d,, d,. Tato rovnost je pak (pro a, B, y v oboru (99) podle véty 34 splnéna,
kdyZ plati (90), (92). Tedy pfi danych dy, d, existuje pravé jedna dvojice ¢, c,,
ktera spliiuje (90), (92). Pro a, B,y v oboru (99), (100), (101) je to pravé dvojice
(104), (105). Dosadime-li tyto hodnoty c,, ¢, do (90), (92), jsou pravé strany holo-
morfni v (99) a jsou rovny d,, resp. d, v podoblasti (99), (100), (101). Tato rovnost
tedy plati v celé oblasti (99). Shriime:

Lemma 5. Za predpokladu véty 39 plati vzorce (104), (105).

Poznimka 5. Celé odvozeni Ize zjednodusit nasledujicim zpisobem, ktery struéné
nazna&ime. (Provedte podrobng jako cviteni!) Za ptedpokladii (76) a (81) uvaZujme
misto soustavy (84), (85) soustavu (vlastn& dv& soustavy, odpovidajici volb& zna-
mének)

(106) Xy + X, =dyZ, + d,Z,,
CIXI + Czeizn“Xz = dletz’”azl + dzeiZIiﬁzz ’
kde X,, X, Z,, Z, jsou dany vzorci (86).
Za ptedpokladu (89) dostaneme stejné jako vyse

=c T(y)l“(ﬂ—a)e;m., —c I‘(2—y)I‘(ﬂ—a) eFrila-y
(107) d, = "Iy — 2) I(p) *rQ—-orig—y+1) s

Zaménime-li v (106) o a B, zameni se tlohy koeficientd u d, a d,. Vyjidieni d,
dostaneme tedy ze (107) zAm&nou « a f oviem za ptedpokladu (91):

_ . I(G) Iz~ h) Frip _ re—-y)re-4p eFri-
0 = hr@ e - P+

To je vlastn& totéZ jako vyse.
Provedeme-li v (84), (85) zim&nu (piSeme symbolicky) a-—a, f—a —y + 1,
y =« — B + 1, dostaneme (za dodateného pfedpokladu Re (x ~ ) < 0)

dIXI + dez = Clzl + CZZZ ’
diX; + d,e2"X, = ¢,Z,*™* + ¢,Z,e*" ",

coZ je soustava stejného typu jako (106) (s hornimi znaménky). Vyjadfeni c1, c2
pomoci d,, d, dostaneme tedy ze (107) a (108) zéménou a - &, f > a —y + 1,
poa—Bf+1.
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UvaZme jesté vztahy (94) a (95). Druhé rovnice je vyjadfeni f; pomoci ¢, a c,.
Provedeme-li zim&nu & — y — a, f =y — B, y = y, ptejde (94) a (95) v

c=fF(V—“—ﬂ+1)1'(1—y)+fT(a+ﬂ—y+1)r(1—y)

T A - g —a) r(B-—y+)rla-y+1)’
f=cI‘(y)I‘(a+B—y)+c IQ-—y)re+p-v)
' I(s) I(p) re-y+)IB-y+1)

Srovnénim s (94) a (96) (zdmena f, a f,) vyjde (98). (Dopliite v této tvaze pted-
poklady!)

Odstranéni viech pfedpokladii kromé (99) provedeme stejng jako vyse. K opravng-
nosti nazna€enych vah uvedme n&€kolik poznimek. Existenci jediného feSeni viech
studovanych soustav mime zaru€enu, nebot funkce (77)—(79) tvofi fundamentélni
systém. Hledame-li feSeni soustavy (106) podle d,, d,, hledime vlastn& funkce d; =
= dy(a, B, 7, ¢1, ¢3), d; = dy(a, B, ¥, ¢4, ¢;). PHimym felenim nalezneme (107) a z4-
ména o a f (vzhledem k jednoznaZnosti feSeni) znamena vlastn¥ d,(a, B, 7, ¢4, ¢2) =
= dy(B, @, 7, ¢, ¢,). Obdobn¥ lze interpretovat dalsi naznadené Gvahy (proved'te!).

§7

Grupa monodromie Gaussovy rovnice

Pfedpokldddme stile, Ze y,y — « — f, « — B jsou neceld Cisla, klademe N = E —
— 0, + ) a funkce x; aZ z, s defini¢nim oborem N definujeme vzorci (77)—(79).

Vezm&me libovolné fe§eni Gaussovy rovnice v oboru N:
(109) X =¢;Xy + €%, (cy, c; € E).

Toto feSeni lze neomezen& pokratovat v S — {0, 1, oo}. Podle § 5 volme fezy dle obr.
11 a vySetfime, ve& pfejde nale feSeni (109) pfi pokragovéani podél kruZnice K, :
:0e*™0G+W (0 < u = 1), kde 0 < ¢ <1 a reélné A neni celé (aby polatedni bod
0e?** Jezel v N), a za druhé ved pfejde (109) pti pokra&ovéani podél kruZnice K., :
: 0628039 (0 < u < 1), kde ¢ > 1 a 4 je re4lné necelé.

Pti pokrafovéni podél K, prejde (109) opdt v jisté feSeni X = Cyx; + C,x,.
Uréeme C;, C; : X, prejde v x,, x, pfejde v e~ 2*7x,, tedy C; = ¢;, C, = e~ 2%V,
To se da napsat v maticovém tvaru: poloZime-li

1 0
So = (0 e—z:iy) ’
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je

(110) (Cl) (c1>
=s, ().
C C2

Podobn& postupujeme pfi pokrafovani podél K, ale bude to sloZit¥jsi. Necht
tedy (109) pti pokraovéni podél K., ptejde v Cyx; + Cz%; (C; jsou ted asi jin4 neZ
pfi K,). Mame nalézt C,, C, jako funkce ¢y, ¢3. Je ¢1Xy + €;X; = dyzy + d;2,,
kde d, = my ¢, + my ¢y, dy = myicy + myacy; my vySteme z formuli (90), (92).
Nyni pokra&uji podle K, a dostanu #4danou vétev ve tvaru d,e**“z, + d,e**z,,
Zde kone&n& vyjadfim opét z,, z, pomoci x,, x, (viz (104), (105)) v Z4daném tvaru
Cixy + Cp%;, kde Cy = kyie®™d, + ky,e*"d;, C, = ky1€?™d; + kppe*™Pd,,
kde k,, vy&tu z (104), (105). Tedy celkem

‘ (C, _K e?riz M( . kde K= (ku k12>, M= (mu mu).
- \C, 0 ¥ c, kay k22 myy Myz
Oznaéme
Sw = <all alz) ]
az; Gz

pfi%emZ necht (psdno zkricen’) c;x; + ¢,x, 1= Cixy + Caxy, kde

(111) (cl) s (c,)
=94 .
C C2
Zbyva tikol vypotitat ay, jako funkce a, B, y. Je ayy = kyym; > + ki my e,

Dosadme za k,,, m,, podle (90), (92), (104) a (105); souginy hodnot I'(s) . I'(1 — s)
upravme podle (83). Dostaneme

_ A
'” sinaysinz(f — o)’

(112) a,

2xix

A = sin nBsin n(y — @) . e2** — sin nasin n(y — f). e*** =

_ 1
21y

+ eui(—1+35+a) + em'(—7+3:—ﬁ) —- eul'(—7+3}-¢)} .

+s>.2isinr—s
2

_exl(‘H-a‘ﬂ) + etilr—ath) _ eti(~r+3a+p) +

UtZiji jedt& vzorce e — e’ = exp (i !

a
sin #(2¢ — 2f) = sin (@ — B) . (e*C*~P) 4 "),
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Vyjde

= 51_ sin TI(B — d) (eniy + eni(—7+2¢+2ﬁ) —- eui(—7+2¢) - em'(-1+2ﬁ)) .
i .

Tedy se v (112) zkrati sin n(f — «) a piSi-li jedt& 2isin 1y = €*7 — e™*7, dostanu

1 - eZm’(a—y) _ e2m'(ﬂ—7) + e2ni(¢+ﬁ-1)

(113) ayy = 1 — -2
Obdobné& obdrZite
_ 2nia 2xif __ 2zi(a+p—y)
(114) a5y = 1+ e + e e

1 - e—2m'y
Déle ag; = k“ez"i’mu + klzeztiﬂ.mZz,

=_F(1—')’)F(“_ﬂ+1) Ir2—y)Ir(g -« £Hi2a-n _

M T M —pI—y+1) T1-a) (B —y+1)
_ rl—9y)r(g—a+ 1). I(2 —y)I'(x - B) T ER)
r(l—a)r(—y+1) r(1=pre—-y+1) ’
— Il -y r@ -y ’
YTl -1 - pre—y+ 1)I(B -7+ 1)
T Ri(28-7) _ pmi(2a=y)
“sin n(B — a) (¢ ¢ )-
Zavorka je e®C*#=7  2jsin n(f — a), takZe
_ 2mi F(l - 7) F(Z - 7) ri(e+p—7)
(115) “”‘r(1-a)r(1-p)r(a-y+1)r(p-y+1)e ’
a obdobné
(116) as 2ni F('}’) F(}’ - 1) e HB+Y)

" I - @) I(y — B) T(@) I'(B)

Poznamka 6. Celé odvozeni koeficientl a,,, @43, @21, az, 1ze vyuZitim jisté sy-
metrie zkrétit na polovinu. Pokuste se provést celé odvozeni tak, Ze spottete pouze a,,
a ay, a jistou transformaci ziskate a,, i a,, (viz str. 165).

Vysledek jesté& zopakujme: PoloZme

10 ayy Gy,
S, = , S =
° <0 e-z"iy) ® (‘121 azz)
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(viz (113), (114), (115), (116).) Je-li cyx; + €3%; 2= Cy%1 + Cyx,, plati (110); je-li
€%y + €,%2 x> C1%y + Cyx,, plati (111).

Matice Sy, S, Vytvofuji grupu &, kterd se nazyva grupa monodromie Gaussovy
rovnice. Je-li ¢ libovolni k¥ivka v § — {0, 1, o}, jejiz podatek a konec leZi v N,
potom z tivah (o kritickych intervalech) z § 5 plyne jist& dostatedn& jasng, jak se najdou
koeficienty C;, C, (jakoZto funkce cy,c,) pfi pokradovani ¢,x, + ¢,x, —> Cyxy +
+ C,x,.

Poznamka 7. Matici inverzni k matici S, uréime snadno:

- 10
1 _
So = (0 eZnir) .

K uréeni matice S;! potfebujeme ziskat jeji determinant. ProtoZe vSak matice K
a M (viz str. 167) jsou inverzni (viz (90), (92), (104), (105)), je ze zavedeni matice S,
patrné, Ze

e 0 2ri(a+p
= = )
det S, = det (0 ez’""’) e .

Zjistéme jesté, zda S je komutativni. IThned najdete
50, = (““ L ) .50 = (““ “”efz'.").
aze” " aje iy a, azze 2=y
Je#to e~ 2% & 1, bylo by S,S,, = S, S, jen tehdy, kdyby a,, = a,, = 0. Ze vzorcii
(115), (116) plyne, Ze by to nastalo pravé tehdy, kdyby se ve jmenovateli v (115)
i v (116) vyskytla hodnota funkce I v jejim pSlu. To znamen4: aspoii jedno z &isel
1—0,1—-B,a—9+ 1,8 -7+ 1by musilo byt celé nekladné a totéZ by musilo
platit aspoii o jednom z &isel o, B,y — «, y — B. Tj. z &isel o, B,y — @, y — B by
musilo aspoii jedno byt celé nekladné a aspoii jedno celé kladné. Tedy by aspoii dvé
z &isel o, B,y — «, y — B musila byt celd. Z toho viak snadno plyne (provedte!),
Ze aspoil jedno z &isel y, y — a — B, « — B by bylo celé, coZ je ve sporu s na$im
pfedpokladem. Tedy:
Grupa S neni komutativni,

Poznamka 8. V tvorb& grupy & je jista liboviile: vysli jsme z x,, x,; mohli jsme
vyjit z jiného fundamentélniho systému a také z jinych fezl. Dostali bychom jinou
grupu, kterd by konala tytéZ sluZzby jako © a patrné& by byla s grupou & né&jak pfi-
buznd — nebudu se tim zabyvat.

Poznamenejme jeit&, Ze jsme v tomto paragrafu fesili ukol ponékud jiny neZ o kte-
rém jsme mluvili v § 5. Tam §lo o jednu analytickou funkci a jeji vétve. U nas by ted
3lo o analytickou funkci B, danou elementem &(a, c;x; + ¢,x;) s urditymi cy, ¢,
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(a € N). Funkce B m4 v N jen spofetng mnoho v&tvi ¢, ,%, + ¢, (n = 1,2,...)
a substituce Sy, S, nam fikaji, jak se tyto vdtve permutuji p¥i pfechodu Ro, R,
(stle minim, ze zdporné strany na kladnou). Viechny permutace téchto vétvi p¥i
pokra&ovani podél libovolné kfivky v S — {0, 1, oo} s podatkem a koncem v N tvofi
grupu G, ,. Pfi grup& & byly c,, ¢, ,,volné prom&nné*“, kdezto pti grupg G, .,
nabyvaji ¢, ,, €2 , jen spoletné mnoha hodnot. Neni tedy vylougeno, Ze v n&kterych
pfipadech miZe G, ., byt komutativni.

Cvid&eni. Vy3etfete, kdy je G, ., komutativni. Podminka S_S, c‘) =S,S, (c1>

C2 €2/

je ekvivalentni s rovnicemi (1 — e"2*")a,,c, =0, (1 — e~2*) g,,c, = 0. Jedno

feSeni je ¢; = ¢, = 0 (nulové fefeni); ®, , je oviem jednotkové grupa. Poznamene;-

me, Ze y neni celé a Ze neni a,, = a,, = 0. Nenulova feSeni existuji tedy jen v t&hto
ptipadech:

A) a,; = 0; feleni ¢, = 0, ¢, libovolné,
B) a,, = 0; feleni ¢, = 0, ¢, libovolné.

V ptipadé A) maji viechny vétve tvar y,, = ¢,a7;x, (m celé) a mame cyklickou grupu
permutaci: pfi pfechodu R, pfejde ¥m V Ym+1, FeZu Ry odpovida identickd permu-
tace. V pfipadé B) maji viechny v&tve tvar y,, = ce”2""™a},x, (m, n celd). PH
pfechodu Ry, resp. R, pfejde Vpn V Ym+ 1,0 1€SP- V Ymon+1- (Pokustc se dale vysetfit,
kdy je grupa monodromie cyklicka!)

Poznamenejme jest jednou, Ze vysledky §6 a § 7 byly odvozeny jen za pfedpokladu,
Ze y,9 — a — B, a — B jsou necela Cisla.

§8

Jacobiovy polynomy

Budeme studovat ptipady, kdy F(a, B, 7; x) je polynom. Prosim &tenafe, aby si
doplnil vypolty, které jen struén& nazna¢im. Napfed dvé& jednoducha lemmata.

Lemma 6. Vyhovuje-li y(x) Gaussové rovnici

(117) x(1=x)y"+(r—-(@+B+1)x)y —afy=0,

vyhovuje funkce z(x) = y®(x) (k = 0 celé) Gaussové rovnici s parametry a + k,
B+k y+k

Dukaz: Stagi derivovat (117) jednou, a potom provést zfejmou indukci.

170



Odvodime je¥t& dalii vztah. Nechf y(X) vyhovuje rovnici (117); necht n > 0 je
celé. PoloZme z(x) = y®~1)(x). Podle lemmatu 6 je

(118) x(1-x)z2"+@+n—1—(x+B+2n—-1)x)2' -
—(@+n=-1)B+n-1)z=0.
Vytvofme vyraz
(119) £ (41 - x2) = #71(1 = 9Tl = ) 7+ (11 - ) - ) )

(myslete si n¥jakou jednozna¥nou v&tev, Pfislu¥nou urlitym jednoznainym v&tvim
arg x, arg (1 — x)). Zvolme 4, p tak, aby se vyraz {. ..} rovnal prvnim dvéma &lenim
levéstrany v (118), tj. A=y +n— LA+t u=a+f+2n—-Lpu=a+ B —y+
+ n. PoloZme je$t&

(120) XY — X =g (x) (n=0,1,2,...).

Zavorka {...} v (119) je podle (118) rovna (a + n — 1)(B + n — 1)y~ 1), take
z (119) plyne

d -
L) =(+n- DB +n—1) gy,
a odtud indukci podle n okamZit&:

Lemma 7. Budi? y FeSeni rovnice (117). Potom je
d’l
(121) &((p,y(")) =a.(ea+1)...(e+n=1)BB+1)...(8+n—1)poy

pron=0,1,2,...(pro n = 0 jsou vpravo prdzdné souciny).

Pfedpokladejme nyni, Ze y + 0, —1, =2, ..., tak¥e (117) m4 feSeni F(a, f, y; x)
(pro |x| < 1). Toto feSeni je polynom tehdy a jen tehdy, kdyZ budto o, nebo B je celé
nekladné. Vzhledem k symetrii miZeme pfedpokladat, ¢ f = —n (n = 0 celé);
je-li téZ a < 0 celé, miZeme pfedpoklidat, Ze « < f = —n. Potom bude F(a, B, 7; x)
polynom stupng pravé n-tého. Pi¥me n + « misto « a poloZme

(122) Gy, 7:%) = F(n + @, —n,7;%) (n=0,1,2,..),

Pfitom jsme pro a vyloudili ty celé hodnoty, pro n&Z je n + o > —n a soudasn&
n+a=s0,t.

(123) o neni celé Cislo jintervalu —-2n+1<Za< —pn

(pro n = 0 je tento ,,interval* prazdny).
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Vzorec (122) s podminkou (123) dava viechny pfipady, kdy soudet hypergeometric-
ké fady je polynom. Koeficient pfi x" v (122) je

@t n)@+rn+1)...(@+2n-1)
(1249 (=1 Wr+1)...(p+n-1) ’

Dosadme do (121 y = G,(«, y; x) (parametry jsou n + a, —n, y); vyjde

i () A <
Wy +1)...(ry+n—1)dx"

(125)  Gya,y;x) = ("1 = X))

Pfedpokladejme nyni, Ze a, y jsou redlna,
(126) y>0, a—y>—1.

Budeme vy3etfovat posloupnost polynomi G,(x,y;x) (n =0,1,...) pfi danych
a, 7; je Go(a, 75 x) = 1. Ze (126) plyne, Ze pro m = 0, 1, ... existuje

1
(127) Kpn= J‘ x"H(1 = x)*77 G,(a, y; x) x™ dx
0
(minim kladné hodnoty mocnin). Integraci per partes dostaneme

(128) y(y +1)... (y+n- NK,,= J.ix’” d—(i:; (xv+n—1(1 - x)¢—7+n) dx =

- [kg: (—ip SO S ey "’+"):|:=l+

dx* : dxn-k-1 o
1 nfm
+ (_1)"-[ xy+n—1(1 — x)rtn d (x )dX .
0 dx"

Clen [...] je roven nule, nebot zfejm&

dn—k—l

dxn—k—l

(xv+n—l(l _ x)a—7+n) = x1+k(l _ x)z-7+k+l Q(x),
kde Q je n&aky polynom (zavisly na a, y, k, n), a pfitom y + k > 0, — y + k +
+ 1> 0. Je#to G,(«, 7; X) je linedrni kombinace x°, x, ..., x", plyne ze (128):

Véta 40. Budi¥y > 0, @« — y > —1. Potom polynomy G,(e, y; x) (n=012..)
jsou v intervalu <0, 1) ortogondlni vzhledem k vdze x*~*(1 — x)*~?, tj. pro celd n, r,
0=Zr<nje

1
J X1 = x)*77 G(«, 93 x) G2, y; x)dx = 0.

0
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Pro ortogonalni posloupnosti je jest& dileZitd otidzka jejich ,,normovani®, tedy
hodnota

1
I, = j X"THL = x)*77 (Gy(e, ¥; x))* dx .
o
Jeito G, = 1, mame ihned
I, = rG)yrl@—y+1)
r@+1)-

Pro n > 0 uvaime, Ze (viz (128)) K,,, = 0 pro0 < m < n, ale

W +1)...(0+n—-1DK,,=(=1).n e +;2ar$‘2:zii)n =

’

a odtud vzhledem k (124)
_ nMI(Y)re—y+n+1)
"+ 22m)yy+ D). (p+n—1D)I(n + «)
(rn=12..).

V praxi jsou &asto vyhodn&j$i posloupnosti polynomi, ortogonalni v intervalu
{—1,1> misto v €0, 1>. Dosahne se tim &asto v&t§i jednoduchosti a soumé&rnosti
vzorcil. Proto se misto polynomil G, uZiva Cast&ji tzv. Jacobiovych polynomi .

T, y; %) = G..(a,v; ! _2 x) = F(n + a, —n,v;l_ x) =

2

(=1 (1= 27 (1 4 @
2 Yy +1)...(y+n-1)dx"
(viz (122), (125)). ProO < r < n je

((1 — x)y+n—1(1 + x)a—y-l-n)

1
J' (1= %)~1 (1 + %7 T 73 %) T 75 x) dx = 0
-1
(ortogonalita s vahou (1 — x)’~* (1 + x)*~? v {—1, 1)). Dale
1
J (1= Xyt (1 4+ 2" (Juays )P dx = 2T, (n=0,1,2,..).
-1

Zv14sté dulezité pfipady jsou: vaha 1, tj. « =y = 1, jeZ vede k tzv. Legendreovym
polynomiim P,(x), a vaha (1 — x?)~1/2 (tj. y = %, o= 0) , jez dava CebySe-
vovy polynomy T;(x). Definujeme tedy

P.(x) = F(n +1,-m 1 1‘—2’-‘) - n!lzndi;; (2 = 1y).
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P,(x) je felenim tzv. Legendreovy rovnice (1 — x?) y" — 2xy’ + n(n + 1) y = 0
a plati

1 : 1
J. P(x)P(x)dx =0 pro r#*n, f PY(x)dx = .
-1 -1 2" + 1

U Cebysevovych polynomi se obylejn& pro n > 0 je¥t& pripojuje &initel 2="*+1,
tedy

To(x)=1’ T;l(x)=§,.1—-iF(n’—":%;l_x)=

2
(_l)n (1 - x2)1/2 dr

(@ = 2y

=2~-1.1.3.5...(2n—1)dx"

1
pro n > O,I T(x) T,(x) ————— =0 pro n*r,

( 2)1/2

T2(x) & Z_ pro n>0.
J—l ( 2)1/2 22u 1

Podrobnéji jsou tyto polynomy studovany v J II, kap. XIV, §9.
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